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El estudio del análisis real es indispensable para quien pretende cursar estudios 
avanzados en matemática pura o aplicada. También es de gran valor para el estu- 
diante de licenciatura que desee ir más allá del manejo mecánico de fórmulas para 
resolver problemas convencionales, pues le ayuda a desarrollar la capacidad 
para pensar deductivamente, analizar situaciones matemáticas y extrapolar las 
ideas a nuevos contextos. En años recientes, la matemática se ha convertido en un 
elemento de valor en áreas como economía y ciencia de la administración, cien- 
cias físicas, ingeniería y ciencias de la computación. Nuestro objetivo es ofrecer 
un libro de texto accesible que poco a poco aumenta el grado de complejidad en 
el tratamiento delos conceptos y técnicas fundamentales del análisis real para los 
estudiantes de estas áreas. El libro está diseñado para estudiantes que hayan cur- 
sado cálculo en la forma convencional en que acostumbra impartirse esta materia. 
Aun cuando hay quienes encuentran desafiante su contenido, nuestra experiencia 
es que los estudiantes serios en este nivel son absolutamente capaces de dominar 
el material aquí presentado. 

Las dos ediciones anteriores de este libro tuvieron una excelente acogida y 
nos hemos esmerado para mantener el mismo espíritu y el mismo acercamiento 
accesible para el lector. Al preparar esta edición, hemos examinado cada sección 
y grupo de ejercicios, agilizado los razonamientos, agregado algunos ejemplos 
nuevos, cambiado algunos temas de posición y hecho exhaustivas revisiones. Ex- 
cepto por el nuevo capítulo 10, que trata la integral de Riemann generalizada, no 
se ha agregado mucho material nuevo. Aun cuando se incluye más material del 
que puede estudiarse en un semestre, quizá el maestro quiera usar ciertos temas 
como proyectos especiales o para créditos extras. 

Es deseable que el estudiante haya tenido cierto contacto con demostraciones, 
pero no damos por hecho que éste sea el caso. A fin de apoyar al estudiante para 
analizar las demostraciones de teoremas, se incluye un apéndice sobre “Lógica y 
demostraciones” que examina temas como implicaciones, cuantificadores, nega- 
ciones, el contrapositivo y diferentes tipos de demostraciones. La exposición se ha 
mantenido en un nivel informal a fin de evitar quedar entrampados en los detalles 
técnicos de la lógica formal. En nuestra opinión, es una experiencia más provecho- 
sa aprender cómo construir demostraciones observando primero y haciendo des- 
pués que leyendo acerca de las técnicas de demostración. 
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Hemos adoptado un nivel medio de generalidad de manera consistente a lo 
largo del libro: se presentan resultados que son lo suficientemente generales para 
cubrir los casos que surgen en la práctica, pero no nos afanamos para conseguir la 
máxima generalidad. En principio, procedemos de lo particular a lo general. Así, 
consideramos las funciones continuas en intervalos abiertos y cerrados en detalle, 
pero tenemos cuidado de presentar demostraciones que pueden adaptarse con 
facilidad para situaciones más generales. (En el capítulo 11 se obtiene un particu- 
lar provecho de este enfoque.) Pensamos que es importante proporcionarle al 
estudiante muchos ejemplos que le ayuden en su aprendizaje; asimismo, compila- 
mos unas listas bastante extensas de ejercicios que le plantearán retos. Aun cuan- 
do dejamos demostraciones rutinarias como ejercicios, no intentamos abreviar la 
exposición relegando a los ejercicios las demostraciones difíciles. Sin embargo, en 
algunas de las secciones al final del libro descomponemos un ejercicio moderada- 
mente difícil en una sucesión de pasos. 

En el capítulo 1 se presenta un breve resumen de las nociones y notaciones 
para conjuntos y funciones que usamos aquí. Asimismo, se incluye una discusión 
de la inducción matemática, ya que son frecuentes las demostraciones inductivas. Se 
incluye también una breve sección sobre conjuntos finitos, contables e infinitos. 
Se recomienda que este capítulo se estudie con rapidez o que se use como material 
de respaldo, para volver a él según sea necesario. 

El capítulo 2 presenta las propiedades del sistema de los números reales R. 
Las dos primeras secciones abordan las propiedades algebraicas y de orden, y 
ofrecen cierta práctica en la elaboración de demostraciones de resultados elemen- 
tales. La propiedad crucial de completez se introduce en la sección 2.3 como la 
propiedad del supremo, y en el resto de este capítulo se discuten sus ramificaciones. 
En el capítulo 3 se presenta un: tratamiento completo de las sucesiones en R 
y de los conceptos asociados de límites. Este material es de la mayor Importancia; 
por fortuna, los estudiantes lo. encuentran bastante natural, aun cuando les toma 
algo de tiempo acostumbrarse cabalmente al uso de . En la nueva sección 3.7 se 
presenta una breve introducción a las series infinitas, por lo que este importante 
tema no debe omitirse por problemas de tiempo. 

El capítulo 4, sobre límites de funciones, y el capítulo 5, sobre funciones 
continuas, constituyen la columna vertebral de este libro. La discusión de lími- 
tes y continuidad se apoya en gran medida en el uso de sucesiones, y el enfoque 
estrechamente paralelo de estos capítulos refuerza la comprensión de estos te- 
mas esenciales. Las propiedades fundamentales de las funciones continuas (en 
intervalos) se tratan en las secciones 5.3 y 5.4. La noción de “medida” se introdu- 
ce en la sección 5.5 y se usa para ofrecer demostraciones alternativas de estas pro- 
piedades. Las funciones monótonas se tratan en la sección 5.6. 

La teoría básica de la derivada se presenta en la primera parte del capítulo 6. 
Este importante material es convencional, excepto porque se ha empleado un 
resultado de Carathéodory a fin de ofrecer demostraciones más simples de la regla 
de la cadena y del teorema de inversión. El resto de este capítulo consta de apli- 
caciones del teorema del valor medio y puede explorarse si el tiempo lo permite. 

El capítulo 7, que trata la integral de Riemann, ha sido objeto de una revisión 
completa en esta edición. En vez de introducir integrales superiores e inferiores 
(como se hizo en las ediciones anteriores), aquí se define la integral como un lí- 
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mite de sumas de Riemann. Esto tiene la ventaja de que es consecuente con la 
exposición inicial de los estudiantes a la integral en cálculo y en las aplicaciones; 
puesto que no depende de las propiedades de orden, permite la generalización 
inmediata a funciones complejas y vectoriales que los estudiantes pueden encon- 
trar en cursos posteriores. Contrario a la opinión popular, este enfoque de límites 
no es más difícil que el enfoque de orden. También es consecuente con la integral 
de Riemann generalizada, la cual se examina en detalle en el capítulo 10. La sec- 
ción 7.4 presenta una breve discusión de los métodos numéricos comunes para 
calcular la integral de funciones continuas. 

Las sucesiones de funciones y la convergencia uniforme se abordan en las dos 
primeras secciones del capítulo 8, y las funciones trascendentes básicas se colo- 
can sobre una base firme en las secciones 8.3 y 8.4 mediante el uso de la conver- 
gencia uniforme. El capítulo 9 completa la discusión de las series infinitas. Los 
capítulos 8 y 9 son de suyo importantes, a la vez que muestran cómo puede apli- 
carse el material de los capítulos anteriores. 

El capítulo 10 es completamente nuevo, presenta la integral de Riemann gene- 
ralizada (también llamada integral de Henstock-Kurzweil). Para muchos estu- 
diantes éste es un tema nuevo y creemos que les sorprenderá descubrir que una 
modificación en apariencia insignificante de la definición de la integral de Riemann 
puede llevarnos a una integral aún más general que la integral de Lebesgue. Cree- 
mos que este enfoque relativamente nuevo a la teoría de integración es accesible y 
al mismo tiempo interesante para quien ya conoce la integral de Riemann básica. 

El capítulo 11 final trata conceptos topológicos. Las demostraciones dadas 
anteriormente para intervalos se amplían a un contexto más abstracto. Por ejem- 
plo, se hace el énfasis apropiado en el concepto de compacidad y se introducen los 
espacios métricos. Este capítulo será de gran utilidad para los estudiantes que con- 
tinúen estudios de posgrado en matemática. 

A lo largo de este libro se ha prestado más atención de la usual a los temas de 
análisis numérico y teoría de aproximaciones. Se ha procedido así debido a la 
importancia de estas áreas y para mostrar que el análisis real no es un mero ejer- 
cicio de pensamiento abstracto. 

Se han incluido prolijas listas de ejercicios, algunos sencillos y otros desafian- 
tes. En muchos de estos ejercicios se proporcionan “sugerencias” a fin de encami- 
nar al estudiante hacia la solución o verificación de su “respuesta”. 

Es muy satisfactorio ver cómo aumenta la madurez matemática de los estu- 
diantes y cómo gradualmente aprenden a trabajar con soltura conceptos que en un 
principio parecían misteriosos. Pero es indudable que se requiere mucho trabajo 
arduo para ello por parte tanto de estudiantes como de maestros. 

A fin de enriquecer la perspectiva histórica del libro, se incluyen breves sem- 
blanzas biográficas de algunos matemáticos famosos que hicieron sus aportacio- 
nes en esta área. Tenemos una deuda particular con el doctor Patrick Muldowney 
por facilitarnos la fotografía de los profesores Henstock y Kurzweil. Agradecemos 
asimismo a Wiley por conseguir las fotografías del resto de los matemáticos. 

Hemos recibido muchos comentarios valiosos de colegas de una amplia va- 
riedad de instituciones, quienes han impartido el curso utilizando las ediciones 
anteriores y a quienes les agradó el libro lo suficiente para expresar sus opinio- 
nes acerca de cómo mejorarlo. Apreciamos sus observaciones y sugerencias, aun 
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cuando no siempre seguimos sus consejos. Les agradecemos por comunicarse con 
nosotros y les deseamos lo mejor en su empeño por impartir el reto y la emo- 
ción de aprender análisis real y matemática “real”. Esperamos que encuentren esta 
nueva edición aún más provechosa que las anteriores. 


Ypsilanti y Urbana Robert G. Bartle 
Donald R. Sherbert 
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En este capítulo inicial se presentan los conocimientos previos necesarios para el 
estudio del análisis real. La sección 1.1 consiste en un breve repaso de las opera- 
ciones con conjuntos y de funciones, dos herramientas vitales para las matemá- 
ticas en general. En ella se establece la notación y se enuncian las definiciones y 
las propiedades básicas que se usarán a lo largo del libro. El término “conjunto” 
se considera sinónimo de “clase”, “colección” y “familia”, pero estos términos 
no se definen ni se presenta una lista de axiomas para la teoría de conjuntos. Este 
enfoque pragmático, al que suele hacerse referencia como teoría básica de con- 
juntos, resulta bastante adecuado para trabajar con conjuntos en el contexto del 
análisis real. 

La sección 1.2 se ocupa de un método especial de demostración llamado 
inducción matemática. Se relaciona con las propiedades básicas del sistema de los 
números naturales y, aunque se encuentra restringido a la demostración de propo- 
siciones de tipos particulares, es importante y su aplicación es frecuente. En el 
apéndice A se incluye una discusión informal de los diferentes tipos de demostra- 
ciones que se usan en matemáticas, como el contrapositivo y las demostraciones 
por reducción al absurdo. 

En la sección 1.3 se aplican algunas de las herramientas presentadas en las dos 
primeras secciones de este capítulo a fin de analizar lo que significa que un con- 
junto sea finito o infinito. Se presentan definiciones precisas y se deducen algunas 
consecuencias básicas de estas definiciones. Se establece asimismo el importante 
resultado de que el conjunto de los números racionales es contablemente infinito. 

Además de introducir los conceptos básicos y de establecer la notación y la 
terminología, este capítulo también proporciona al lector cierta experiencia inicial 
para trabajar con definiciones precisas y hacer demostraciones. El estudio atento 
del análisis real implica de manera inevitable la lectura y construcción de demos- 
traciones, habilidades que, como cualquier otra, es necesario practicar. El presen- 
te capítulo es un punto de partida. 


Para el lector: En esta sección se presenta un breve repaso de la terminología y 
la notación que se usará en el libro. Se sugiere una lectura rápida y volver a ella 


más tarde cuando necesite recordar el significado de un término o símbolo. 
1 
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Si un elemento x está en un conjunto A, se escribe 
xe A 


y se dice que x es miembro de A, o que x pertenece a 4. Six no está en 4, se 
escribe ` 


xe A. 


Si todos los elementos del conjunto A pertenecen también al conjunto B, se dice 
que Á es un subconjunto de B y se escribe 


ACB o BDA. 


Se dice que un conjunto A es un subconjunto propio de un conjunto B si 4 C B, 
pero hay al menos un elemento de B que no está en A. En este caso, en ocasiones 
se escribe 


ACB. 


1.1.1 Definición Se dice que dos conjuntos 4 y B son iguales, y se escribe 
A = B, si contienen los mismos elementos. 


Así, para demostrar que los conjuntos 4 y B son iguales, debe probarse que 
ACB y BCAA. 


Por lo general, un conjunto puede definirse ya sea enlistando sus elementos 
explícitamente o especificando una propiedad que determine los elementos del 
conjunto. Si P denota una propiedad que tenga sentido y no sea ambigua para los 
elementos de un conjunto S, entonces se escribe 


{xe S: PQ) 


para el conjunto de todos los elementos x en $ para los cuales se cumple la pro- 
piedad P. Si el conjunto S se sobreentiende por el contexto, entonces con frecuen- 
cia se omite esta notación. 

A lo largo de este libro se usan varios conjuntos particulares que se denotan 
por simbolos convencionales, como se indica a continuación. (Se usará el simbo- 
lo := para significar que el símbolo de la izquierda se define por el símbolo de la 
derecha.) 


e El conjunto de los números naturales N := (1, 2, 3, =+}, 

+ El conjunto de los enteros Z := (0, 1, —1, 2, -2, c}, 

+ El conjunto de los números racionales Q :=(m/n:m,ne Zynx3%0), 
e El conjunto de los números reales R. 


El conjunto R de los números reales es de importancia fundamental aquí y se 
examina en detalle en el capítulo 2. 
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1.1.2 Ejemplos a) El conjunto 
{xe N:x2-3x+2=0) 


consiste en los números naturales que satisfacen la ecuación enunciada. Puesto 
que las únicas soluciones de esta ecuación cuadrática son x= 1 y x= 2, este con- 
junto puede denotarse de manera más simple por {1, 2). 


b) Un número natural n es par si tiene la forma n = 2k para alguna k e N. El con- 
junto de los números naturales pares puede escribirse 


(2k: ke N}, 


que es una expresión menos engorrosa que {n e N: n = 2k, ke N}. Del mismo 
modo, el conjunto de los números naturales impares puede escribirse 


(2k-1:ke N}. 


Operaciones con conjuntos 


Se definen ahora los métodos para obtener conjuntos nuevos a partir de conjuntos 
dados. Adviértase que estas operaciones con conjuntos se basan en el significado 


de las palabras “o”, “y” y “no”. Para la unión, es importante tener presente el 


hecho de que la palabra “o” se usa en el sentido inclusivo, lo cual deja abierta la 
posibilidad de que x pertenezca a ambos conjuntos. En la terminología jurídica, 
este sentido inclusivo se indica en ocasiones por “y/o”. 


1.1.3 Definición a) La unión de los conjuntos Á y B es el conjunto 
AUB:=1x:xe 4o0xe€ B}. 

b) La intersección de los conjuntos A y B es el conjunto 
ANB:=Ííx:xe Ayxe B}. 

c) El complemento de B con respecto a 4 es el conjunto 


A\B:={x:xe Ayxeé B}. 


Œ 


AnB A 


Figura 1.1.1 a) AUB b) ANB Cc) AMB 
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El conjunto que no tiene elementos se llama conjunto vacio y se denota por 
el símbolo 0. Se dice que dos conjuntos 4 y B son disjuntos si no tienen elemen- 
tos en común, lo cual puede expresarse escribiendo 4 N B = 4. 

A fin de ilustrar el método empleado para demostrar igualdades de conjuntos, 
se establece enseguida una de las leyes de DeMorgan para tres conjuntos. La 
demostración de la otra ley se deja como ejercicio. 


1.1.4 Teorema Si A, B y € son conjuntos, entonces 


a) AMBUC)=(1B)N (MO), 
b) AMBN ©) = (4B) U (ANC). 


Demostración. Para demostrar el inciso a), se probará que todo elemento de 
AMB U ©) está contenido tanto en (4\B) como en (4\C), y reciprocamente. 

Si x está en AMB U C), entonces x está en Æ pero no está en B U C. Por tanto, 
x está en 4, pero no está en B ni en C. En consecuencia, x está en Á pero no en B, 
y x está en A pero no en C. Por tanto, x e AB y x € AM, con lo cual se demues- 
tra que x e (A\B) N (A0). 

Recíprocamente, si x e (A\B) N (AC), entonces x e (AB) y x e (41C). En con- 
secuencia, x € Á, y ambos x ¢ B y x € C. Por lo tanto, x e A y x € (B U C), de 
donde x e AMB U C). 

Puesto que los conjuntos (41B) N (41C) y AMB U C) contienen los mismos ele- 
mentos, son iguales por la definición 1.1.1. Q.E.D. 


Hay ocasiones en que es conveniente formar uniones e intersecciones de más de 
dos conjuntos. Para una colección finita de conjuntos {44, A2, * * *, 4,), su unión es 
el conjunto 4 que consta de todos los elementos que pertenecen a al menos uno de los 
conjuntos Á, y su intersección consta de todos los elementos que pertenecen a 
todos los conjuntos Az. 

Lo anterior se hace extensivo a una colección infinita de conjuntos (41, 47, >, 
Am * * *j como sigue. Su unión es el conjunto de los elementos que pertenecen a al 
menos uno de los conjuntos A,,. En este caso se escribe 


Us xix € A, para alguna n eN]. 
n=l 


Del mismo modo, su intersección es el conjunto de los elementos que pertenecen 
a todos los conjuntos 4,„. En este caso se escribe 


00 


a =[x:x € Ay para alguna n eN). 


n=1 


Productos cartesianos 


A fin de discutir las funciones, se define el producto cartesiano de dos con- 
juntos. 


dit 
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1.1.5 Definición  SiA y B son conjuntos no vacios, entonces el producto car- 
tesiano A x B de A y B es el conjunto de todos los pares ordenados (a, b} con 
ae Aybe B. Esto es, 


AxB:=((a,b):ae A, be Bj): 


Por tanto, si Á = {1, 2,3} y B = (1, 5}, entonces Æ x B es el conjunto cuyos 
elementos son los pares ordenados 


(1,1) 015 CD 05 (3,1) (3,5). 


El conjunto 4 x B puede representarse como el conjunto de los seis puntos del 
plano con las coordenadas que acaban de enumerarse. 

Es común trazar un diagrama (como el de la figura 1.1.2) para indicar el 
producto cartesiano de dos conjuntos 4 y B. Sin embargo, es necesario te~- 
ner presente que este diagrama puede ser una simplificación. Por ejemplo, si 
Ai=[xeR:1<€x<2)yB:=(ye R:0<y<102<y<3), entonces, en 
vez de un rectángulo, se tendría un trazo como el de la figura 1.1.3. 


1 2 


Figura 1.1.2 Figura 1.1.3 


Se discute ahora la noción fundamental de función o mapeo. 

Para el matemático de principios del siglo XIX, el término “función” significa- 
ba una fórmula definida, tal como f(x) := 1? + 3x — 5, que asocia a cada número 
real x otro número f(x). (Aquí, f(0) = -5, 1) =-—1, /(5) = 35.) Esta forma de 
entender una función excluía el caso de fórmulas diferentes en intervalos diferen- 
tes, por lo que las funciones no podían definirse “por partes”. 

A medida que se desarrollaron las matemáticas, llegó a ser claro que sería de 
utilidad una definición más general de “función”. También llegó a ser evidente la 
importancia de hacer una clara distinción entre la función en sí y los valores de 
la misma. Una definición revisada sería: 


Una función f de un conjunto A a un conjunto B es una regla de corres- 
pondencia que le asigna a cada x de 4 un elemento determinado de ma- 
nera única f(x) de B. 
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Pero sin importar lo sugerente que pueda resultar la definición propuesta, presen- 
ta la dificultad de interpretar la frase “regla de correspondencia”. A fin de clarifi- 
carla, la definición se expresa por completo en términos de conjuntos; de hecho, 
una función se definirá como su gráfica. Aun cuando tiene la desventaja de ser un 
tanto artificial, presenta la ventaja de no ser ambigua y de ser más clara. 


1.1.6 Definición Sean 4 y B conjuntos. Entonces una función de 4 a B es un 
conjunto f de pares ordenados en A X B tal que para cada a e A existe una be B 
única con (a, b) e f. (En otras palabras, si (a, b) e fy (a, b') € f, entonces b = b'.) 


Al conjunto A de los elementos que pueden figurar como primer componente 
de una función f se le llama dominio de f y suele denotarse como D(f). Al con- 
junto de todos los elementos de B que pueden figurar como segundo componente 
de f se le llama el codominio de f y suele denotarse por R( f). Obsérvese que, 
aunque D( f) = 4, sólo puede tenerse R( f) c B. (Véase la figura 1.1.4.) 


IN 
RE 


(a. 
a 
L A=D(f) l 


Figura 1.1.4 Una función como una gráfica. 


A la condición esencial de que: 
(a,b)ef y (a,b')ef implica que b=b' 


se le llama en ocasiones criterio de la recta vertical. En términos geométricos, 
establece que cualquier recta vertical x = a con a e A corta la gráfica de f exacta- 
mente una vez. 

La notación 


f:4>B 
suele usarse-para indicar que f es una función de A a B. Se dirá también que f es 


un mapeo de Á en B o que f mapea A en B. Si (a, b) es un elemento de f, se acos- 
tumbra escribir 


b=f(a) oen ocasiones a b. 


1.1 


Conjuntos y funciones 


Si b = f (a), con frecuencia se hace referencia a b como el valor de fen a, o como 
la imagen de a bajo f. 


Transformaciones y máquinas 


Además de usar gráficas, una función puede visualizarse como una transformación del 


conjunto D(f) = A en el conjunto R(f) c B. En esta perspectiva, cuando (a, b)e f... 


© fse concibe como si tomara el elemento a de A y lo “transformara” o “mapeara” en 


un elemento b = f(a) de R( f) c B. Es común dibujar un diagrama como el de la 
figura 1.1.5, aun cuando los conjuntos A y B no son subconjuntos del plano. 


b=fa) 
RO 


B 


Figura 1.1.5 Una función como una transformación. 


Hay otra manera de visualizar una función, a saber, como una máquina que 
acepta elementos de D( f) = A como entradas y produce los elementos correspon- 
dientes de R( f) c B como salidas. Si se toma un elemento x e D(f) y se alimen- 
ta en f, entonces se obtiene el valor correspondiente f(x). Si se alimenta un 
elemento diferente y e D(f) en f, entonces se obtiene f(y), que puede o no ser 
diferente de f(x). Si se intenta introducir en f algo que no pertenezca a D(f), se 
encontrará que no es aceptado, ya que f sólo puede operar con elementos que per- 
tenecen a D(f). (Véase la figura 1.1.6.) 


| 


| 


So 


Figura 1.1.6 Una función como una máquina. 


Capítulo 1 Preliminares 


Esta última visualización clarifica la diferencia entre f y f(x): la primera es la 
máquina en sí, la segunda es la salida producida por la máquina f cuando se ali- 
menta con x. Aun cuando seguramente nadie confundiría un molino de carne con 
la carne molida, tantas personas han confundido las funciones con sus valores que 
bien vale la pena hacer un modesto esfuerzo para distinguir entre ambos concep- 
tos por su notación. 


Imágenes directa e inversa mememe nn 


Sea f: A > B una función con dominio D(f) = A y codominio R( f) c B. 


1.1.7 Definición Si E es un subconjunto de A, entonces la imagen directa de 
E bajo f es el subconjunto f(E) de B dado por 


HE) = 1/0) :x € Ej. 


Si H es un subconjunto de B, entonces la imagen inversa de H bajo f es el sub- 
conjunto / 71H) de A dado por 


FU) = {xe A: f € H}. 
A 
Observación La notación f7|(H) usada en este contexto tiene sus desventajas. 
Sin embargo, se usará pues es la notación convencional. 


Así, si se tiene un conjunto E c A, entonces un punto y; e B está en la ima- 

-gen directa f(E) si y sólo si existe al menos un punto x; e E tal que y, =f(x;). Del 

mismo modo, dado un conjunto A c B, un punto x, está.en la imagen inversa 
F UB) si y sólo si y, := f(%2) está en H. (Véase la figura 1.1.7.) 


Figura 1.1.7 Imágenes directa e inversa. 


1.1.8 Ejemplos a) Sea que f: R — R esté definida por f(x) := x?. Entonces, la 
imagen directa del conjunto E := {x : 0 <x<2) es el conjunto f(E)=([y:0<y<4). 
Si G := [y : 0 <y < 4}, entonces el conjunto F7(G) = {x : —2 < x < 2} es la 
imagen inversa de G. Así, en este caso, se observa que FF (E)) + E. 
Por otra parte, se tiene f( £71((G)) = G. Pero si H := {y : —1 < y < 1}, entonces 
se obtiene (SUE) =(fy:0<y<1) + 5H. 
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Un trazo de la gráfica de f puede ayudar a visualizar estos conjuntos. 
b) Sea f:A => B y sean G y H subconjuntos de B. Se demostrará que 


S AGAMSES HONANS 0. 


En efecto, six e f HG N H), entonces f(x) e G N H, de donde fœ) e G 
y f(x) e H. Pero esto implica que x e f71(G) y que x e f 7H), de donde 
x e f HG) N fH). Por tanto, la implicación enunciada queda demostrada. 
[También se cumple la inclusión en el otro sentido, por lo que en realidad se ha 
establecido la igualdad entre ambos conjuntos; véase el ejercicio 13.] 


En los ejercicios se presentan otros hechos acerca de las imágenes directas e 
inversas. 


Tipos especiales de funciones 


En las definiciones siguientes se identifican algunos tipos de funciones que son muy 
importantes. 


1.1.9 Definición Seaf: 4 —> B una función de A a B. + 


a) Se dice que la función f es inyectiva (o uno a uno) si siempre que xi + X72, 
entonces f(x) +/(x>). Si fes una función inyectiva, se dice también que f es 
una inyección. 

b) Se dice que la función f es suprayectiva (o que mapea 4 en B) si f(4) = B; es 
decir, si el codominio R( f ) = B. Si fes una función suprayectiva, se dice tam- 
bién que f es una suprayección. 

c) Sifes tanto inyectiva como suprayectiva, entonces se dice que f es biyectiva. 
Si fes biyectiva, se dice también que f es una biyección. 


> A fin de demostrar que una función f es inyectiva, debe establecerse que: 
para toda x4, xz en 4, si f(x,) =(x2), entonces xı = x2. 
` Para ello, se supone que f(c,) = f(x2) y se demuestra que x; = xz. 
[En otras palabras, la gráfica de f satisface el primer criterio de la recta hori- 
zontal: cualquier recta horizontal y = b con b e B corta la gráfica de f en a lo 


sumo un punto.] 


e Para demostrar que una función f es suprayectiva, debe probarse que para cual- 
quier b e B existe al menos una x e A tal que f(x) = b. 


[En otras palabras, la gráfica de f satisface el segundo criterio de la recta hori- 
zontal: cualquier recta horizontal y = b con b e B corta la gráfica de f en al 
menos un punto.] 
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1.1.10 Ejemplo Sea := {xe R:x#1}y se define f(x) := 2x/(x— 1) para toda 
x € A. Para demostrar que f es inyectiva, se toman x, y x, en Á y se supone que 
fc) =/(,). Se tiene, por tanto, 


2x1 2x3 
X] -1 er 


lo que implica que x(x — 1) = x2(x7 — 1), de donde x, = x7. Por consiguiente, f es 
inyectiva. 

Para determinar el codominio de f, se resuelve la ecuación y = 2x/(x — 1) para 
x en términos de y. Se obtiene x = y/(y — 2), que es válida para y + 2. Así, el codo- 
minio de f es el conjunto B := [y e R : y % 2). Por tanto, f es una biyección de 
A sobre B. 


Funciones inversas 


Si f es una función de A a B, entonces f es un subconjunto especial de 4 x B (a 
saber, uno que cumple con el criterio de la recta vertical). El conjunto de pares or- 
denados en B x 4 que se obtienen al intercambiar los miembros de los pares orde- 
nados en f por lo general no es una función. (Es decir, el conjunto f puede no 
cumplir con los dos criterios de la recta horizontal a la vez.) Sin embargo, si f es 
una biyección, entonces este intercambio lleva a una función, llamada la “función 
inversa” de f. 


1.1.11 Definición Sif: — B es una biyección de A sobre B, entonces 
g=4(b,a)e BxA:(a,b)je f) 
es una función de B en 4. A esta función se le llama la función inversa de f y se 


denota por f7?. A la función f 7! también se le llama la inversa de f. 
La relación entre f y su inversa f 7! también puede expresarse advirtiendo que 


D(f)=R(f y RS) = DST) y que 
b=fía) siysólosi a=f7!(b). 


Por ejemplo, en el ejemplo 1.1.10 se vio que la función 


o 


x-1 
es una biyección de 4 := {x € R :x% 1) sobre el conjunto B := [ye R:yx2). 
La función inversa de festá dada por 


Flat para yeB. 
y-2 


1. 


1 
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Observación En la definición 1.1.7 se introdujo la notación fH). Tiene sen- 
tido incluso si f no tiene una función inversa. Sin embargo, si la función inversa 
f! existe, entonces f 71H) es la imagen directa del conjunto H c B bajo f~}. 


Composición de funciones E E cai MERRE 


Es frecuente la necesidad de hacer la “composición” de dos funciones f, g encon- 
trando primero f(x) y aplicando después g para obtener g( f(x); sin embargo, esto 
sólo es posible cuando f(x) pertenece al dominio de g. A fin de poder hacer 


“esto para toda f(x), debe suponerse que el codominio de f está contenido en el 


dominio de g. (Véase la figura 1.1.8.) 


B 
A C 
F cE 
IE IT 
gef 


Figura 1.1.8 La composición de f y g. 


1.1.12 Definición Sif:4>Byg:B>C,ysiR(f)< D(g) = B, entonces 
la función compuesta g o f (¡adviértase el orden!) es la función de Æ a C defini- 
da por 


(go f Xx) :=g(f()) para toda x € 4. 


1.1.13 Ejemplos a) Debe observarse con atención el orden de la composi- 
ción. En efecto, sean fy g las funciones cuyos valores para x e R están dados por 


JO) :=2x y  g0):=3x2-1. 


Puesto que Díg) = R y R( f) c R = D(g), entonces el dominio D(g o f) también 
es igual a R, y la función compuesta g o f está dada por 


(800) =3(2)*-1= 12x- 1. 
Por otra parte, el dominio de la función compuesta f o g también es R, pero 
C o Da) =2(3x? — 1) = 6x* - 2. 


Así, en este caso, se tiene go f+fo g. 
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b) Al considerar g o f, debe tenerse cuidado de verificar que el codominio de f 
esté contenido en el dominio de g. Por ejemplo, si 


fegi=l=x? y gla)i=Wx, 


entonces, ya que D(g) = {x : x = 0), la función compuesta g o festá dada por la 


fórmula 
(ge fXx)=V1-x? 


sólo para las x e D(f) que satisfacen f(x) > 0; es decir, para las x que satisfacen 
=1<x<l. 

Se observa que si se invierte el orden, entonces la composición fo g está dada 
por la fórmula 


(f ogx)=1-x, 
pero sólo para las x que están en el dominio D(g) = {x : x = 0}. z 


Se presenta ahora la relación entre las funciones compuestas y las imágenes 
inversas. La demostración se deja como un ejercicio ilustrativo. 


1.1.14 Teorema Sean f: A — By g: B — C funciones, y sea H un subconjun- 
to de C. Entonces se tiene 


(8 o APE =f (E). 


Adviértase la inversión en el orden de las funciones. 


Restricciones de funciones 
Si f: A —> B es una función ysi 41 C Á, puede definirse una función f : 41 > B por 
hŒ :=f&) para xed 


A la función f) se le llama la restricción de fa 4,. En ocasiones esto se denota 
porfi =f 14). 

Al lector podría parecerle extraño que alguien decidiera descartar una parte de 
una función, pero hay buenas razones para hacerlo. Por ejemplo, si f: R—> R es 
la función cuadrática: 


foO:=xY* para xeR, 


entonces f no es inyectiva, por lo que no puede tener una función inversa. Sin 
embargo, si f se restringe al conjunto 4, := {x : x = 0), entonces la restricción 
f|4; es una biyección de A, sobre A;. Por lo tanto, esta restricción tiene una fun- 
ción inversa, que es la función raíz cuadrada positiva. (Trace una gráfica.) 


1.1 
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Del mismo modo, las funciones trigonométricas S(x) := sen x y C(x) := cos x 


no son inyectivas en la totalidad de R. Sin embargo, al establecer las restricciones 
adecuadas de estas funciones pueden obtenerse las funciones seno inverso y cose- 
no inverso que sin lugar a dudas el lector habrá encontrado ya. 


Ejercicios de la sección 1.1 


10. 


. Si A y B son conjuntos, demostrar que 4 C B si y sólo si A N B = 4. 
. Demostrar la segunda ley de De Morgan [teorema 1.1.4b]. 


. Demostrar las leyes distributivas: 


a) AN(BUC)I=(ANB)JU(AN O), 
b) AU(BNC)=(4UBINAULUC). 


. La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el conjunto D de todos los ele- 


mentos que pertenecen ya sea a 4 o a B pero no a ambos. Representar D con un dia- 
grama. 


a) Demostrar que D = (418) U (BV4). 
b) Demostrar que D también está dado por D = (4 U BNA N B). 


. Para toda n e N, sea 4, = ((n+1)k:ke N} 


a) ¿Cuál es 41 N 43? 
b) Determinar los conjuntos | J{4, : ne N} y (A, : ne N). 


. Dibuje los diagramas en el plano del producto cartesiano 4 X B para los conjuntos 


Á y B dados. 


a) A=[(xEeR:1<x<203<x<4j)B=(xeR:x=10x=2). 
b) 4=(1,2,3)B=(xe R:1<x<3). 


. Sea A := B := {x € R: —1 < x < 1} y considerar el subconjunto C := ((x, y) :12+32=1) 


de A x B. ¿Este conjunto es una función? Explicar la respuesta. 


. Sea fœ) := 1/12, xx 0,x € R. 


a) Determinar la imagen directa f(E), donde E := {xe R:1<x<2). 


b) Determinar la imagen inversa F7U(G), donde G := {xe R:1<x<4). 


. Sean g(x) := x? y f(x) := x + 2 para x e R, y sea h la función compuesta h := g 0 f. 


a) Encontrar la imagen directa A(E) de E := {xe R:0<x<1). 
b) Encontrar la imagen inversa h 1(G) de G := {xe R:0<x<4). 


Sea f(x) := x? para x e R y sean E := {xe R:-1<x<0)yF:=(xeR:0<x<1l). 
Hay que demostrar que EN F = {0} y f(E N F) = {0}, al tiempo que f(E) = fŒ) = 
{ye R:0<y< 1). Por consiguiente, f(E N F) es un subconjunto propio de fŒ) N f(E). 
¿Qué ocurre si se suprime el 0 de los conjuntos £ y F? 
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16. 
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18. 
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Sean f y E, F como en el ejercicio 10. Encontrar los conjuntos EF y EN) y 
demostrar que no es verdadero que f(E\ F) Cc JEAN). 


Demostrar que si f: A — B y E, F son subconjuntos de 4, entonces f(E U F} = 
EUA y FENF) ENE) OIE). 


Demostrar que si f: A > B y G, H son subconjuntos de B, entonces F (GU M= 
SOUSI yf ENA B= UG) NI). 


Demostrar que la función f definida por f(x) := x/Vx? + 1, x € R, es una biyección de 
R sobre (y :-1 <y < 1}. 


Para a, be R con a < b, encontrar una biyección explicita de 4 := {x : a < x < b} sobre 
B:={y:0<y<1}. 


Dar un ejemplo de dos funciones f, g de R a R tales que f+ g, pero tales que fo g =g of: 


a) Demostrar que si f : A > B es inyectiva y E c A, entonces FU f (E)) = E. Dar un 
ejemplo que muestre que la igualdad no se cumple necesariamente si f no es in- 
yectiva. 


b) Demostrar que si f: A > B es suprayectiva y H c B, entonces f ( f7! (H)) = H. Dar 
un ejemplo que muestre que la igualdad no se cumple necesariamente si f'no es su- 
prayectiva. 


a) Suponer que fes una inyección. Demostrar que f7! o f(x) = x para toda x € D(f) 
y que fo fiO) = y para toda y e R( f). 

b) Si f es una biyección de A sobre B, demostrar que f7! es una biyección de B 
sobre Á. 


Demostrar que si f : A > B es biyectiva y g : B > C es biyectiva, entonces g o f es un 
mapeo biyectivo de A sobre C. 


Sean f: 4>B y g : B > C funciones. 


a) Demostrar que si g o fes inyectiva, entonces fes inyectiva. 


b) Demostrar que si g o fes suprayectiva, entonces g es suprayectiva. 
Demostrar el teorema 1.1.14. 


Sean f, g funciones tales que (g o f(x) = x para toda xe D(f} y (f o 8) = y para 
toda y e D(g). Demostrar que g = f7!. 


La inducción matemática es un poderoso método de demostración que se usa con 
frecuencia para establecer la validez de proposiciones que se expresan en térmi- 
nos de números naturales. Aun cuando su utilidad se encuentra restringida a este 
contexto bastante especial, la inducción matemática es una herramienta indispen- 


1.2 


Inducción matemática 
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sable en todas las ramas de las matemáticas. Puesto que muchas demostraciones 
por inducción siguen las mismas líneas formales de argumentación, con frecuen- 
ciá sólo se indicará que un resultado se sigue por inducción matemática, dejando 
que sea el lector quien aporte los detalles necesarios. En esta sección se enuncia- 
rá el principio de inducción matemática y se ofrecerán varios ejemplos para ilus- 
trar la manera en que se llevan a cabo las demostraciones por inducción. 

Se dará por sentado que el lector se encuentra familiarizado con el conjunto de 


los números naturales: 


Ni=41,2,3,00=E 


con las operaciones aritméticas básicas de adición y multiplicación y el significa- 
do de que un número natural sea menor que otro. Se supondrá, asimismo, la si- 
guiente propiedad fundamental de N. 


1.2.1 La propiedad del buen orden de N Todo subconjunto no vacio de N tie- 
ne un elemento menor. 


Una enunciación más detallada de esta propiedad es la siguiente: si $ es un 
subconjunto de N y si S + 0, entonces existe m e S tal que m < k para toda ke S. 

Con base en la propiedad del buen orden, se derivará una versión del principio 
de inducción matemática expresado en términos de subconjuntos de N. 


1.2.2 Principio de inducción matemática Sea S un subconjunto de N que ten- 
ga las dos propiedades: 


1) El número 1 € S. 
2) Para todak e N,sike S, entonces k+1 € S. 


Entonces se tiene S = N. 


Demostración. —Suponer por el contrario que S + N. Entonces el conjunto NAS 
es no vacío y en consecuencia, por la propiedad del buen orden, contiene un ele- 
mento menor m. Puesto que 1 e $ por la hipótesis 1), se sabe que m > 1. Pero esto 
implica que m — 1 también es un número natural. Puesto que m — 1 < m y m es el 
elemento menor en N tal que m £ S, se concluye que m — 1 € S. 

Se aplica ahora la hipótesis 2) al elemento k := m — 1 de S, para inferir que 
k+1=(m- 1)+ 1 =m pertenece a S. Pero esta afirmación contradice el hecho de 
que m ¢ $. Puesto que m se obtuvo a partir del supuesto de que NS es no vacío, 
se ha llegado a una contradicción. Por lo tanto, se ha demostrado que S=N. Q.E.D. 


El principio de inducción matemática suele exponerse en el contexto de pro- 
piedades o proposiciones relativas a números naturales. Si P(n) es una proposición 
plausible acerca de n e N, entonces P(n) puede ser verdadera para algunos valo- 
res de n y falsa para otros. Por ejemplo, si P¡(n) es la proposición: “n? = n”, enton- 
ces P¡(1) es verdadera, en tanto que P,(n) es falsa para toda n > 1, n e N. Por otra 
parte, si Pa(n) es la proposición: “n? > 1”, entonces Pa(1) es falsa, en tanto que 
P,(n) es verdadera para toda n > 1, n e N. 
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En este contexto, el principio de inducción matemática puede formularse de la 
manera siguiente. 


Para cada n e N, sea P(n) una proposición acerca de n. Suponer que: 


1°) P(1) es verdadera. 
2') Para cualquier k e N, si P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) es verdadera. - 


Entonces P(n) es verdadera para toda n e N. 


La vinculación con la versión precedente de la inducción matemática, dada en 
1.2.2, se consigue haciendo S := {n € N : P(n) es verdadera}. Entonces las coridi- 
ciones 1) y 2) de 1.2.2 corresponden exactamente con las condiciones 1”) y 2”), res- 
pectivamente. La conclusión de que S = N en 1.2.2 corresponde con la conclusión - 
de que P(n) es verdadera para toda n e N. 

Al supuesto “si P(k) es verdadera” de 2”) se le llama la hipótesis de induc- 
ción. Al establecer 2”), no nos preocupamos por la veracidad o la falsedad de 
P(k), sino sólo por la validez de la implicación “si P(k), entonces P(k + 1)”. Por 
ejemplo, si se consideran las proposiciones P(n): “n =n + 5”, entonces 2’) es lógi- 
camente correcta, ya que simplemente puede sumarse 1 en ambos miembros de 
P(k) para obtener P(k + 1). Sin embargo, dado que la proposición P(1): “1 =6” es 
falsa, no es posible usar la inducción matemática para concluir que n = n + 5 para 
toda n e N. 

Puede ocurrir que las proposiciones P(n) sean falsas para ciertos números 
naturales pero después sean verdaderas para toda n > ny para una ny particular. Es 
posible modificar el principio de inducción matemática para tratar esta situación. 
Se formulará el principio modificado, pero su verificación se deja como ejercicio. 
(Véase el ejercicio 12.) 


1.2.3 Principio de inducción matemática (segunda versión) Sea ny e N y 
sea P(n) una proposición para cada número natural n = no. Suponer que: 


1) La proposición P(ny) es verdadera. 
2) Para toda k = ny, el hecho de que P(k) sea verdadera implica que P(k + 1) 
es verdadera. : 


Entonces P(n) es verdadera para toda n = np. 


En ocasiones al número no de 1) se le llama la base, ya que sirve como punto 
de partida, y a la implicación de 2), que puede escribirse P(k) => P(k + 1), se le 
llama el puente, ya que relaciona el caso k con el caso k + 1. 

Los ejemplos siguientes ilustran la forma en que se aplica el principio de in- 
ducción matemática para demostrar afirmaciones acerca de números naturales. 


1.2.4 Ejemplos a) Para cada n e N, la suma de los n primeros números natu- 
rales está dada por 


142+++n=>n(n+1). 


a O 
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Para demostrar esta fórmula, sea S el conjunto de todas las n € N para las cua- 
les la fórmula es verdadera. Debe verificarse que se satisfacen las condiciones: 1) 
y 2) de 1.2.2. Si n = 1, entonces se tiene 1 = 2 -1-(1+1), de modo que 1 e $ y se 


` satisface 1). Después se supone que ke Sy a partir de este supuesto se quiere infe- 


rir que k+ 1 € S. De hecho, si k e S, entonces 
1+2+ +k =1k(k+1). 
Si se suma k + 1 a ambos miembros de la igualdad supuesta, se obtiene 


42 o + (+1) =D (+ 1)+(+1) 
=4(k+1)\(k +2). 


Puesto que ésta es la fórmula enunciada para n = k + 1, se concluye que k+ 1 e $. 
Por lo tanto, se satisface la condición 2) de 1.2.2. Por consiguiente, por el principio 
de inducción matemática se infiere que S = N, de donde la fórmula es válida para 
toda ne N. 


b) Para cada n e N, la suma de los cuadrados de los n primeros números natura- 
les está dada por la fórmula 


12.422 402 =En(n+12n+1). 


Para establecer esta fórmula, se observa que es verdadera para n = 1, ya que 
12=2 -1-2-3. Si se supone que es verdadera para k, entonces al sumar 


(k + 1)? en ambos miembros de la fórmula supuesta, se obtiene 
12 422 4+.+%2 +(k+1)2 = k(k+1)(2k+1)+(k +1)? 


=1(k+1)(2k? +k+6k+6) 


E(k +1(k+2)(2k +3). 


Por consiguiente, la fórmula es válida para toda n e N. 


e) Dados dos números reales a y b, se demostrará que a — b es un factor de 
a” — b” para toda n € N. 

Se observa primero que la proposición es evidentemente verdadera para n = 1. 
Si se supone ahora que a — b es un factor de a* — b%*, entonces 


akt! en pr+l = akt! 7 abk + abk= p+! 
=a(a — be) + bř(a — b). 


Por la hipótesis de inducción, a — b es un factor de a(a* — b*) y es claramente un fac- 
tor de bk(a — b). Por lo tanto, a — b es un factor de ak +! — ¿*+1, y por el principio 
de inducción matemática se sigue que a — b es un factor de a” — b” para toda n € N. 
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A. partir de este hecho es posible deducir varios resultados de divisibilidad. Por 
ejemplo, ya que 11 — 7 = 4, se observa que 11” — 7” es divisible entre 4 para toda 
ne ÑN. 


d) La desigualdad 2” > 27 + 1 es falsa para n = 1, 2, pero es verdadera para n =3. 
Si se supone que 2% > 2k + 1, entonces, al multiplicar por 2 se obtiene, cuando 
2k +2 > 3, la desigualdad k 


241 > 2(2k+ 1) =4k + 2=2k+(2k+ 2) >2k+3=2(k+ 1) +1. 


Puesto que 2k + 2 > 3 para toda k > 1, el puente es válido para toda k > 1 (aun 
cuando la proposición es falsa para k= 1, 2). En consecuencia, se aplica el princi- 
pio de inducción matemática, con la base ny = 3, para concluir que la desigualdad 
es válida para toda n > 3. 


e) La desigualdad 2” < (n + 1)! puede establecerse por inducción matemática. 
Se observa primero que es verdadera para n = 1, ya que 21 =2 = 1 + 1. Si se 
supone que 2* < (k + 1)!, del hecho de que 2 < k + 2 se sigue que 


241 =2 -2< 2(k + 1)! < (k+ 2)(k+ 1)! =(k+2)!. 7 


Así, si la desigualdad se cumple para k, entonces también se cumple para k + 1. 
Por lo tanto, el principio de inducción matemática implica que la desigualdad es 
verdadera para toda n e N. 


Ð SireR,r*+lyneN, entonces 


]—= p” 
l+r+r? totr” = —. 
l-r 


Esta fórmula corresponde a la suma de los términos de una “progresión geo- 
métrica”. Puede establecerse empleando inducción matemática de la manera si- 
guiente. Primero, si n = 1, entonces 1 + r = (1 — r?)/(1 — r). Si se supone que la 
proposición es verdadera para n = k y se suma el término rk+1 en ambos miem- 
bros de la igualdad, se obtiene (después de un poco de álgebra) 


—yk+l — pk+2 
l+r4pk POOE TEE, i p ai dE ; 
ER l-r 


que es la fórmula para n = k + 1. Por lo tanto, el principio de inducción matemá- 
tica implica la validez de la fórmula para toda n € N. 

[Este resultado también puede demostrarse sin emplear la inducción matemá- 
tica. Si se hace s, := 1 +r +r? +>: +r”, entonces rs, =r+r2+-:--++49+1, 
de donde 
n+1 , 


(1 = P)Sp = Sp 15p=1=r 


Si esta expresión se divide entre 1 — r, se obtiene la fórmula original.] 


— i2 
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g) La aplicación a la ligera del principio de inducción matemática puede llevar a 
conclusiones a todas luces absurdas. Se invita al lector a encontrar el error en la 


“demostración” de la siguiente afirmación. 


Afirmación: Sine N y sines el máximo de los números naturales p y q, enton- 
ces p=q. 


“Demostración”. Sea S el subconjunto de N para el que la afirmación es verda- 


- dera. Evidentemente, 1 e S ya que si p, q e N y si su máximo es 1, entonces 


ambos son iguales a 1 y p = q. Se supone ahora que k e $ y que el máximo de 
py q es k+ 1. Entonces el máximo de p — 1 y q— 1 es k. Pero como k € S, enton- 
ces p—1=q- 1, y por lo tanto p = q. Así, k+ 1 € S y se concluye que la afirma- 
ción es verdadera para toda n e N. 


h) Hay proposiciones que son verdaderas para muchos números naturales, pero 
que no lo son para todos. 

Por ejemplo, la fórmula p(n) := n? — n + 41 da un número primo para n = 1, 
2, - - -, 40. Sin embargo, es evidente que p(41) es divisible entre 41, por lo que no 
es un número primo. 


En ocasiones otra versión del principio de inducción matemática resulta de 
suma utilidad. Se le llama el “principio de inducción fuerte”, aun cuando en rea- 
lidad es equivalente a 1.2.2. 


1.2.5 Principio de inducción fuerte Sea S un subconjunto de N tal que 


1) les. . 
2”) Para todak € N, si {1, 2,- , k} TS, entonces k+1 € S. 


Entonces S = N. 


Se le deja al lector establecer la equivalencia de 1.2.2 y 1.2.5. 


Ejercicios de la sección 1.2 
1. Demostrar que 1/1 -2 + 1/2: 3 +--+ 1/n(n+ 1)=n/(n + 1) para toda n e N. 
2. Demostrar que 13 +23 +- +m? = [$ n(n + 1)Y? para toda n e N. 
3. Demostrar que 3 +11 +: --+(8n—5)=4n? -n para toda n e N. 
4. Demostrar que 12 +3? + +- + (2n — 1) = (41 — 1)/3 para toda n e N. 
5. Demostrar que 1? - 22 +32 +- <- + (1) t In? = (1) + ln(n + 1)/2 para toda n e N. 
6. Demostrar que n? + 5n es divisible entre 6 para toda n e N. 


7. Demostrar que 52” — 1 es divisible entre 8 para toda n e N. 
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8. Demostrar que 5” — 4n — 1 es divisible entre 16 para toda n e N. 


A 9. Demostrar que n? + (n + 1} + (n + 2X es divisible entre 9 para toda n € N. 


10. Conjeturar una fórmula para la suma 1/1 :3+13 :5+:-:+ 1/Qn — DGn +1) y 
demostrar la conjetura por inducción matemática. 


11. Conjeturar una fórmula para la suma de los n primeros números naturales impares 
1+3+---+(2n- 1) y demostrar la conjetura por inducción matemática. 


12. Demostrar el principio de inducción matemática 1.2.3 (segunda versión). 

13. Demostrar que n < 2” para toda n e N. 

14. Demostrar que 2” < n! para toda n 2 4, n € N. 

15. Demostrar que 27 — 3 < 2” ~? para toda n 2 5, n e N. 

16. Encontrar todos los números naturales n tales que n? < 2”. Demostrar el resultado. 


17. Encontrar el número natural más grande m tal que n? — n sea divisible entre m para toda 
n e N. Demostrar el resultado. 


18. Demostrar que UVT+ 1/V2 + + 1/4n> Vn para toda n € N. 


19. Sea S un subconjunto de N tal que a) 2k e Spara toda ke N, y b)sike Syk22, 
entonces k— 1 e S. Demostrar que S = N. 


20. Sea que los números x, estén definidos: xı := 1, x3 :=2 Y Xp+2 '= Fansat Xy) para 
toda n e N. Usar el principio de inducción fuerte (1.2.5) para demostrar que 1<x, <2 
para toda n € N. 


SECCIÓN 1.3 Conjuntos finitos e infinitos 
Cuando contamos los elementos de un conjunto, decimos “uno, dos, tres,...”, 
deteniéndonos cuando los elementos del conjunto se han agotado. Desde una pers- 
pectiva matemática, lo que hacemos es definir un mapeo biyectivo entre el conjun- 
to y una parte del conjunto de los números naturales. Si el conjunto es tal que el 
conteo no termina, como el propio conjunto de los números naturales, entonces 
el conjunto se describe como infinito. 

Las nociones de “finito” e “infinito” son de marcado carácter axiomático y es 
muy probable que el lector nunca las haya examinado con mucha atención. En esta 
sección se presenta la definición precisa de estos términos y se establecen algunos 
resultados básicos y se enuncian otros resultados importantes que parecen obvios, 
pero cuyas demostraciones requieren ingenio. Estas demostraciones se encuentran 
en el apéndice B y pueden leerse posteriormente. 
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1.3.1 Definición a) Se dice que el conjunto vacio Ú tiene 0 elementos. 

b) Sine N, se dice que un conjunto $ tiene n elementos si existe una biyección 
del conjunto N, := (1, 2, + + >, n} sobre S. 

c) Se dice que un conjunto S es finito si es el conjunto vacío o tiene n elementos 
para alguna n e N. ; 

d) Se dice que un conjunto S es infinito si no es finito. 


Puesto que la inversa de una biyección es una biyección, es sencillo ver que un 

- conjunto S tiene n elementos si y sólo si existe una biyección de S sobre el con- 

junto (1, 2, <+ +, n}. Asimismo, ya que la composición de dos biyecciones es una 

biyección, se observa que un conjunto 5, tiene n elementos si y sólo si existe 

una biyección de S} sobre otro conjunto S, que tiene n elementos. Además, un 

conjunto T} es finito si y sólo si existe una biyección de T} sobre otro conjunto T. > 
que es finito. 

Ahora es necesario establecer algunas propiedades básicas de los conjun- 
tos finitos a fin de asegurarse de que las definiciones no lleven a conclusiones 
que entren en conflicto con la experiencia de contar. A partir de las definicio- 
nes, no es del todo claro que un conjunto finito no pueda tener n elementos para 
más de un solo valor de n. También existiría la posibilidad de que el conjunto 
N := (1, 2, 3, -< +} sea un conjunto finito de acuerdo con esta definición. El lec- 
tor se sentirá aliviado de que estas posibilidades no existen, como se establece en 
los dos teoremas siguientes. Las demostraciones de estas afirmaciones, que usan 
las propiedades fundamentales de N descritas en la sección 1.2, se presentan en el 
apéndice B. 


1.3.2 Teorema de unicidad Si S es un conjunto finito, entonces el número de 
elementos en S es un número único en N. 


1.3.3 Teorema El conjunto N de los números naturales es un conjunto infinito. 


El resultado siguiente presenta algunas propiedades elementales de los con- 
juntos finitos e infinitos. 


1.3.4 Teorema a) SiA es un conjunto con m elementos y B es un conjunto con 
n elementos y si A N B =0, entonces A U B tiene m + n elementos. 

b) Si A es un conjunto con m.e N elementos y C G A es un conjunto con 1 ele- 
mento, entonces A\C es un conjunto con m — 1 elementos. 

e) Si C es un conjunto infinito y B es un conjunto finito, entonces CNB es un con- 
junto infinito. 


Demostración. a) Sea f una biyección de N,,, sobre A y sea g una biyección de 
N, sobre B. Se define A en Np +n por AG) =D para ¡=1,-+*>,my AÒ := gG- m) 
para i =m +1, +: +, m +n. Se deja como ejercicio demostrar que A es una biyec- 
ción de Npn sobre 4 U B. 

Las demostraciones de los incisos b) y c) se le dejan al lector (véase el ejerci- 
cio 2). Q.E.D. 
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Puede parecer “obvio” que un subconjunto de un conjunto finito también es 
finito, pero la afirmación debe deducirse de las definiciones. Este hecho y la pro- 
y 
posición correspondiente para conjuntos infinitos se establecen a continuación. 


1.3.5 Teorema Suponer que S y T son conjuntos y que T cS. 


a) SiS es un conjunto finito, entonces T es un conjunto finito. 
b) SiT es un conjunto infinito, entonces S es un conjunto infinito. 


Demostración. a) Si T= Q, se sabe ya que T es un conjunto finito, Por tanto, 
puede suponerse que T + Ø. La demostración se hace por inducción en el número 
de elementos de S. 

l l Si S tiene 1 elemento, entonces el único subconjunto no vacío T de S debe 
a coincidir con S, de donde T es un conjunto finito. 

Se supone que todo subconjunto no vacio de un conjunto con k elementos es fini- 
to. Ahora, sea S un conjunto que tiene + 1 elementos (por lo que existe una biyec- 
ción f de Ny. sobre S), y sea TS. Si f(k+ 1) € T, entonces T puede considerarse 
un subconjunto de $4 := S\{ f(k + 1)}, el cual tiene k elementos por el teorema 1.3.4b, 
Por consiguiente, por la hipótesis de inducción, T es un conjunto finito. 

Por otra parte, si f(k +1) e T, entonces 7, := TH/(k + 1)} es un subconjunto 
de S4. Puesto que $ tiene k elementos, la hipótesis de inducción implica que T} es 
un conjunto finito. Pero esto implica, a su vez, que T= T} U {f(k + 1)) también 
es un conjunto finito. 

b) Esta afirmación es el contrapositivo de la afirmación en a). (Véase el apéndi- 
ce Á para una discusión del contrapositivo.) Q.E.D. 
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Se introduce ahora un importante tipo de conjuntos infinitos. 


1.3.6 Definición a) Se dice que un conjunto § es enumerable (o contable- 
mente infinito) si existe una biyección de N sobre $. 

b) Se dice que un conjunto S es contable si es finito o enumerable. 

e) Se dice que un conjunto S es incontable si no es contable. 


A partir de las propiedades de las biyecciones, es claro que $ es enumerable si 
y sólo si existe una biyección de S sobre N. Asimismo, un conjunto S} es enume- 
rable si y sólo si existe una biyección de S} sobre un conjunto $, que es enumera- 
ble. Además, un conjunto T} es contable si y sólo si existe una biyección de T} 
sobre un conjunto T, que es contable. Por último, un conjunto contable infinito es 
enumerable. l 


1.3.7 Ejemplos a) El conjunto £ := {2n : n e N} de los números naturales 
` pares es enumerable, ya que el mapeo de f: N —> E definido por f(n) := 2n para 
n € N, es una biyección de N sobre E. 
Del mismo modo, el conjunto O := {2n — 1 : n e N} de los números naturales 
impares es enumerable. 
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b) El conjunto Z de todos los enteros es enumerable. 

. Para construir una biyección de N sobre Z, se mapea 1 en 0, se mapea el con- 
junto de. los números naturales pares en el conjunto N de los enteros positivos y se 
imapea el conjunto de los números naturales impares en los enteros negativos. 
Este mapeo puede representarse por la enumeración: l 


Z= {0, 1, —1, 2, -2, 3, 3, }. 


e) La unión de dos conjuntos enumerables disjuntos es enumerable. 
De hecho, si A = (aj, a2, a43, `° y B = {bi, b2, b3, © * °}, los elementos de 
A U B pueden enumerarse como: 


a1, bi, aa, bə, a3, bz, ADS 
1.3.8 Teorema El conjunto N x N es enumerable. 


Demostración informal. Recuerde que N x N consiste en todos los pares orde- 
nados (m, n), donde m, n e N. Estos pares pueden enumerarse como: 


CE 1), (1, 2), Q, 1), (1, 3), (Q, 2), (3, D, d; 4), ry 


de acuerdo con la suma creciente m + n y- con m creciente. (Véase la figura 1.3.1.) 
Q.E.D. 


La enumeración que acaba de describirse es un ejemplo de un “procedimien- 
to en diagonal”, ya que uno se mueve a lo largo de diagonales que contienen un 
número finito de términos, como se ilustra en la figura 1.3.1. Si bien este argumen- 
to es satisfactorio por cuanto muestra exactamente lo que la biyección N x N > 
N debe hacer, no es una “demostración formal”, ya que no define con precisión 
esta biyección. (Véase el apéndice B para una demostración más formal.) 


(1,1) 


Figura 1.3.1 El conjunto N x N. 


Como se ha hecho notar, la construcción de una biyección explícita entre con- 

. juntos con frecuencia resulta complicada. Los dos resultados siguientes son útiles 
para establecer el carácter contable de conjuntos, ya que no incluyen establecer que 
ciertos mapeos son biyecciones. El primer resultado puede parecer intuitivamente 
claro, pero su demostración, que se presenta en el apéndice B, es bastante técnica. 
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1.3.9 Teorema  Suponer que S y T son conjuntos y que T C S. 


a) SiS es un conjunto contable, entonces T es un conjunto contable. 
b) SiT es un conjunto incontable, entonces S es un conjunto incontable. 


1.3.10 Teorema Las proposiciones siguientes son equivalentes: 


a) Ses un conjunto contable. 
b) Existe una suprayección de N sobre S. 
c) Existe una inyección-de S sobre N. 


| 
Demostración. a) = b) Si S es finito, entonces existe una biyección h de 
algún conjunto N, sobre S y se define H en N por 


Hays P para k=1, n, 
h(n) para k>n. 

Entonces H es una suprayección de N sobre S. 

Si S es enumerable, entonces existe una biyección H de N sobre S, que es tam- 
bién una suprayección de N sobre S. 
b) =c) SiH es una suprayección de N sobre S, se define H, : S — N haciendo 
H,(s) el elemento menor en el conjunto H~! (s) := {n e N : H(n) = s}. Para ver 
que A, es una inyección de $ sobre N, se observa que si s, te Sy ny :=Hi(s) =H(0, 
entonces s = H(n,;) = t. 
c) =a) Si H, es una inyección de S sobre N, entonces es una biyección de 
S sobre H¡(S) c N. Por el teorema 1.3.9a, H¡(S) es contable, de donde el conjun- 
to S es contable. Q.E.D. 


1.3.11 Teorema El conjunto Q de todos los números racionales es enumerable. 


Demostración. La idea de la demostración es observar que el conjunto Q* de 
los números racionales positivos está contenido en la enumeración: 


que es otro “mapeo en diagonal” (véase la figura 1.3.2). Sin embargo, este mapeo 
no es una inyección, ya que las fracciones diferentes + y 4 representan el mismo 
número racional. 

A fin de proceder de manera más formal, se observa que como N x N es 
contable (por el teorema 1.3.8), del teorema 1.3.10b se sigue que existe una 
suprayección f de N sobre N x N. Sig: N x N > Q* es el mapeo que envía el 
par ordenado (m, n) al número racional que tiene la representación m/n, enton- 
ces g es una suprayección sobre Q*. Por lo tanto, la composición g o f es una 
suprayección de N sobre Q* y el teorema 1.3.10 implica que Q* es un conjun- 
to contable. l 


1.3 


Conjuntos finitos e infinitos 25 


Fa Y 3f 4 
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Figura 1.3.2 El conjunto Q”. 


Del mismo modo, el conjunto Q” de todos los números racioriales negativos es 
contable. Como en el ejemplo 1.3.7b, se sigue que el conjunto Q = Q7 U {0} U Q* 
es contable. Puesto que Q contiene a N, debe ser un conjunto enumerable. 

Q.E.D. 


El resultado siguiente se refiere a las uniones de conjuntos. Con base en el teo- 
rema 1.3.10, no es necesario preocuparse por el posible traslape de los conjuntos. 
Asimismo, no es necesario construir una biyección. 


1.3.12 Teorema Si Apes un conjunto contable para cada m e N, entonces la 
unión A:= Ut=1 Am es contable. 


Demostración. Para cada m € N, sea Q,, una suprayección de N sobre 4,,. Se 
define y: N x N > 4 por 


y(m, n) A Pi (n). 


Se afirma que y es una suprayección. De hecho, si a € Á, entonces existe una m 
menor que está en N tal que a e Ap, de donde existe una n menor que está en N 
tal que a = Q,, (12). Por lo tanto, a = w(m, n). 

Puesto que N x N es contable, del teorema 1.3.10 se sigue que existe una supra- 
yección f : N — N x N, de donde y o fes una suprayección de N sobre 4. Ahora 
se aplica de nuevo el teorema 1.3.10 para concluir que A es contable. Q.E.D. 


Observación Una manera menos formal (pero más intuitiva) de ver que el teo- 
rema 1.3.12 es verdadero consiste en enumerar los elementos de Ap, m e N, 
como: 


A = fanana}, 


Az = (471,427 ,433,=), 


43 = (431,437 ,433,=), 
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Después. se enumera este arreglo usando el “procedimiento en diagonal”: 


411, 412, 49], 413, Ago, 431, Alp 0 CS» | 


como se ilustra en la figura 1.3.1. 

El argumento de que el conjunto Q de los números racionales es contable fue. 
planteado inicialmente en 1874 por Georg Cantor (1845-1918). Fue el primer 
matemático que examinó el concepto de conjunto infinito con detalle riguroso. En 
contraste con el carácter contable de Q, también demostró que el conjunto R de 
los números reales es un conjunto incontable. (Este resultado se establece en la 
sección 2.5.) 

En una serie de importantes escritos, Cantor desarrolló una amplia teoría de 
los conjuntos infinitos y la aritmética transfinita. Algunos de sus resultados fue-. 
ron absolutamente sorprendentes y generaron considerable controversia entre 
los matemáticos de la época. En una carta de 1877 a su colega Richard 
Dedekind, escribió, después de demostrar un teorema inesperado: “Lo veo, pero 
no lo creo”. 

Se concluye esta sección con uno de los teoremas más memorables de Cantor. 


1.3.13 Teorema de Cantor Si A es cualquier conjunto, entonces no existe nin- 
guna suprayección de A sobre el conjunto P (A) de todos los subconjuntos de A. 


Demostración. —Suponer que Y : A —> P (A) es una suprayección. Puesto que 
p(a) es un subconjunto de 4, entonces a pertenece a p(a) o no pertenece a este 
conjunto. Se hace 


D:=fae A:a€ píla)). 


Puesto que D es un subconjunto de 4, si p es una suprayección, entonces D = 
p(ay) para alguna ay € A. 

Debe tenerse ay e Do ay € D. Si ay € D, entonces, como D = p(ap), debe 
tenerse ay e (ay), lo cual contradice la definición de D. Del mismo modo, si 
ay £ D, entonces ay € (ap), de donde ay € D, lo cual constituye también una 
contradicción. 

Por lo tanto, p no puede ser una suprayección. Q.E.D. 


El teorema de Cantor implica que hay una progresión interminable de conjun- 


tos cada vez más grandes. En particular, implica que la colección P (N) de todos 
los subconjuntos de los números naturales N es incontable. 


Ejercicios de la sección 1.3 


1. Demostrar que un conjunto no vacío T} es finito si y sólo si existe una biyección de 7; 
sobre un conjunto finito T}. 


2. Demostrar los incisos b) y c) del teorema 1.3.4. 
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10. 


11. 


12. 


. Sean S := (1, 2) y 7 := (a, b, c). 


a) Determinar el número de inyecciones diferentes de $ sobre -T. 


b) Determinar el número de inyecciones diferentes de T sobre S. 


. Encontrar una biyección entre N y el conjunto de todos los enteros impares mayores 


que 13. 


. Escribir una definición explícita de la biyección f de N sobre Z descrita en el ejemplo 


1.3.7b. 


. Encontrar una biyección entre N y un subconjunto propio de si mismo. 


. Demostrar que un conjunto 7, es enumerable si y sólo si existe una biyección de 7; 


sobre un conjunto enumerable 7». 


. Dar un ejemplo de una colección contable de conjuntos finitos cuya unión sea no 


finita. 


. Demostrar en detalle que si S y T son enumerables, entonces $ U T es enumerable. 


Determinar el número de elementos en P (5), la colección de todos los subconjuntos de 
S, para cada uno de los conjuntos siguientes: 


a) S:= {1,2}, 
b) S:= {1,2,3}, 
e) S:= {1,2,3,4}. 


Asegurarse de incluir en P (S) al conjunto vacío y al propio conjunto $. 


Aplicar la inducción matemática para demostrar que si el conjunto S tiene n elementos, 
entonces P (S) tiene 2” elementos. 


Demostrar que la colección F(N) de todos los subconjuntos finitos de N ës contable. 


En este capítulo se tratan las propiedades esenciales del sistema de los números 
reales R. Aun cuando es posible dar una construcción formal de este sistema con 
base en un conjunto más primitivo (como el conjunto N de los números naturales 
o el conjunto Q de los números racionales), se ha decidido no hacerlo así. En vez 
de ello, se presenta una lista de las propiedades fundamentales asociadas con los 
números reales y se indica cómo pueden deducirse propiedades adicionales a par- 
tir de ellas. Proceder de este modo resulta mucho más provechoso para el apren- 
dizaje de las herramientas del análisis que examinar las dificultades lógicas de 
construir un modelo de R. 

El sistema de los números reales puede describirse como un “campo ordena- 
do completo”, descripción que se estudiará con gran detalle. En la sección 2.1 se 
empieza introduciendo las propiedades “algebraicas” llamadas con frecuencia 
propiedades de “campo” en álgebra abstracta— que se basan en las dos operacio- 
nes de adición y multiplicación. La sección continúa con la introducción de las 
propiedades de orden de R, se deducen algunas consecuencias de estas propieda- 
des y se ilustra su uso al trabajar con desigualdades. La noción de valor absoluto, 
que se basa en las propiedades de orden, se trata en la sección 2.2. 

En la sección 2.3 se da el paso final al incorporar la crucial propiedad de 
“completez” a las propiedades algebraicas y de orden de R. Es esta propiedad, la 
cual no se entendía del todo hasta fines del siglo XIX, en la que se basa la teoría de 
límites y de continuidad, así como prácticamente el resto del contenido de este 
libro. El desarrollo riguroso del análisis real no sería posible sin esta propiedad 
esencial. 

En la sección 2.4 se aplica la propiedad de completez para deducir varios 
resultados fundamentales referentes a R, entre los que se incluyen la propiedad de 
Arquímedes, la existencia de raíces cuadradas y la densidad de los números racio- 
nales en R. En la sección 2.5 se establece la propiedad de los intervalos anidados, 
la cual se usa para demostrar la incontabilidad de R. Se estudia asimismo su rela- 
ción con las representaciones binarias y decimales de los números reales. 

Parte de la finalidad de las secciones 2.1 y 2.2 es ofrecer ejemplos de demos- 
traciones de teoremas elementales a partir de supuestos enunciados explicitamen- 
te. De este modo, los estudiantes pueden adquirir experiencia en la elaboración de 
demostraciones formales antes de encontrarse con los razonamientos más sutiles 
y complicados relacionados con la propiedad de completez y sus consecuencias, 
Sin embargo, quienes hayan estudiado ya el método axiomático y las técnicas de 
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>) 


demostración (quizá en un curso de álgebra abstracta) pueden pasar a la sección 
2.3 después de una lectura rápida de las secciones anteriores. En el apéndice A al 
final del libro se incluye una breve discusión de lógica y de los tipos de demostra- 
ciones. 


d orden de R 


Se empieza con una breve discusión de la “estructura algebraica” del sistema de 
los números reales. Se presentará una corta lista de las propiedades básicas de adi- 
ción y multiplicación a partir de las cuales pueden deducirse todas las demás pro- 
piedades algebraicas como teoremas. En la terminología del álgebra abstracta, el 
sistema de los números reales es un “campo” con respecto a la adición y la multi- . 
plicación. Las propiedades básicas presentadas en el apartado 2.1.1 se conocen 
como los axiomas de campo. Una operación binaria asocia con cada par (a, b) un 
elemento único B(a, b), pero se usarán las notaciones convencionales a + bya:b 
cuando se estudien las propiedades de la adición y la multiplicación. 


2.1.1 Propiedades algebraicas de R En el conjunto R de los números reales 
hay dos operaciones binarias, denotadas por + y », a las que se Hama adición y 
multiplicación, respectivamente. Estas operaciones satisfacen las siguientes pro- 
piedades: 


(A1) a+ b=b+aparatodaa,benkR (propiedad conmutativa de la adición); 

(A2) (a+ b)+c=a+(b+c) para toda a, b,cenR (propiedad asociativa 
de la adición); 

(A3) existe un elemento 0 en R tal que 0 + a = a y a + 0 = a para toda a en R 
(existencia del elemento cero), 

(A4) para cada a en R existe un elemento —a en R tal que a + (~a) = 0 y (~a) + 
a=0 (existencia de elementos negativos); 

(M1) a:b=b-:aparatodaa,benR (propiedad conmutativa de la multipli- 


cación); 
(M2) (a: b):c=a:(b:c) para toda a, b,cenR (propiedad asociativa de la 
multiplicación), 


(M3) existe un elemento 1 en R diferente de O tal quel :a=aya: 1 = a para 
todaaeniR (existencia del elemento cero); 
(M4) para cada a = 0 en R existe un elemento 1/a en R tal que a : (1/a) = 1 y 
(Va):a=1 (existencia de recíprocos); 
D) a:(b+c)=(a:b)+(a:c)y(b+c):a=(b: a) + (c: a) para toda a, 
b,cenR (propiedad distributiva de la multiplicación sobre la adición). 


Estas propiedades deben resultarle familiares al lector. Las cuatro primeras se 
refieren a la adición, las cuatro siguientes a la multiplicación y la última relaciona 
las dos operaciones. El objeto de la lista es que todas las técnicas comunes del 
álgebra pueden deducirse de estas nueve propiedades, en gran medida en el mismo 
sentido en que los teoremas de la geometría euclidiana pueden deducirse de los 
cinco axiomas básicos postulados por Euclides en sus Elementos. Puesto que esta 
tarea pertenece más bien a un curso de álgebra abstracta, no se llevará a cabo aquí. 
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Sin embargo, a fin de mostrar la esencia del proceso, se toman como muestra algu- 
nos resultados y sus demostraciones. 

© Se establece primero el hecho básico de que los elementos 0 y 1, cuya existen- 
cia se afirmó en (A3) y (M3), son en realidad únicos. Se demuestra asimismo que 
el resultado de una multiplicación por 0 siempre es 0. 


2.1.2 Teorema a) Siz ya son elementos de R con z + a = a, entonces z = 0. 
b) Siu yb #0 son elementos de R con u: b = b, entonces u = 1. 


`e) Siae R, entonces a: 0 =0. 


Demostración. a) Al usar (A3), (A4), (A2), la hipótesis z + a = a y (A4), se 
obtiene 


z=z+0=z+ (a+ (-a)) = (z + a) + (a) = a + (~a) = 0. 


b) Al usar (M3), (M4), (M2), la igualdad supuesta u + b = b y (M4) de nuevo, se 
obtiene 


u=u»1=u> (b: (1/b)) = (u + b) + (1/b) =b+(1/b)= 1. 
c) Se tiene (¿por qué?) 
a+a:0=a:1+a:-0=a-(1+0)=a:«1=a. 
Por lo tanto, del inciso a) se concluye que a: 0 = 0. Q.E.D. 
Se establecen ahora dos importantes propiedades de la multiplicación: la uni- 
cidad de los recíprocos y el hecho de que el producto de dos números es cero sólo 


cuando uno de los factores es cero. 


2.1.3 Teorema a) Sia#0yben R son tales que a: b = 1, entonces b = 1/a. 
b) Sia: b = 0, entonces o a = 0 o b = Q. 


Demostración. a) Al usar (M3), (M4), (M2), la hipótesis a : b = 1 y (M3), se 
obtiene 


b=1-b=((1/a)-a):b=(1/a) - (a: b) = (1/a) 1 = la. 


b) Basta suponer que a = 0 y demostrar que b = 0 (¿por qué?). Se multiplica a > b 
por 1/a y se aplican (M2), (M4) y (M3) para obtener 


(Va) -(a-b)=(Va)-a)-b=1-b=b. 


Puesto que a : b = 0, de acuerdo con 2.1.2c la expresión anterior también es 
igual a 


(a) - (a: b) =(1/a) 0 =0. 


Se tiene, por tanto, b=0. Q.E.D. 
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Estos teoremas representan una pequeña muestra de las propiedades algebrai- 
cas del sistema de los números reales. En los ejercicios se presentan algunas con- 
secuencias adicionales de las propiedades de campo. 

La operación de sustracción se define por a — b := a + (-b) para a, ben R. 
Del mismo modo, la división se define para a, b en R con b = 0 por a/b := a > 
(1/b). En lo sucesivo se usará esta notación convencional para la sustracción y 
la división, y también se utilizarán todas las propiedades comunes para estas 
operaciones. En general, se omitirá el uso del punto para indicar la multiplica- 
ción y se escribirá ab para indicar a + b. Asimismo, se empleará la notación usual 
para los exponentes y se escribirá a? para indicar aa, a? para indicar (a2)a; y, en 
general, se define a"+! := (a")a para n e N. Se adoptará la convención de que 
a! = a. Además, si a = 0, se escribe a? = 1 y a! para indicar 1/a, y sin e N, se 
escribirá a” para indicar (1/a)”, cuando resulte conveniente hacerlo. En general, 
se aplicarán con libertad todas las técnicas comunes del álgebra sin mayor expli- 
cación. 


Números racionales e irracionales „m. P 4 


El conjunto N de los números naturales se considera un subconjunto de R, iden- 
tificándose el número natural n e N con la suma n veces del elemento unidad 
1 e R. Asimismo, se identifica 0 € Z con el elemento cero de 0 e R, y se identi- 
fica la suma n veces de —1 con el entero —n. Por tanto, N y Z se consideran sub- 
conjuntos de R. 

Los elementos de R que pueden escribirse en la forma b/a, donde a, be Z y 
a = 0, se llaman números racionales. El conjunto de todos los números raciona- 
les en R se denotará por la notación común Q. La suma y el producto de dos 
números racionales es también un número racional (demostrar este hecho) y, ade- 
más, puede demostrarse que las propiedades de campo presentadas al principio de 
esta sección son válidas para Q. 

El hecho de que hay elementos en R que no están en Q no es evidente a pri- 
mera vista. En el siglo vI a. de C., la sociedad de los pitagóricos de la antigua 
Grecia descubrió que la diagonal de un cuadrado con lados unitarios no podía 
expresarse como un cociente de enteros. De acuerdo con el teorema de Pitágoras 
para triángulos rectángulos, esto significa que no existe ningún número entero 
cuyo cuadrado sea igual a 2. Este descubrimiento tuvo un profundo impacto 
sobre el desarrollo de las matemáticas en Grecia. Una de sus consecuencias es 
que a los elementos de R que no están en Q llegó a conocérseles como números 
irracionales, lo cual indicaba simplemente que no podían expresarse como 
cocientes de enteros. Aun cuando el vocablo “irracional” tiene una connotación 
muy diferente en los idiomas modernos, se adoptará el uso matemático común de 
este término. 

Se demostrará ahora que no existe un número racional cuyo cuadrado sea 2. En 
la demostración se utilizarán las nociones de números pares e impares. Recuérdese 
que un número natural es par si tiene la forma 2n para alguna n e N y que es 
impar si tiene la forma 2n —1 para alguna n e N. Todo número natural es par o 
bien impar, y ningún número natural es a la vez par e impar. 
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2.1.4 Teorema No existe un número racional r tal que 1? = 2. 


Demostración. Supóngase, por el contrario, que p y q son enteros tales que 
(p/q? = 2. Puede suponerse que p y q son positivos y que no tienen factores ente- 
ros comunes además de 1. (¿Por qué?) Puesto que p? = 2q?, se observa que p? es 
par. Esto implica que p también es par [porque si p = 2n — 1 es impar, entonces su 
cuadrado p? = 2(2n? — 2n + 1) - 1 también es impar]. Por lo tanto, ya que p y q 
_ no tienen a 2 como factor común, entonces q debe ser un número natural impar. 

Puesto que p es par, entonces p = 2m para alguna m € N y, en consecuencia, 
4m? = 2g?, de donde 2m? = q?. Por lo tanto, q? es par, y por el razonamiento del 
párrafo anterior se sigue que q es un número natural impar. 

Puesto que la hipótesis de que (p/q} = 2 lleva a la conclusión contradictoria 
de que q es par e impar, debe ser falsa. Q.E.D. 


Las propiedades de orden de Rc 


Las “propiedades de orden” de R se refieren a las nociones de positividad y des- 
igualdades entre números reales. Como en el caso de la estructura algebraica del 
sistema de los números reales, se procede aislando tres propiedades básicas a par- 
tir de las cuales se deducen todas las demás propiedades de orden y las operacio- 
nes con desigualdades. La manera más sencilla de hacerlo es identificando un sub- 
conjunto especial de R mediante la aplicación de la noción de “positividad”. 


2.1.5 Las propiedades de orden deR Existe un subconjunto no vacío P de 
R, llamado el conjunto de los números reales positivos, que satisface las siguien- 
tes propiedades: 


(1) Si a, b pertenecen a P, entonces a + b pertenece a P. 
(ii) Si a, b pertenecen a P, entonces ab pertenece a P. 
(iii) Si a pertenece a R, entonces se cumple exactamente una de las siguientes 


afirmaciones: 
2882681 


ae P, a=0, —aceP. 


Las dos primeras condiciones aseguran la compatibilidad del orden con las 
operaciones de adición y multiplicación, respectivamente. La condición 2.1.5(111) 
suele conocerse como la propiedad de tricotomía, ya que divide R en tres 
tipos de elementos distintos. Establece que el conjunto (—a : a e P} de los 
números reales negativos no tiene elementos en común con el conjunto P de 
los números reales positivos y, además, que el conjunto R es la unión de tres con- 
juntos disfuntos. 

Si a e P, se escribe a > 0 y se dice que a es un número real positivo (o estric- 
tamente positivo). Sia e PU {0}, se escribe a > 0 y se dice que a es un núme- 
ro real no negativo. Del mismo modo, si —a € P, se escribe a < 0 y se dice que 
a es un número real negativo (o estrictamente negativo). Si —a € P U {0}, se 
escribe a < 0 y se dice que a es un número real no positivo. 

Se define ahora la noción de desigualdad entre dos números reales en térmi- 
nos del conjunto P de elementos positivos. 
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| 
2.1.6 Definición -Sean a, b elementos de R. 
a) Sia—b e P, entonces se escribe a>bob<a. 
b) Sia—be PU (0), entonces se escribe a2 bob<a. 


La propiedad de tricotomía 2.1.5(111) implica que para a, b e R se cumplirá 
exactamente una de las siguientes afirmaciones: 


Por lo tanto, si se cumple a la vez que a < b y b< a, entonces a = b. 
Por conveniencia en la notación, se escribirá” 


a<b<c 


para indicar que se satisfacen tanto a < b como b < c. Las otras desigualdades 
“dobles” a<b<c,asb<cya<b<c se definen de manera similar. 


A fin de ilustrar cómo se usan las propiedades de orden básicas para deducir 
las “reglas de las desigualdades”, se establecen a continuación varios resultados 
gu 
que el lector ha usado en cursos de matemática anteriores. 


2.1.7 Teorema Sean a, b, c elementos cualesquiera de R. 
a) Sia>byb>c, entonces a> c. 
b) Sia>b, entonces a +c>b+H c. 
e) Sia>byc>0, entonces ca > cb. 
Sia>byc<0, entonces ca < cb. 


Demostración. a)Sia-be Pyb-=ce P, entonces 2.1.5(1) implica que 
(a—b) +(b-c) = a—c pertenece a P. En consecuencia, a > c. 


b) Si a-— b e P, entonces (a + c) — (b + c) = a — b está en P. Por lo tanto, 
a+c>b+c. 


c) Sia-be Pyce P, entonces ca — cb = c(a — b) está en P por 2.1.5(11). Por 
tanto, ca > cb cuando c > 0. 

Por otra parte, si c < 0, entonces —c € P, de donde cb — ca = (ca — b) está 
en P. Por tanto, cb > ca cuando c < 0. Q.E.D. 


Es de esperarse que los números naturales sean números reales positivos. Esta 
propiedad se deduce de las propiedades de orden básicas. La observación clave es 
que el cuadrado de cualquier número real diferente de cero es positivo. 


2.1.8 Teorema a) Siac Rya=0, entonces a? > 0. 
b) 1>0. 
e) Sine N, entonces n >Q. 


Demostración. a) Por la propiedad de nigoron, si a = 0, entonces a € P, o 
bien, —a e P. Si a € P, entonces por 2.1.5(ii), a? =a ʻae P. ASIa o si -a € 
P, entonces a? = (-a)J=a) € P. Se concluye que si a = 0, entonces a? > 0. 
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b) Puesto que 1 = 1?, del inciso a) se sigue que 1 > 0. 


c} Se aplica la inducción matemática. El enunciado es verdadero para n = 1 por 
el inciso b). Si se supone que el enunciado es verdadero para el número natural k, 
entonces k e P, y como 1 e P, se tiene que k + 1 e P según 2.1.5(1). Por lo tanto, 
el enunciado es verdadero para todos los números naturales. Q.E.D. 


Cabe señalar que no puede existir un número real positivo minimo. Este hecho 
` se establece observando que si a > 0, entonces, puesto que + > 0 (¿por qué?), se 
tiene que 


0<z3a<a. 


Por tanto, si se afirma que a es el menor número real positivo, puede darse el 
número positivo menor 4a- 

Esta observación lleva al siguiente resultado, el cual será de uso frecuente 
como método de demostración. Por ejemplo, para demostrar que un número a 20 
es en realidad igual a cero, se observa que basta demostrar que a es menor que un 
número positivo arbitrario. 


2.1.9 Teorema Siae Res tal que 0 <a<e para toda e > 0, entonces a = 0. 


Demostración. Se supone, por el contrario, que a > 0. Entonces, si se toma 
£ := a, se tiene 0 < £ < a. Por lo tanto, es falso que a < e para toda e > 0 y se 
concluye que a = 0. Q.E.D. 


Observación Se deja como un ejercicio demostrar que si a e R es tal que 0 < 
a < e para toda e > 0, entonces 4 = Q. 


El producto de dos números positivos es positivo. Sin embargo, el carácter 
positivo del producto de dos números no implica que ambos factores son positi- 
vos. La conclusión correcta se presenta en el siguiente teorema. Este teorema es 
una herramienta importante cuando se trabaja con desigualdades. 


2.1.10 Teorema Siab > 0, entonces 
(i) a>0yb>0, o bien 
(ii) a<0yb<0. 


Demostración. Se empieza observando que ab > 0 implica que a = 0 y b = 0. 
(¿Por qué?) Por la propiedad de tricotomía, a > 0, o bien, a<0. Si a > 0, enton- 
ces 1/a > 0 (¿por qué?) y, por lo tanto, b = (1/aX(ab) > 0. Del mismo modo, si a < 0, 
entonces 1/a < 0, de donde b = (1/a)(ab) < 0. Q.E.D. 


2.1.11 Corolario Siab < 0, entonces 
© a<0yb>0, o bien 
(ii) a>0yb<0. 
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Desigualdades 


Se sabe ahora cómo pueden usarse las propiedades de orden presentadas en esta 
sección para “resolver” ciertas desigualdades. El lector debe justificar cada uno de 
los pasos. 


2.1.12 Ejemplos a) Determinar el conjunto 4 de todos los números reales x | 
tales que 2x + 3 < 6. 
Se observa que se tiene* 


xEA E 214+43<6 © 2153 SO x<3. 


Por lo tanto, A = {xe R:x< 3). 
b) Determinar el conjunto B := {x e R:x2+x>2). 

La desigualdad se reescribe de tal forma que pueda aplicarse el teorema 
2.1.10. Obsérvese que 


xeB o *4+x-2>0 e (-DG+2)>0. 


Por tanto, se tiene (1) x—1>0 yx + 2>0, o bien, se tiene (1) x-1<0yx+2<0. 
En el caso (i) debe tenerse a la vez x > 1 y x >-—2, condición que se satisface si y 
sólo si x > 1. En el caso (11) debe tenerse a la vez x < 1 y x <-2, condición que se 
satisface si y sólo si x <-—2. 

Se concluye que B = {xe R:x>1)U(xe R:x<-2j. 
e) Determinar el conjunto 


2x+1 
Ca (xeR e a) 


Se observa que 


2x+1 y x-1 
x+2 x+2 


Por lo tanto, se tiene (i)x — 1 < 0 y x + 2 > 0, o bien, (1)x-1>0yx+2<0. 
(¿Por qué?) En el caso (1) debe tenerse a la vez x < 1 y x > -2, condición que se 
satisface si y sólo si 2 < x < 1. En el caso (11) debe tenerse a la: vezx>lyx< 
—2, condición que nunca se satisface. 

Se concluye que C = {xe R:-2<x<1). E 


Los siguientes ejemplos ilustran el uso de las propiedades de orden de R para 
establecer ciertas desigualdades. El lector debe verificar los pasos seguidos en los 
razonamientos identificando las propiedades que se aplican. 

Cabe señalar que no se ha establecido aún la existencia de las raíces cuadra- 
das de números positivos; sin embargo, se supone la existencia de dichas raíces 


*El símbolo + debe leerse “si y sólo si”. 
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para los fines de estos ejemplos. (La existencia de las raices cuadradas se trata en 
la sección 2.4.) 


2.1.13 Ejemplos a) Sean a 2 0 y b 2 0. Entonces 
a<b > æ@<b e vVa<yb. 0) 


Se considera el caso en que a > 0 y b > 0, dejándole al lector el caso a = 0. De 
2.1.5() se sigue que a + b > 0. Puesto que b? — a? = (b — a)(b + a), de 2.1.7c se 
sigue que b — a > 0 implica que b? — a? > 0. Asimismo, de 2.1.10 se sigue que 
b? — a2 > 0 implica que b -a > 0. 

Si a > 0 y b > 0, entonces Va > 0 y Vb > 0. Puesto que a = (Va Y y b = (Vb P, 
la segunda implicación es una consecuencia de la primera cuando a y b se susti- 
tuyen por Va y Vb, respectivamente. 

Se le deja también al lector demostrar que si a 2 0 y b 2 0, entonces 


asb > dAsb e dasvb (15 


b) Sia y b son números reales positivos, entonces su media aritmética es) (a + b) 
y su media geométrica es Vab. La desigualdad de la media aritmética-geomé- 
trica para a, b es 


Vab <} (a + b), (2) 


donde la igualdad ocurre si y sólo si a = b. 

Para poder demostrar este hecho, obsérvese que si a > 0, b > 0 y a a d, 
entonces Va > 0, Vb > 0 y Va = Xb. (¿Por qué?) Por lo tanto, de 2.1.8a se sigue 
que (Va — Vb Y > 0. Al desarrollar el cuadrado se obtiene 


a—2Nab +b>0, 
de donde se sigue que 

Vab < 1 (a+b) 
Por lo tanto, (2) es válida (con la desigualdad estricta) cuando a = b. Además, si 
a = b (> 0), entonces ambos miembros de (2) son iguales a a, en cuyo caso (2) 
se convierte en igualdad. Con esto se demuestra que (2) es válida para a > 0, b > 0. 


Por otra parte, supóngase que a > 0, b > 0 y que Vab = 3 (a + b). Entonces, 
al elevar al cuadrado ambos miembros y multiplicar por 4, se obtiene 


4ab = (a + bÝ = 2 + 2ab + b?, 


de donde se sigue que 


0 = —2ab + b? = (a — b’. 
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Pero esta igualdad implica que a = b. (¿Por qué?) Por tanto, la igualdad en (2) 
implica que a = b. 


Observación La desigualdad de la media artimética-geométrica general para 


los números reales positivos 4, 47, * * *, dy €S i 
aj +a + +4 Se 
1 1 2 n 
(ajaz cap)” s 1e (3) 
n 
donde la igualdad ocurre si y sólo si a, = 4, =:** =4,,. Puede probarse este enun- 


ciado más general por inducción matemática, pero la demostración es un tanto 
intrincada. En el ejercicio 8.3.9 del capítulo 8 se presenta una demostración más 
elegante que usa las propiedades de la función exponencial. 


c) Desigualdad de Bernoulli. Si x > —1, entonces 
(+x 21 +nx para toda ne N. (4) 


La demostración se hace por inducción matemática. El caso n = 1 produce 
la igualdad, por lo que la afirmación es válida en este caso. Enseguida, se supone la 
validez de la desigualdad (4) para k e N y se deduce su validez para k + 1. De 
hecho, los supuestos de que (1 + 0)*> 1 + kx y de que 1 + x > 0 implican (¿por 
qué) que 


1404 =(1+ 0 (+x) 
> (+ (+x = 1 + (k Dx + ha? 
> 1+(k +1)x. 


En consecuencia, la desigualdad (4) es válida para n = k + 1. Por lo tanto, (4) es 
válida para toda n e N. 


Ejercicios de la sección 2.1 


1. Sia, b e R, demostrar las siguientes expresiones. 


a) Sia+ b = 0, entonces b =-a, b) ~-a) =a, 


c) l)a = -—a, d EDED=1. 
2. Demostrar que si a, b e R, entonces 


a) -a + b) = (~a) + Eb), b) (a): (b)=a:b, 
e) la) =- (1/a), d) (a/b) = (ayb si b = 0. 


3. Resolver las siguientes ecuaciones, justificando cada paso con la referencia a la propie- 
dad o teorema apropiado. 


a) 2x+5=8, b) 12=2x, 
c0) t=T=3 d œ- D)G+2)=0. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


. Sia e R satisface a + a = a, demostrar que o a = 0 oa = 1. 
. Sia = 0 y b = 0, demostrar que 1/(ab) = (1/a)(1/b). 


. Aplicar el razonamiento usado en la demostración del teorema 2.1.4 para probar que 


no existe un número racional s tal que s? = 6. 


. Modificar la demostración del teorema 2.1.4 para probar que no existe un número 


racional f tal que 2 = 3. 


. a) Demostrar que si x, y son números racionales, entonces x + y y xy son números 


racionales. 

b) Demostrar que si x es un número racional y y es un número irracional, entonces 
x + y es un número irracional. Si, además, x = 0, probar que xy es un número 
irracional. 


. Sea K := {s + t V2 : s, te Q}. Demostrar que K satisface las siguientes condiciones: 


a) Six, xX € K, entonces xı + X2 E Ky xa € K. 
b) Six=0yxe K, entonces 1/x e K. 


(Por tanto, el conjunto K es un subcampo de R. Con las propiedades de orden hereda- 
das de R, el conjunto K es un campo ordenado que está entre Q y R.) 


a) Sia<b y c< d, demostrar que a +c <b + d. 
b) Si0<a<by0<c< d, demostrar que 9 < ac < bd. 


a) Demostrar que si a > 0, entonces 1/a > 0 y 1/(1/a) = a. 
b) Demostrar que si a < b, entonces a < L (a+ b)<b. 


Sean a, b, c, d números que satisfacen 0 < a < b y c < d < 0. Dar un ejemplo donde 
ac < bd y uno donde bd < ac. 


Si a, b e R, demostrar que a? + b? = 0 si y sólo si a = 0 y b = 0. 


Si 0 < a < b, probar que a? < ab < b?. Demostrar con un ejemplo que no se sigue que 
a? < ab < b?. 


Si 0< a< b, probar que a) a < Vab < b, y b) 1/b< 1/a. 
Encontrar todos los números reales x que satisfacen las siguientes desigualdades. 


a) x2 > 3x +4, b) 1<12<4, 
c) 1/x<x, d lx<x. 


Demostrar la siguiente forma del teorema 2.1.9: si a e R es tal que 0 < a < e para toda 
£> 0, entonces a = 0. 


Sean a, b e R y suponer que para toda e > 0 se tiene a < b + e. Demostrar que a < b. 


Demostrar que (a + b}? < 4Ha? + b?) para toda a, b e R. Probar que la igualdad se 
cumple si y sólo si a = b. 
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20. a) Si0<c<1, demostrar que 0< <¢ <1. 
b) Sil <c, demostrar que l < c < œ. 


21. a) Demostrar que no hay ninguna n e N tal que 0 <n < 1. (Usar la propiedad del buen 
orden de N.) : l 
b) Demostrar que ningún número natural puede ser a la vez par e impar. 


22. a) Sic> 1, demostrar que c” > c para toda n e N y que c” > c para n > 1. 
b) SiO < c< 1, demostrar que c” < c para toda ne N y que c” < c para n > 1. 


23. Sia>0,b>0yn e N, demostrar que a < b si y sólo si a” < b”. [Sugerencia: aplicar 
la inducción matemática.] 


24. a) Sic>1 ym, ne N, demostrar que c” > c” si y sólo si m >n. 
b) Si0<c<1 ym, n e N, demostrar que c” < c” si y sólo si m >n. 


25. Suponiendo la existencia de las raíces, demostrar que si c > 1, entonces c!” < c" gi y 
sólo si m > n. 


26. Usar la inducción matemática para demostrar que si a e R y m, n e N, entonces 
a” = qa” y (a) = qn 


Por la propiedad de tricotomía 2.1.5(1ii), se tiene la seguridad de que si a e R y 
a 0, entonces exactamente uno de los números a y ~a es positivo, El valor abso- 

- luto de a = 0 se define como el número que sea positivo de los dos anteriores. El 
valor absoluto de 0 se define como 0. 


2.2.1 Definición El valor absoluto de un número real a, denotado por |a|, se 
define como 


a sia>0, 
la|:=J0 sia=0, 
-a sia <Q. 


Por ejemplo, |5] = 5 y |-8| = 8. Por la definición se observa que |a| > ( 
para toda a e R y que |a] = 0 si y sólo si a = 0. Asimismo, |-a| = |a] par: 
toda a e R. Se presentan a continuación algunas propiedades adicionales. 


2.2.2 Teorema a) |ab| = |a||b| para toda a, b e R. 
b) |a|? = & para toda a € R. 

c) Sic20, entonces |a] <c si y sólo si —c <a < c. 

d) —Ja] <a< |a] para toda ae R. 


Demostración. a) Sia, o bien b, es 0, entonces ambos miembros son 0. Ha 
cuatro casos más por considerar. Si a > 0, b > 0, entonces ab > 0, de dond 
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|ab| = ab = Ja] |b]. Si a > 0, b < 0, entonces ab < 0, de donde |ab| = ~ab = 


a(—b) = |a| |b]. Los casos restantes reciben un tratamiento similar. 
b) Puesto que a? > 0, se tiene a?= |a? | = Jaa] = Jal |a| = |a]? 


c) Si |a| <c, entonces se tiene tanto a < c como —a < c (¿por qué?), que es equi- 
valente a —c < a < c. Recíprocamente, si —c < a < c, entonces se tiene tanto a < c 
como —a < c (¿por qué?), de modo que Ja] < c. 


(d) Se hace c = |a| en el inciso c). QED. © 


La importante desigualdad siguiente se usará con frecuencia. 
2.2.3 Desigualdad del triángulo Sia, be R, entonces |a+b| < |a| + |b]. 


Demostración. Por 2.2.2d, se tiene—|a| <a < |a| y-|b| <b < |b|. Al sumar 
estas desigualdades, se obtiene 


la] + |b])<a+b< |a| + ]b]. 
En consecuencia, por 2.2.2c se tiene |a + b| < Ja] + |b]. Q.E.D. 


Puede demostrarse que la igualdad en la desigualdad del triángulo ocurre si y 
sólo si ab > 0, lo que es equivalente a decir que a y b tienen el mismo signo. 
(Véase el ejercicio 2.) 

Hay varias variantes útiles de la desigualdad del triángulo. A continuación se 
presentan dos de ellas. 


2.2.4 Corolario Sia, be R, entonces 
a) |lalļ-lb]|<la-b], 
b) Ja-b]| < |a| + |b]. 


Demostración. a) Se escribe a = a — b + b y se aplica después la desigualdad 


del triángulo para obtener |a| = | (a-b) + b| < |a-b| + |b|. Ahora se resta 
|b] para obtener |a| — |b| < |a—b|. Del mismo modo, de |b| = |b -a +a] < 
|b -a| + |a|, se obtiene -ļa - b| = -|b -a| < Jal] — |b|. Si se combinan 


estas dos desigualdades, usando 2.2.2c, se obtiene la desigualdad del inciso a). 


b) Se sustituye b por —b en la desigualdad del triángulo para obtener |a—b| < 
Jal + |- b|. Puesto que |- b|= |b], se obtiene la desigualdad del inciso b). 
Q.E.D. 


Una aplicación directa de la inducción matemática amplía la desigualdad del 
triángulo a cualquier número finito de elementos de R. 


2.2.5 Corolario Siaj, a`: , a, son números reales cualesquiera, entonces 
[la +a +: +45] = lar! Dg |an] ae |an]. 


Los siguientes ejemplos ilustran cómo pueden usarse las propiedades del valor 
absoluto. 
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2.2.6 Ejemplos a) Determinar el conjunto 4 de todos los números reales x € R 
que satisfacen |2x + 3] <7. 

Por una modificación de 2.2.2c para el caso de la desigualdad estricta, se 
observa que x e A si y sólo si —7 < 2x + 3 < 7, que se satisface si y sólo si —10 < 
2x < 4. Al dividir entre 2, se concluye que 4 = {xe R:-5<x<2). 

b) Determinar el conjunto B := {xe R: |x- 1| < |x|). 

Un procedimiento consiste en considerar los diferentes casos a fin de eliminar 

los símbolos de valor absoluto. Dichos casos son los siguientes: 


x21, (i)0<x<1, (iii) x<0. 


(¿Por qué se eligieron estos tres casos?) En el caso (1), la desigualdad queda como 
x—1<x, la cual se satisface sin necesidad de más restricciones. En consecuencia, 
todas las x tales que x > 1 pertenecen al conjunto B. En el caso (i1), la desigualdad 
queda como —(x — 1) < x, la cual requiere que x > L Así, este caso incorpora al 
conjunto B todas las x tales que 4 < x < 1. En el caso (iii), la desigualdad queda 
como —(x— 1) < ~x, que es equivalente a 1 < 0. Puesto que este enunciado es falso, 
ningún valor de x del caso (111) satisface la desigualdad. Al formar la unión de los 
tres casos, se concluye que B = xe R:x> i 

Hay un segundo procedimiento para determinar el conjunto B, basado en el 
hecho de que a < b si y sólo si a? < b? cuando tanto a > 0 como b > 0. (Véase 
2.1.13a.) De este modo, la desigualdad |x—1|< |x| es equivalente a la desigualdad 
|x- 1|2< |x|?. Puesto que |a|? = a? para toda a por 2.2.2b, puede desarrollar- 
se el cuadrado para obtener x? — 2x + 1 < x?, que al simplificarse queda como 
x> L. Por tanto, se encuentra de nueva cuenta que B = {xe R:x> 4}. Este pro- 
cedimiento de elevación al cuadrado en ocasiones puede ser conveniente, pero 
con frecuencia resultará inevitable el análisis por casos cuando se trabaje con 
valores absolutos. 
c) Sea fla función definida por f(x) := (2x? + 3x + 1/Qx — 1) para2<x<3, 
Hallar una constante M tal que |f(x«)| < M para toda x que satisface 2 < x < 3. 

Se consideran por separado el numerador y el denominador de 


[2x2 +3x +1] 
2x1] 
Por la desigualdad del triángulo, se obtiene 


FG] = 


122 + 3x + 1| <2]x/2+3|x] +1<2:-32+3-3+1=28 


ya que |x| < 3 para las x bajo consideración. Asimismo, |2x -1| 2 2|x| -12 
2:2-1=3, ya que |x| > 2 para las x bajo consideración. En consecuencia, 
1/12x-— 1] <*/z para x > 2, (¿Por qué?) Por lo tanto, para 2 < x < 3 se tiene |f()| < 
28/,. Por consiguiente, puede tomarse M = 28/,. (Obsérvese que se ha encontrado 
uno de los valores de M; evidentemente, cualquier número H > 2/, también satis- 
fará |f(x) | < F. También existe la posibilidad de que 2/, no sea la menor elección 
posible para M.) 


La recta real 


Una interpretación geométrica conveniente y familiar del sistema de los números 
reales es la recta real. En esta interpretación, el valor absoluto |a| de un elemento 
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a de R se considera como la distancia de a al origen 0. En términos más generales, 
la distancia entre los elementos a y ben R es |a— b|. (Véase la figura 2.2:1.) 


4 3 2 1.0 1 2 3 4 


k— (2) - 6) =5 — 


Figura 2.2.1 La distancia entre a =-2 y b = 3. 


Más adelante será necesario precisar el lenguaje para examinar la idea de que 
un número real está “cerca de” otro. Si a es un número real dado, entonces decir 
que un número real x está “cerca de” a'significará que la distancia |x—a| que los 
separa es “pequeña”. Un contexto en el que puede explicarse esta idea lo propor- 
ciona la terminología de vecindades, concepto que se define a continuación. 


2.2.7 Definición Sean ae R y e > 0. Entonces la vecindad-e de a es el con- 
junto Va) := {xe R: |x-al <e}. 


Para a € R, la afirmación de que x pertenece a V¿(a) es equivalente a cualquie- 
ra de los enunciados (véase la figura 2.2.2) 


—E<x-a<E E a—-E<x<a +E. 


a a+e 
Figura 2.2.2 Vecindad-€ de a. 


2.2.8 Teorema Sea a e R. Six pertenece a la vecindad V,(a) para toda e > 0, 
entonces X = aà. \ 


Demostración. Si una x particular satisface |x- a| < e para toda e > 0, enton- 
ces de 2.1.9 se sigue que |x- a| = 0 y, por consiguiente, x = a. Q.E.D. 


2.2.9 Ejemplos a) Sea U := {x:0<x< 1}. Sia e U, sea e el menor de los 
dos números a y 1 — a. Entonces es un ejercicio demostrar que la vecindad V (a) 
está contenida en U. Por letanto, cada elemento de U tiene alguna vecindad-e del 
mismo que está contenida en U. 

b) SiT:=(x:0<x< 1), entonces para toda £> 0, la vecindad-e V.(0) de 0 con- 
tiene puntos que no están en / y, en consecuencia, V (0) no está contenida en 7. Por 
ejemplo, el número x, := —el2 está en V¿(0) pero no en /. 

e) Si |x-al|<e y [yb] < e, entonces la desigualdad del triángulo implica que 


[Œ + y) — (a + b)| = |(x- a) + (1 —b)| 
< lx-al + |y-b|<2e. 


Por tanto, si x, y pertenecen a las vecindades-g de a, b, respectivamente, enton- 
ces x + y pertenece a las vecindades-2€ de a + b (pero no necesariamente a la 
vecindad-e de a + b). 
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Ejercicios de la sección 2.2 


1. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Sia, b € R y b 0, demostrar que: 

a) la] =V2, b) alo] =1a//10). 

.Sia,be dre ja+b| = ja| + |b| si y sólo si ab > 0. 

. Six, y, z e Ryx<z, demostrar que x < y < z si y sólo si |x—y| + |p=z|] = |x—z!. 


Establecer la interpretación geométrica de este resultado. 


. Demostrar que |x- a] < esi y sólo sia—-e<x<a-+ e. 


.Sia<x<by a<y< b, demostrar que |x — | < b— a. Establecer la interpretación 


geométrica de este resultado. 


. Encontrar todas las x e R que satisfacen las siguientes desigualdades. 


a) |4x-5|<13, b) |X2-1|<3. 


. Encontrar todas las x € R que satisfacen la ecuación |x+1| + |x-2| =7. 


. Encontrar todas las x e R que satisfacen las siguientes desigualdades. 


a) lx—-1]>|x+1!l, b) |x| + ]x+1|<2. 


. Trazar la gráfica de la ecuación y = |x| — |x- 1]. 


. Encontrar todas las x € R que satisfacen la desigualdad 4 < |x +2] + |x-1|<5. 


Encontrar todas las x € R que satisfacen simultáneamente tanto |2x — 3| < 5 como 
[x+1|>2. 


Determinar y graficar el conjunto de los pares (x, y) en R x R que satisfacen: 


a) |x| =|l, b) |x| + ly] =1, 
e) lxy] =2, `d) lx] - [y] =2. 


Determinar y graficar el conjunto de los pares (x, y) en R x R que satisfacen: 


a) |x| < |y, b) |x| + ly] <1, 
c) |x] <2, d) |x|- |p| 22. 


Sean £> 0 y ô> 0, y a € R. Demostrar que V¿(a) N Vaa) y V¿(a) U Va) son vecin- 
dades-y de a para valores apropiados de y. 


Demostrar que si a, b € R y a x b, entonces existen las vecindades-g U de a y V de b 
tales que UN V= Q 


Demostrar que si a, b e R, entonces 


a) máx{a, b} =}(a +b + |a-—b)) y minta, b} =4 (a + b- la—b)). 


b) mínífa, b, c} = miíníminía, by, c}. 
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17. Demostrar que si a, b, c e R, entonces el “número medio” es medía, b, c} = 
min{máx{a, b}, máx{b, c}, máxfe, aj). 


Hasta este punto del capítulo se han estudiado las propiedades algebraicas y las 
propiedades de orden del sistema de los números reales R. En esta sección se pre- 
senta una propiedad más de R que suele llamarse la “propiedad de completez”. El 
sistema Q de los números racionales posee también las propiedades algebraicas y 
las propiedades de orden estudiadas en las secciones precedentes, pero se ha visto 
que V2 no puede representarse como un número racional; en consecuencia, Y2 no 
pertenece a Q. Esta observación muestra la necesidad de una propiedad adicional 
que caracterice al sistema de los números reales. Esta propiedad adicional, la pro- 
piedad de completez (o del supremo), constituye una característica esencial de R, 
y se dirá que R es un campo ordenado completo. Es esta propiedad especial la que 
permite definir y desarrollar los diferentes procedimientos para encontrar límites 
que se estudian en los capítulos subsecuentes. 

Hay varias formas diferentes de describir la propiedad de completez. Se deci- 
dió presentar aquí el que quizá sea el tratamiento más eficaz, el cual consiste en 
suponer que todo subconjunto no vacío acotado de R tiene un supremo. 


Supremos e ínfimos 


Se introducen a continuación las nociones de cota superior y cota inferior de un 
conjunto de números reales. Estas ideas serán de suma importancia en secciones 
posteriores. 


2.3.1 Definición Sea S un subconjunto no vacío de R. 

a) Se dice que el conjunto S está acotado superiormente si existe un número 
u € R tal que s < u para toda s e S. A cada uno de estos números u se le llama 
cota superior de S. 

b) Se dice que el conjunto S está acotado inferiormente si existe un número 
we R tal que w <s para toda s e S. A cada uno de estos números w se le llama 
cota inferior de S. 

e) Se dice que un conjunto está acotado si está acotado tanto superior como infe- 
riormente; en caso contrario, se dice que es no acotado. 


Por ejemplo, el conjunto S := {x € R : x < 2} está acotado superiormente; el 
número 2 y cualquier número mayor que 2 es una cota superior de S. Este conjun- 
to no tiene cotas inferiores, por lo que no está acotado inferiormente. Por consi- 
guiente, el conjunto S es no acotado (aun cuando esté acotado superiormente). 

Si un conjunto $ tiene una cota superior, entonces tiene un número infinito 
de cotas superiores, ya que si u es una cota superior de S, entonces los números 
u + 1, u +2, * : también son cotas superiores de S. (Una observación similar 
es válida para las cotas inferiores.) 
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En el conjunto de las cotas superiores de S y en el conjunto de las cotas infe- 
riores de S, se particularizan sus elementos mínimo y máximo, respectivamente, 
para prestarles atención especial en la siguiente definición. (Véase la figura 2.3.1.) 


S 


nfs sup S 


cotas inferiores de S cotas superiores de § 
Figura 2.3.1 inf Sy sup S. 


2.3.2 Definición Sea Sun subconjunto no vacío de R. 

a) Si S está acotado superiormente, entonces se dice que un número «u es un 
supremo (o una mínima cota superior) de $ si satisface las condiciones: 
1) u es una cota superior de S, y 
2) si ves cualquier cota superior de S, entonces u < v. 

b) SiS está acotado inferiormente, entonces se dice que un número w es un infi- 
mo (o una máxima cota inferior) de S si satisface las condiciones: 
1%) w es una cota inferior de S, y 
2”) si £ es cualquier cota inferior de S, entonces f < w. 


No es difícil ver que únicamente puede haber un supremo de un subconjunto 
S de R dado. (Entonces es posible hacer referencia a el supremo de un conjunto 
en vez de a un supremo.) Para ver por qué, supóngase que uy y u son ambos 
supremos de S. Si u; < u, entonces la hipótesis de que u es un supremo implica 
que u; no puede ser una cota superior de S. Del mismo modo, se observa que 
u < uy tampoco es posible. Por lo tanto, debe tenerse que u = uz. Puede usarse 
un razonamiento similar para demostrar que el ínfimo ge un conjunto se encuen- 
tra determinado de manera única. 

Si existen el supremo o el ínfimo de un conjunto S, se les denotará, respecti- 
vamente, por 


sups e ínfsS. 


Se hace notar asimismo que si u’ es una cota superior arbitraria de un conjunto no 
vacío 5, entonces sup $ < u’. Esto es así porque sup S es la mínima de las cotas 
superiores de S. 

Antes que nada, es necesario hacer hincapié en que para que un conjunto no 
vacío $ en R tenga un supremo, debe tener una cota superior. Por tanto, no todo 
subconjunto de R tiene un supremo; del mismo modo, no todo subconjunto de R 
tiene un ínfimo. De hecho, hay cuatro posibilidades para un subconjunto no vacío 
S de R: puede ; 

(1) tener tanto supremo como ínfimo, 

(11) tener supremo pero no ínfimo, 

(111) tener ínfimo pero no supremo, 

(iv) no tener ni supremo ni ínfimo. 
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También se hace hincapié en que a fin de demostrar que u = sup $ para algún 
subconjunto no vacio S de R, es necesario demostrar que se cumple tanto la con- 
dición 1) como la 2) de la definición 2.3.2a. Resultará instructivo reformular estas 
consideraciones. Primero, el lector deberá ver que los dos enunciados siguientes 
acerca de un número u y un conjunto S son equivalentes: 

1) - 1 es una cota superior de S, 

1) s<uparatodase $. 

Asimismo, los siguientes enunciados acerca de una cota superior u de un con- 
junto S son equivalentes: 

2) si ves cualquier cota superior de S, entonces u < v, 

2') siz<u, entonces z no es una cota superior de S, 

2”) siz<u, entonces existe s, € S tal quez<s,, 

2”) si g> 0, entonces existe sẹ € S tal que u — €< Se 
Por lo tanto, pueden enunciarse dos formulaciones alternativas para el supremo. 


2.3.3 Lema Un número u es el supremo de un subconjunto no vacio S de R si 
y sólo si u satisface las condiciones: 

(1) s < u para toda s € S, 

(2) si v < u, entonces existe s' € S tal que v < s'. 


Se le deja al lector desarrollar los detalles de la demostración. 


2.3.4 Lema Una cota superior u de un conjunto no vacio S de R es el supremo 
de S si y sólo si para toda £ > 0 existe una Sẹ € S tal que u —€ < Sç. 


Demostración. Si u es una cota superior de S que satisface la condición enun- 
ciada y si v < u, entonces se hace € := u — v. Entonces € > 0, por lo que existe 
Sg € Stal que y =u — E< Sẹ Por lo tanto, v no es una cota superior de S y se con- 
cluye que u = sup S. 

Recíprocamente, suponer que u = sup S y sea € > 0. Puesto que u — € < u, 
entonces u — € no es una cota superior de S. Por lo tanto, algún elemento s, de S 
debe ser mayor que u — €; es decir, u— € < Sẹ. (Véase la figura 2.3.2.) Q.E.D. 


Figura 2.3.2 u = sup S. 


Es importante percatarse de que el supremo de un conjunto puede ser o no ele- 
mento del mismo. En ocasiones lo es, en ocasiones no lo es, lo cual depende del 
conjunto particular. Se consideran a continuación algunos ejemplos. 


2.3.5 Ejemplos a) Si un conjunto no vacío S tiene un número finito de ele- 
mentos, entonces puede demostrarse que S} tiene un elemento máximo u y un 
elemento mínimo w. Entonces, u = sup $, y w = ínf S}, y ambos son miembros 
de S4. (Lo anterior es claro si $, tiene un solo elemento, y puede demostrarse por 
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inducción matemática cuál es el número de elementos en S4; véanse los ejercicios 
11 y12,) 

b) El conjunto $, := {x : O <x < 1} tiene evidentemente a 1 como la cota supe- 
rior. Se demuestra que 1 es su supremo como sigue. Si v < 1, existe un elemento 
s' € S tal que v < s”. (Nombrar uno de estos elementos s'.) Por lo tanto, v no es 
una cota superior de Sz y, ya que v es un número arbitrario v < 1, se concluye que 
sup S> = 1. De manera similar, se demuestra que inf S, = 0. Obsérvese que tanto 
el supremo como el infimo de S, están contenidos en $>. 

e) El conjunto $3 := {x : 0 <x < 1} tiene evidentemente a 1 como cota superior. 
Usando el mismo razonamiento que en el inciso b), se observa que sup $3 = 1. En 
este caso, el conjunto 53 no contiene a su supremo. Del mismo modo, inf $S} = 0 
no está contenido en S3. 


La propiedad de completez de R ......... m 


Con base en las propiedades de campo y de orden de R discutidas en la sección 
2.1 no es posible demostrar que todo subconjunto no vacío de R que está acotado 
superiormente tiene un supremo en R. Sin embargo, es una propiedad profunda y 
fundamental del sistema de los números reales que éste es en realidad el caso. Se 
hará un uso frecuente y esencial de esta propiedad, en particular al tratar los proce- 
sos de límites. El enunciado siguiente referente a la existencia de supremos es el 
supuesto final acerca de R. Así, se dice que R es un campo ordenado completo. 


2.3.6 La propiedad de completez de R Todo conjunto no vacio de números 
reales que tiene una cota superior también tiene un supremo en R. 


Esta propiedad también recibe el nombre de propiedad del supremo de R. La 
propiedad análoga para los ínfimos puede deducirse a partir de la propiedad de | 
completez como sigue. Suponer que $ es un subconjunto no vacío de R que está 
acotado inferiormente. Entonces el conjunto no vacío $ := (=s : s € S} está aco- 
tado superiormente y la propiedad del supremo implica que u := sup S existe en 
R. El lector deberá verificar en detalle que —u es el ínfimo de S. 


Ejercicios de la sección 2.3 


1. Sea Sı := {x e R : x> 0}. Demostrar en detalle que el conjunto S} tiene cotas infe- 
riores, pero no cotas superiores. Demostrar que inf $4 = 0. 


2. Sea S, := {x E€. R : x > 0). ¿El conjunto S, tiene cotas inferiores? ¿El conjunto S} 
tiene cotas superiores? ¿Existe ínf S,? ¿Existe sup S2? Demuestre sus afirmaciones. 


3. Sea S3 := {1/n : n e N}. Demostrar que sup S3 = 1 e inf $3 > 0. (Más adelante, en 
la sección 2.4, a partir de la propiedad de Arquímedes, se establecerá que ínf S, = 0.) 


4. Sea S4 := {1 — (1 )/n:ne N}. Encontrar inf S4 y sup Sy. 


5. Sea S un subconjunto no vacío de R que está acotado inferiormente. Demostrar que 
inf $ = —sup{-s : s € S}. 
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6. Si un conjunto S c R contiene una de sus cotas superiores, demostrar que esta cota 
_ superior es el supremo de S. 


7. Sea s CR no vacío. Demostrar que u e R es una cota siperior de S si y sólo si las 
condiciones t e Ry £ > u implican que tg S. 


8. Sea S CR no vacío. Demostrar que si u = sup S, entonces para todo número n e N el 
número u — 1/n no es una cota superior de S, pero que el número u + 1/n es una cota 
superior de S. (El recíproco también es verdadero; véase el ejercicio 2.4.3.) 


9. Demostrar que si 4 y B son subconjuntos acotados de R, entonces 4 U B es un conjun- 
to acotado. Demostrar que sup(4 U B) = supísup A, sup B}. 


10. Sea S un conjunto acotado en R y sea Sy un subconjunto no vacío de S. Demostrar que 
inf S < inf Sy < sup Sy < sup S. 


11. Sea S c R y suponer que s* := sup S pertenece a S. Si u £ S, demostrar que 
sup(S U {u}) = supís*, u}. 


12. Demostrar que el conjunto no vacío finito S c R contiene a su supremo. [Sugerencia: 
aplicar la inducción matemática y el ejercicio anterior.] 


13. Demostrar que las afirmaciones 1) y 1”) que anteceden al lema 2.3.3 son equivalentes. 


14, Demostrar que las afirmaciones 2), 2”), 2”) y 2”) que anteceden al lema 2.3.3 son equi- 
valentes. 


15. Desarrollar los detalles de la demostración del lema 2.3.3. 


Se examina ahora cómo trabajar con supremos e ínfimos. Se presentan asimismo 
varias aplicaciones de suma importancia de estos conceptos para deducir propie- 
dades fundamentales de R. Se empieza con ejemplos que ilustran útiles técnicas 
al aplicar las ideas del supremo y del ínfimo. 


2.4.1 Ejemplos a) Es un hecho importante que los procedimientos para deter- 
minar supremos e ínfimos son compatibles con las propiedades algebraicas de R. 
En calidad de ejemplo, se presenta a continuación la compatibilidad de la deter- 
minación de supremos y la adición. 

Sea S un subconjunto no vacío de R que está acotado superiormente y sea a 
un número cualquiera en R. Se define el conjunto a + S := {a +s: s € S}. Se 
demostrará que 


sup(a + S) = a + sup 5. 


a 


50 


Capítulo 2 Los números reales 


Si se hace u := sup S, entonces x < u para toda x € 5, por lo que a +x Sa + 
u. Por lo tanto, a + u es una cota superior del conjunto a + S; por consiguiente, 
se tiene supla + $) £ a + u. 

Ahora bien, si v es cualquier cota superior del conjunto a + S, entonces a + 
x Sv para toda x e S. En.consecuencia, x < v — a para toda x € S, por lo que 
v — a es una cota superior de S. Por lo tanto, u = sup S < v — a, de donde se obtiene . 
a +u <v. Puesto que v es cualquier cota superior de a + S, puede sustituirse v 
por sup(a + $) para obtener a + u < sup(a + S). 

Al combinar estas desigualdades se concluye que 


supíla + $) = a + u = a + sup S. 


Para relaciones similares entre los supremos y los ínfimos de conjuntos y las ope- 
raciones de adición y multiplicación, véanse los ejercicios. 
b) Cuando intervienen supremos o ínfimos de dos conjuntos, con frecuencia es 
necesario establecer los resultados en dos etapas, trabajando con un conjunto a la 
vez. Á continuación se presenta un ejemplo. 

Suponer que Á y B son subconjuntos no vacíos de R que satisfacen la propie- 
dad: 


asb para toda a e A y toda be B. 
Se demostrará que 
sup Á < inf B. 
Porque, dada b € B, se tiene a < b para toda a € A. Esto significa que b es una cota 
superior de 4, de donde sup 4 < b. Ahora bien, ya que la última desigualdad se 


cumple para toda b e B, se observa que el número sup Á es una cota inferior del 
conjunto B. Por lo tanto, se concluye que sup 4 < ínf B. 


Funciones 


La idea de cota superior y cota inferior se aplica a funciones considerando el codo- 
minio de una función. Dada una función f: D —>R, se dice que f está acotada 
superiormente si el conjunto f(D) = (f(x) : x e D} está acotado superiormente 
en R; es decir, existe B e R tal que f(x) < B para toda x e D. Del mismo modo, 
la función f está acotada inferiormente si el conjunto f (D) está acotado inferior- 
mente. Se dice que f está acotada si está acotada superior e inferiormente; esto es 
equivalente a decir que existe B e R tal que |f(x)| < B para toda x e D. 

El siguiente ejemplo ilustra cómo trabajar con supremos e ínfimos de fun- 
ciones. 


2.4.2 Ejemplo Suponer que f y g son funciones reales con dominios comunes 
D c R. Se supone que fy g están acotadas. 
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a) Sif0)< e) para toda x e D, entonces sup f(D) < sup g(D), que en ocasiones 
se escribe: 


sup f(x) < sup g(x). 
xeD xeD 


Se empieza observando que f(x) < g(x) < sup e(D), lo cual implica que el 
número sup g(D) es una cota superior de f(D). Por lo tanto, sup f(D) < sup e(D). 
b) Se observa que la hipótesis f(x) < g(x) para toda x e D del inciso a) no impli- 
ca ninguna relación entre sup f(D) e inf g(D). 

Por ejemplo, si f(x) := x? y g(x) := x con D = {x : 0 < x < 1}, entonces f(x) < 
g(x) para toda x e D. Sin embargo, se observa que sup f(D) = 1 e inf g(D) = 0. 
Puesto que sup g(D) = 1, es válida la conclusión del inciso a). 
©) Si f(x) < g) para toda x, y e D, entonces puede concluirse que sup f(D) < 
inf g(D), lo que puede escribirse como: 


sup (1) < inf g0). 


xeD yeD 


[Adviértase que las funciones del inciso b) no satisfacen esta hipótesis. ] 

La demostración se hace en dos etapas, como en el ejemplo 2.4.1b. El lector 
deberá desarrollar los detalles del razonamiento. 
En los ejercicios se presentan otras relaciones entre supremos e ínfimos de 
funciones. 


La propiedad de Arquímedes 


Debido a la familiaridad del lector con el conjunto R y a la representación habi- 
tual de la recta real, quizá parezca obvio que el conjunto N de los números 
naturales no está acotado en R. ¿Cómo puede demostrarse este hecho “obvio”? 
En realidad no puede hacerse usando únicamente las propiedades algebraicas y 
de orden dadas en la sección 2.1. De hecho, es necesario usar la propiedad de 
completez de R asícomo la propiedad inductiva de N (es decir, si n e N, enton- 
cesn+1le N). AS 

La ausencia de cotás superiores para N significa que dado cualquier número 
real x, existe un número natural n (el cual depende de x) tal que x < n. 


2.4.3 Propiedad de Arquímedes Six € R, entonces existe n, e N tal que 
X < ny 


pes 
Demostración. Si la afirmación es falsa, entonces n < x para toda n e N; por 
lo tanto, x es una cota superior de N. En consecuencia, por la propiedad de com- 
pletez, el conjunto no vacío N tiene un supremo u € R. Al restar 1 de u se obtie- 
ne un número u — 1 que es menor que el supremo u de N. Por lo tanto, u — 1 no es 
una cota superior de N, por lo que existe m € N con u — 1 < m. Al sumar 1 se obtie- 
neu <m + 1, y como m + 1 € N esta desigualdad contradice el hecho de que u 
es una cota superior de N. Q.E.D. 
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2.4.4 Corolario SíS:=(1/n:ne N}, entonces inf S = 0, 

Demostración. Puesto que el conjunto S = Q está acotado inferiormente por 0, 
tiene un ínfimo y se hace w := inf S. Es claro que w > 0..Para toda €> 0, la pro- 
piedad de Arquímedes implica que existe n € N tal que 1/£ < n; lo cual implica 
que 1/n < e. Por lo tanto, se tiene 

0<w< I/n< e, 

Pero como £ > 0 es arbitraria, del teorema 2.1.9 se sigue que w = Q. Q.E.D. 
2.4.5 Corolario Sit> 0, existe n, € N tal que 0 < 1/n, < t. 

Demostración. Puesto que ínf{1/n : n e N} = 0 y t> 0, entonces £ no es una 


cota inferior del conjunto (1/n : n e N}. Por lo tanto, existe n, e N tal que 0 < 
l/n,<t. Q.E.D. 


2.4.6 Corolario Siy > 0, existe ny € N żal que ny- 1 < y < ny. 


Demostración. La propiedad de Arquímedes asegura que el subconjunto E, := 
{me N: y <mj de N es no vacío. Por la propiedad de buen orden 1.2.1, E, tiene 
un elemento mínimo, el cual se denota por n,. Entonces n, — 1 no pertenece a £, 
y, por consiguiente, se tiene n,—1<y<n),. Q.E.D. 


Considerados en conjunto, en ocasiones se hace referencia a los corolarios 
2.4.4-2.4.6 como la propiedad de Arquímedes de R. 


La existencia de VŽ ii citó 


La importancia de la propiedad del supremo radica en el hecho de que garantiza 
la existencia de números reales bajo ciertas hipótesis. En muchas ocasiones se 
hará uso de ella en esta forma. Por el momento, se ilustrará este uso demostrando 
la existencia de un número real positivo x tal que x? = 2; es decir, la raíz cuadra- 
da positiva de 2. Se demostró ya (ver el teorema 2.1.4) que dicha x no puede set 
un número racional; por tanto, en realidad se estará deduciendo la existencia de al. 
menos un número irracional. | 


2.4.7 Teorema Existe un número real positivo x tal que x? = 2. 


Demostración. Sea S := {s € R : 0 < s, s?< 2). Puesto que 1 e S, el conjunto es 
no vacío. Asimismo, S está acotado superiormente por 2, porque si t > 2, entonces 
Ê > 4, en cuyo caso t ¢ S. En consecuencia, la propiedad del supremo implica que 
el conjunto S tiene un supremo en R y se hace x := sup S. Adviértase que x > 1. 
Se demostrará que x? = 2 descartando las otras dos posibilidades: x? < 2 y 
EA . 
Se supone primero que x? < 2. Se probará que este supuesto contradice el 
hecho de que x = sup $ encontrando una n e N tal que x + 1/n e S, lo cual impli- 
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ca que x no es una cota superior de $. Así, para ver cómo se elige n, obsérvese que 
1/n? < 1/n, de modo que 


z r i 1 2 
i l (++) RAS : sE OaD 
; n no n? moe” 


Por tanto, si n se puede elegir de tal modo que 
ase 3 
n 


entonces se obtiene (x + 1/7}? < x? + (2 — 12) = 2. Por hipótesis se tiene 2 — x? > 
0, de donde (2 — 13/(2x + 1) > 0. Por consiguiente, puede aplicarse la propiedad 
de Arquímedes (corolario 2.4.5) para obtener n e N tal que 

1 2-x2 

e f 

n 2x+l 


Estos pasos pueden invertirse para demostrar que para esta elección de n se tiene 
x + l/n € S, lo cual contradice el hecho de que x es una cota superior de $. Por lo 
tanto, no puede tenerse x? < 2. 

Se supone ahora que x? > 2. Se probará que en tal caso es posible encontrar 
m € N tal que x — 1/m es también una cota superior de S, lo cual contradice el 
hecho de que x = sup S. Para ello, obsérvese que 


2 
1 1 2 
(==>) A o 
m m m2 m 
Por tanto, si m se puede elegir de tal modo que 
e -2, 
m 


entonces (x — 1/m)? > x? — (x? — 2) = 2. Ahora bien, por hipótesis se tiene x? — 2 > 
0, de donde (x? — 2)/2x > 0. Por tanto, por la propiedad de Arquímedes, existe 
m e N tal que 
1 2-2 
az i 
m 2x 


Estos pasos pueden invertirse para demostrar que para esta elección de m se tiene 
(x — 1/m) > 2. Ahora bien, si s e S, entonces s? < 2 < (x — 1/m}°, de donde, por 
2.1.13a, se sigue que s < x — 1/m. Esto implica que x — 1/m es una cota superior 
de S, lo cual contradice el hecho de que x = sup S. Por lo tanto, no puede tenerse 
12>2. 

Puesto que se han excluido las posibilidades x? < 2 y x? > 2, debe tenerse 
=D, QE.D. 


Haciendo ligeras modificaciones en el razonamiento anterior, el lector puede 
demostrar que si a > 0, entonces existe un número b > 0 único tal que b? = a. A b 
a se le llama la raíz cuadrada positiva de a y se denota por b = Ya o b = al”. Es 
a posible formular un razonamiento un tanto más complicado en el que se usa el teo- 
rema del binomio para establecer la existencia de una raíz n-ésima positiva única 

de a, denotada por "Ya o al”, para toda n e N. 
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Observación - Si.en la demostración del teorema 2.4.7 el conjunto $ se reem- 
plaza con el conjunto de los números racionales T := [re Q:0<r, r? < 2), 
entonces el razonamiento lleva a la conclusión de que y := sup T satisface y? = 2. 
Puesto que en el teorema 2.1.4 se vio que y no puede ser un número racional, se 
infiere que el conjunto T que consiste en los números racionales no tiene un supre- - 
mo que pertenezca al conjunto Q. Por tanto, el campo ordenado Q de los núme- 
ros racionales no posee la propiedad de completez. 


Densidad de los números racionales en R 


Se sabe ahora que existe 'al menos un número real irracional, a saber, V2. En rea- 
lidad, hay “más” números irracionales que racionales en el sentido de que el con- 
junto de los números racionales es enumerable (como se demostró en la sección 
1.3), en tanto que el conjunto de los números irracionales no lo es (véase la sec- 
ción 2.5). Sin embargo, se demuestra enseguida que no obstante esta aparente dis- 
paridad, el conjunto de los números racionales es “denso” en R, en el sentido de 
que dados dos números reales cualesquiera, entre ellos hay un número racional (de 
hecho, hay un número infinito). 


2.4.8 Teorema de densidad Si x y y son números reales cualesquiera con 
x < y, entonces existe un número racional r e Q tal que x <r< y. 


Demostración. El hecho de suponer que x > 0 no tiene efecto sobre el carácter 
general del teorema (¿por qué?). Puesto que y — x > 0, del corolario 2.4.5 se sigue 
que existe n e N tal que 1/n < y — x. Por lo tanto, se tiene nx + 1 < ny. Si se apli- 
ca el corolario 2.4.6 a nx > 0, se obtiene m e N con m — 1 < nx < m. Por consi- 
guiente, m < nx + 1 < ny, de donde nx < m < ny. Por lo tanto, el número racional 
r := mín satisface x < r < y. Q.E.D. 


Para completar la discusión del entrelazamiento de los números racionales y 
los irracionales, se tiene la misma “propiedad de densidad” para el conjunto de los 
números irracionales. 


2.4.9 Corolario Six y y son números reales cualesquiera con x < y, entonces 
existe un número irracional z tal que x < Z < y. 


Demostración. Si se aplica el teorema de densidad 2.4.8 a los números reales 
x/N2 y y/W2, se obtiene un número racional r = 0 (¿por qué?) tal que 


HE 


Entonces z := rV2 es irracional (¿por qué?) y satisface x < z < y. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 2.4 


1. Demostrar que sup{1 — 1/n:ne N} =1. 


2. SiS := {1/7 — 1/m : n, m e N}, encontrar inf S y sup S. 
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3. Sea S c R no vacío. Demostrar que si un número u en R tiene las propiedades: (i) 
_ para toda n e N el número u — 1/n no es una cota superior de S, y (11) para todo 


10. 


número n e N el número u + 1/n es una cota superior de S, entonces u = sup S. (Este 
resultado es el reciproco del ejercicio 2.3.8.) 


. Seá S un conjunto no vacio acotado en R. 


a) Seaa>0 y sea as := [as : s e S}. Demostrar que 
inflaS) = a inf S, sup(aS) = a sup $. 

b) Seab<0 y sea bS := {bs : s e S}. Demostrar que 
inf(bS) = b sup S, sup(bS) = b inf S. 


. Sea X un conjunto no vacío y sea que f: X > R tenga un codominio acotado en R. Si 


a € R, demostrar que el ejemplo 2.4.1a implica que +» 


sup{a + f): xe X} =a +supíf (a): x € X}. 
Demostrar que se tiene 


infa + fx): xe X =a + mnf foxe X. 


. Sean A y B subconjuntos no vacíos de R y sea A + B:=la+b:ac5 Abe B). 


Demostrar que sup(4 + B) = sup4 + sup B y que infíA + B) = inf A + inf B. , 


. Sea X un conjunto no vacío y sea que f y g estén definidas en X y tengan codominios 


acotados en R. Demostrar que 

sup{ fŒ) + gœ): x e X} <supif(): x € X} + supíg(a): x € X} 
y que 

inf{ fœ): x e X} + inff gx): x e A? < imf f) + gax): xe X. 


Dar ejemplos que muestren que cada una de estas desigualdades puede ser una igual- 
dad o una desigualdad estricta. d 


. Sea X = Y := {xe R:0<x< 1}. Se define A : Xx Y —> R por h(x, y) := 2x + y. 


a) Para toda x € X, encontrar f(x) := sup{A(x, y) : y e F}; encontrar después ínf{ f(x): 
xe X}. 

b) Para toda y e Y, encontiar g(y) := infíh(x, y): x e X}, encontrar después sup(g(»): 
y e Y}. Comparar el resultado con el obtenido en el inciso a). 


. Realizar los cálculos de los incisos a) y b) del ejercicio precedente para la función 


h: Xx Y >R definida por 


0 six<p, 
l sixz=p. 


h(x,y) := | 


Sean X y Y conjuntos no vacíos y sea que h : Xx Y > R tenga codominio acotado en 
R. Sea que f: X > R y g : Y > R estén definidas por 


FO): =supih(x,y):ye Y} gO): = nfíh(x, y): xe 4; 
Demostrar que 
suple): ye Y} <info): xe X} 
En ocasiones esto se expresa escribiendo 


sup inf A(x, y) < inf sup A(x, y). 
y x x y 
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Obsérvese que con los ejercicios 8 y 9 se demuestra que la desigualdad puede ser una 
igualdad o bien una desigualdad estricta. 


11. Sean X y Y conjuntos no vacíos y sea que 4 : Xx Y — R tenga codominio acotado en 
R. Sea que F : X > R y G : Y > R estén definidas por 


Fœ) := supíh(x, y) :yE Y}, G(»):=supih(x, y) :x € X}. 
Establecer el principio de los supremos iterados: 
supih(x,y):xe X ye Y} = sup{ Fæ): xe X = sup): y € Y}. 
En ocasiones esto se expresa con símbolos por 


sup A(x, y) = sup sup h(x, y) = sup sup A(x, y) 
xy x Y y x 


12. Dada cualquier x e R, demostrar que existe una n € Z única tal que n—1 <x<n. 
13. Si y > 0, demostrar que existe n e N tal que 1/2” < y. 


14. Modificar el razonamiento del teorema 2.4.7 para demostrar que existe un número real 
positivo y tal que y? = 3. 


15. Modificar el razonamiento del teorema 2.4.7 para demostrar que si a > 0, entonces exis- 
te un número real positivo z tal que 2 = a. 


16. Modificar el razonamiento del teorema 2.4.7 para demostrar que existe un número real 
positivo u tal que w = 2. 


17. Completar la demostración del teorema de densidad 2.4.8 eliminando el supuesto de 
que x > 0. 


18. Si u > 0 es cualquier número real y x < y, demostrar que existe un número racional r 
tal que x < ru < y. (Por consiguiente, el conjunto {ru : r e Q} es denso en R.) 


La relación de orden en R determina una colección natural de subconjuntos Ila- 
mados “intervalos”. La notación y terminología para estos conjuntos especiales 
resultarán familiares por cursos anteriores. Si a, b e R satisfacen a < b, entonces 
el intervalo abierto determinado por a y b es el conjunto 


(a, b) := {xe R:a<x<bj. 


A los puntos a y b se les llama los puntos terminales del intervalo; sin embargo, 
en un intervalo abierto no están incluidos los puntos terminales. Si ambos puntos 
terminales se incorporan a este intervalo abierto, se obtiene entonces el intervalo 
cerrado determinado por a y b, a saber, el conjunto o 


[a, b] := {xe R:as<x<b). 


Los dos intervalos semiabiertos (o semicerrados) determinados por a y b son 
[a, b), que incluye el punto terminal a, y (a, b], que incluye el punto terminal b. 


2.5 


Intervalos 
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Cada uno de estos cuatro intervalos está acotado y tiene una longitud defi- 
nida por b — a. Si a = b, el intervalo abierto correspondiente es el conjunto vacío 
(a, a) = Q, mientras que el intervalo cerrado correspondiente es el conjunto con un 


-šolo elemento (singleton) [a, a] = {a}. 


Hay cinco tipos de intervalos no acotados en los cuales se usan los símbolos 
co (o +00) y —oo como convención de notación en lugar de los puntos terminales. 
Los intervalos abiertos infinitos son los conjuntos de la forma 


(a, œ) := {xe R:x>a} y (—œ,b):= {xe R:x<b}. 


El primer conjunto no tiene cotas superiores y el segundo no tiene cotas inferio- 
res. Al agregar los puntos terminales se obtienen los intervalos cerrados infini- 
tos: 


[a, 00) := {xe R:a<x} y (œ, b]:= {xe R:x<b}. 


Con frecuencia resulta conveniente considerar al conjunto R en su totalidad como 
un intervalo infinito; en este caso se escribe (—oo, 00) := R. Ningún punto es un 
punto terminal de (oo, 00). 


Atención Es necesario hacer hincapié en que oo y —oo no son elementos de R, 
sino únicamente símbolos convenientes. 


Caracterización de intervalos 


Una propiedad obvia de los intervalos es que si dos puntos x, y con x < y pertene- 
cen a un intervalo /, entonces cualquier punto que esté entre ellos también perte- 
nece a /. Es decir, si x < t < y, entonces el punto 1 pertenece al mismo intervalo 
que x y y. En otras palabras, si x y y pertenecen a un intervalo /, entonces el inter- 
valo [x, y] está contenido en /. Se demuestra a continuación que un subconjunto 
de R que posee esta propiedad debe ser un intervalo. 


2.5.1 Teorema de caracterización Si S es un subconjunto de R que contiene al 
menos dos puntos y tiene la propiedad 


six, yeS y x<y, entonces [x,y] < S, (1) 
entonces S es un intervalo. 


Demostración. Hay cuatro casos por considerar: (i) S está acotado, (11) S está 
acotado superiormente pero no inferiormente, (iii) S está acotado inferiormente 
pero no superiormente, y (iv) S no está acotado ni superior ni inferiormente. 

Caso (i): sea a := inf S y b := sup S. Entonces S c [a, b] y se demostrará que 
(a,b) ES. 

Si a <z < b, entonces z no es una cota inferior de $, por lo que existe x e S 
con x < z. Asimismo, z no es una cota superior de S, por lo que existe y e S con 
z<y. Por lo tanto, z € [x, y], por lo que la propiedad (1) implica que z e S. Puesto 
que z es un elemento arbitrario de (a, b), se concluye que (a, b) c S. 


58 


Capítulo 2 Los números reales 


Ahora bien, sia € Sy be S, entonces S= [a, b]. (¿Por qué?) Sia e $ y si 
b ¢ S, entonces $ = (a, b). Las otras posibilidades llevan a S = (a, b], iia a 
S = [a, b). | 

Caso (11): sea b := sup S. Entonces S c (-oo, b] y así se demostrará que 
(=oo, b) c S. Ya que si z <b, entonces existen x, y € S tales que z e [x, y] < S. 
(¿Por qué?) Por lo tanto, (~00, b) c S. Si b e S, entonces S = (—co, b] y sibs. 
entonces S = (—oo, b). 

Los casos (111) y (iv) se dejan como ejercicios. Q.E.D. 


Intervalos anidados 


Se dice que una sucesión de intervalos /,,, n € N, está anidada si es válida la 
siguiente cadena de inclusiones (véase la figura 2.5.1): 


B2b2: e o E 


B 
ma 
ls 
[EAS 
1 
AA A 


Figura 2.5.1 Intervalos anidados. 


Por ejemplo, si Z, := [0, 1/n] para n e N, entonces 7, > [, + ¡ para toda ne N, 
por lo que esta sucesión de intervalos está anidada. En este caso, el elemento 0 
pertenece a todo /, y puede aplicarse la propiedad de Arquímedes 2.4.5 para 
demostrar que 0 es el único elemento común. (Demostrarlo.) Lo anterior se deno- 
ta escribiendo (1%; 7, = (0). 

Es importante entender que, en general, una sucesión anidada de intervalos no 
tiene necesariamente un punto común. Por ejemplo, si J,, := (0, 1/n) para n e N, 
entonces esta sucesión de intervalos está anidada, pero los intervalos no tienen 
ningún punto común, ya que para toda x > 0 dada existe (¿por qué?) m e N tal que 
1/m < x, de tal modo que x € J,, Del mismo modo, la sucesión de intervalos 
K, := (n, 00), n € N, está anidada pero no tiene ningún punto común. (¿Por qué?) 

Sin embargo, una propiedad muy importante de R es que toda sucesión anida- 
da de intervalos acotados cerrados tiene un punto común, como se demuestra a 
continuación. Adviértase que la completez de R desempeña un papel central en el 
establecimiento de esta propiedad. 


2.5.2 Propiedad de los intervalos anidados Si I, = [ap bnl, n e N, es una 
sucesión anidada de intervalos acotados cerrados, entonces existe un número € € 
R tal que € € 1, para toda ne N. 
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Demostración. Puesto que los intervalos están anidados, se tiene £, C Jı para 
toda n e N, por lo que a, € b, para toda n e N. Por consiguiente, el conjunto no 
vacío (a, : n e N} está acotado superiormente y se hace que č sea su supremo. 


Evidentemente, a, < £ para toda n e N. 


PEF P , 
Se afirma asimismo que č < b, para toda n. Lo anterior se establece probando 


que para cualquier n particular, el número b,, es una cota superior del conjunto 
{a : ke N}. Se consideran dos casos. (1) Si n < k, entonces, como J, > Ip se tiene 


ar < b <b,. (11) Si k < n, entonces, como i D Jp, se tiene dy € a„ S b,. (Véase la 


figura 2.5.2.) Por tanto, se concluye que ay € b, para toda k, por lo que b, es 
una cota superior del conjunto (a, : k e N}. Por consiguiente, € < b,, para toda 
n € N. Puesto que a, < € < b, para toda n, se tiene É € J, paratodane N. QED. 


PA Le (€ 
1, 


ak an bn b k 


Figura 2.5.2 Si k< n, entonces /, € Ip 


2.5.3 Teorema Sil, := [ap bn], n € N, es una sucesión anidada de intervalos 
acotados cerrados tal que las longitudes b, — a, de Ip satisfacen 


ínf(b, —a, :ne Nj=0, 
entonces el número € contenido en 1, para toda n e N es único. 


Demostración. —Sin:= ínfíb, : n e N}, entonces puede utilizarse un razona- 
miento similar al de la demostración de 2.5.2 para probar que a, < y para toda n 
y, en consecuencia, que € < 7. De hecho, se deja como ejercicio (véase el ejerci- 
cio 10) demostrar que x € /, para toda n e N si y sólo si £ < x < n. Si se tiene 
ínfíb, — a, : ne N} =0, entonces para cualquier £ > 0 existe una m e N tal que 
O <N- ES bj, apn < €. Puesto que esta condición sólo se cumple para £ > 0, del 
teorema 2.1.9 se sigue que 17 — É= 0. Por lo tanto, se concluye que £ = ņ es el 
único punto que pertenece a /,, para toda n e N. Q.E.D. 


La innumerabilidad de R 


El concepto de conjunto enumerable se examinó en la sección 1.3, donde también 
se estableció la enumerabilidad del conjunto Q de los números racionales. A con- 
tinuación se usa la propiedad de los intervalos anidados para demostrar que el con- 
junto R es innumerable. La demostración fue hecha por Georg Cantor en 1874 en 
su primer escrito sobre series infinitas. Posteriormente publicó una demostración 
que utilizaba representaciones decimales de números reales, que es la demos- 
tración que se presentará más adelante en esta sección. 


2.5.4 Teorema El conjunto R de los números reales no es contable. 
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Demostración. — Se demostrará que el intervalo unitario 7 := [0, 1] es un conjun- 
to no contable, Esto implica que el conjunto R es incontable, ya que si R fuera con- 
table, entonces el subconjunto / también sería contable. (Véase el teorema 1.3.9a.) 

La demostración se hace por reducción al absurdo. Si se supone que / es con- 
table, entonces el conjunto puede enumerarse como T = ([x1,X2 *** Xp cb. 
Se selecciona primero un subintervalo cerrado 7, de / tal que xı € J}, después se 
selecciona un subintervalo cerrado J de 1, tal que x> € h, y así sucesivamente, 
De esta manera se obtienen los intervalos cerrados no vacíos 


2bL2 22 


tal que J, < I y x, € I, para toda n. La propiedad de los intervalos anidados 2.5.2 
implica que existe un punto č € 7 tal que ¿e 7, para toda n. Por lo tanto, & = x,, 
para toda n e N, por lo que la enumeración de / no es un listado completo de los 
elementos de /, como se afirmó. En consecuencia, / es un conjunto incontable, 
Q.E.D. 


El hecho de que el conjunto R de los números reales sea incontable puede 
combinarse con el hecho de que el conjunto Q de los números racionales es con- 
table para concluir que el conjunto R\Q de los números irracionales es incontable. 
De hecho, ya que la unión de dos conjuntos contables es contable (véase 1.3.70), 
si R\Q es contable, entonces, ya que R = Q U (RIQ), se concluye que R también 
es un conjunto contable, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, el conjunto de 
los números irracionales R\ęQ es un conjunto incontable., 


*Representaciones binarias 


Se hará una breve digresión para examinar de manera informal las representacio- 
nes binarias (decimales) de los números reales. Bastará considerar los números 
reales entre 0 y 1, ya que las representaciones de los demás números reales puede 
obtenerse sumando un número positivo o uno negativo. 

Sixe [0, 1], se usará un procedimiento de bisección repetida para asociar una 
sucesión (a,) de ceros y unos como se indica a continuación. Si x = + pertenece al 
subintervalo izquierdo [0, 31, se toma a, := 0, en tanto que si x pertenece al subin- 
tervalo derecho [3, 1], se toma a, := 1. Six = 4, entonces a, puede tomarse como 
0 o como 1. En cualquiera de los dos casos, se tiene 

a SS Hal 
2 2 
Se hace ahora la bisección del intervalo E ay Ha; + D]. Si x no es el punto de 
bisección y pertenece al subintervalo izquierdo, se toma a, := 0, y si x pertenece 
al subintervalo derecho, se toma a, := 1. Six = 4 ox= 4 a, puede tomarse ya 
sea como 0 o como 1. En cualquier caso, se tiene 


a a a a) +1 
e TA a 
2 22 2 22 


*E] resto de esta sección puede omitirse en una primera lectura. 


25 


Intervalos 


61 


Se continúa con este procedimiento de bisección, asignando el valor a, := 0 en la 
n-ésima etapa si x no es el punto de bisección y está en el subintervalo izquier- 


do, y asignándole el valor a, := 1 si x está en el subintervalo derecho. Do este 


modo, se obtiene una sucesión (a„) de ceros o unos que corresponde a una suce- 
sión anidada de intervalos que contienen al punto x. Así, para toda n, se tiene la 
desigualdad 


e o A RR S e (2) 
2 22 21 2 22 21 
Si x es el punto de bisección en la n-ésima etapa, entonces x = m/2" con m impar. 
En este caso, puede escogerse el subintervalo izquierdo o el derecho; sin embar- 
go, una vez que se elige este subintervalo, todos los subintervalos subsecuentes en 
el procedimiento de bisección están determinados. [Por ejemplo, si se elige el 
subintervalo izquierdo de tal modo que a„ = 0, entonces x es el punto terminal 
derecho de todos los subintervalos subsecuentes y, por consiguiente, a, = 1 para 
toda k> n + 1. Por otra parte, si se elige el subintervalo derecho de modo que 
A, = 1, entonces x es el punto terminal izquierdo de todos los subintervalos sub- 
secuentes y, por consiguiente, a, = 0 para toda k 2 n + 1. Por ejemplo, si x = 4, 
entonces las dos posibles sucesiones para x son 1, 0, 1,1,1,:-:-y1,1,0,0,0, +++] 
Para resumir, si x € [0, 1], entonces existe una sucesión (a,) de ceros y unos 
tal que la desigualdad (2) se cumple para toda n e N. En este caso se escribe 


x = (a10) *** 4.) (3) 


y a (3) se le llama representación binaria de x. Esta representación es única 
excepto cuando x = m/2" para m impar, en cuyo caso x tiene las dos representa- 
ciones: 


x = (aja ` ` ` ap-11000 : * +), = (aja ++: ay 10111 +: >), 


una que termina en ceros y la otra que termina en unos. 

Reciprocamente, toda sucesión de ceros y unos es la representación binaria de 
un número real único en [0, 1]. La desigualdad correspondiente a (2) determina 
un intervalo cerrado con longitud 1/2* y la sucesión de estos intervalos está ani- 
dada. Por lo tanto, el teorema 2.5.3 implica que existe un número real único x que 
satisface (2) para toda n e N. Por consiguiente, x tiene la representación binaria 


(aja ap) 


Observación El concepto de representación binaria es de suma importancia en 
esta era de la computadora digital. Un número se ingresa en una computadora 
digital en “bits”, y cada bit se puede poner en uno de dos estados: dejar pasar 
corriente o no dejar pasar corriente. Estos dos estados corresponden a los valores 
1 y 0, respectivamente. En consecuencia, la representación binaria de un número 
puede almacenarse en una computadora digital en una cadena de bits. Desde 
luego, debido a que en la práctica sólo puede almacenarse un número finito de bits, 
las representaciones binarias deben truncarse. Si se usan n dígitos binarios para un 
número x € [0, 1], entonces la precisión es a lo sumo 1/2”. Por ejemplo, para ase- 
gurar una precisión de cuatro cifras decimales, es necesario usar al menos 15 dígi- 
tos binarios (o 15 bits). 
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Representaciones decimales 


Las representaciones decimales de los números reales son similares a las represen- 
taciones binarias, excepto que los intervalos se subdividen en diez subintervalos 
iguales en vez de en dos. . 

Por tanto, dada x e [0, 1], si [0, 1] se subdivide en diez subintervalos iguales, 
entonces x pertenece al subintervalo [b,/10, (b, + 1)/10] para algún entero b; en 


£0, 1, ++: ,9). Procediendo como en el caso binario, se obtiene una sucesión (b,,) 
de enteros con 0 < b,, < 9 para toda n e N tal que x satisface 
b b b b b b, +1 
a E E E E E laa % (4) 
10 102 10” 10 102 10” 


En este caso se dice que x tiene una representación decimal dada por 
x=. biba bpe 


Six21ysiBe< Nes tal que B <x< B + 1, entonces x = B.b¡b): : :b,: * -, donde 
la representación decimal de x — B e [0, 1] es como la de arriba. Los números 
negativos se tratan de forma similar. 

El hecho de que cada decimal determina un número real único se infiere del 
teorema 2.5.3, ya que cada decimal especifica una sucesión anidada de intervalos 
con longitud 1/10”. 

La representación decimal de x e [0, 1] es única, excepto cuando x es un punto 
de subdivisión en alguna de las etapas, lo cual puede verse que ocurre cuando x = 
m/10” para alguna m, n e N, 1 <m < 10”. (También puede suponerse que m no es 
divisible entre 10.) Cuando x es un punto de subdivisión en la n-ésima etapa, una 
opción para b, corresponde a seleccionar el subintervalo izquierdo, lo cual hace 
que todos los dígitos subsecuentes sean nueves, y la otra opción corresponde a 
seleccionar el subintervalo derecho, lo cual hace que todos los dígitos subsecuen- 
tes sean ceros. [Por ejemplo, si x = Y, entonces x = .4999 - + - = 5000 -: +, y siy = 
38/100, entonces y = .37999 - - - = 38000 : : -.] 


Decimales periódicos 


Se dice que un decimal B.b¡b»: : :b, «+ es periódico (o sea, que se repite) si existen 
k,n € N tales que b, = b,, ; para toda n > k. En este caso, el bloque de dígitos 
bbi ` * Dram-1 Se repite una vez que se llega al k-ésimo dígito. Al menor 
número m con esta propiedad se le llama el periodo del decimal. Por ejemplo, 
19/88 = .2159090 > :: 90 : : - tiene periodo m = 2 con el bloque 90 que se repite a 
partir de k = 4. Un decimal exacto es un decimal periódico en el que el bloque 
repetido es simplemente el dígito 0. 

Se presentará una demostración informal de la afirmación: un número real 
positivo es racional si y sólo si su representación decimal es periódica. 

Suponer que x = p/q, donde p, q € N no tienen factores enteros comunes. 
Por resultar conveniente, se supone asimismo que 0 < p < q. Se observa que el 
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proceso de realizar la división larga de q entre p da la representación decimal de 
p/q. Cada paso en el proceso de la división produce un residuo que es un entero 


de O a q— 1. Por lo tanto, después de a lo sumo q pasos, algún residuo ocurrirá 


por segunda vez y, en ese punto, los dígitos en el cociente empezarán a repetir- 
se en ciclos. En consecuencia, la representación decimal de tal número racional 
es periódica. 

Recíprocamente, si un decimal es periódico, entonces representa un número 
racional. La idea de la demostración se ilustra mejor con un ejemplo. Suponer que `` 
x = 7.31414 > :14- - +. Se multiplica por una potencia de 10 para recorrer el punto 
decimal al primer bloque repetido, obteniéndose en este caso 10x = 73.1414 + + +. 
Se multiplica ahora por una potencia de 10 para mover un bloque a la izquierda 
del punto decimal, obteniéndose en este caso 1000x = 7314.1414 - +. Ahora se 
restan ambos resultados para obtener un entero, obteniéndose en este caso 1000x — 
10x = 7314 — 73 = 7241, de donde x = 7241/990, que es un número racional, 


La segunda demostración de Cantor A 


Se presenta a continuación la segunda demostración de Cantor de la incontabili- 
dad de R. Se trata del elegante razonamiento de la “diagonal” basado en las repre- 
sentaciones decimales de los números reales. 


2.5.5 Teorema El intervalo unitario [0, 1] := {x€ R:0<x<l) no es con- 
table. 


Demostración. La demostración se hace por reducción al absurdo. Se usará el 
hecho de que todo número real x e [0, 1] tiene una representación decimal x = 
0.b1b) bz: > *, donde b; = 0, 1: : :, 9. Suponer que existe una enumeración xj, X2, 
x3 * + * de todos los números en [0, 1], la cual se desarrolla como: ` 


x1 =0.b11012b13 "bj," 
x2 =0.b71b77b93 "bay", 
x3 =0.b31b32b33 :b3p >, 


Xn =0.bp1bn2bn3 ban KeS 


Se define ahora un número real y := 0.y1)) yy * Yp * * haciendo y, := 2.si b 25 
y yı :=7 si b4; < 4; en general, se hace 


2. slbyp=5, 
Yn:= y 
7 sib,, <4. 


nn 
Entonces y € [0, 1]. Adviértase que el número y no es igual a ninguno de los 
números con dos representaciones decimales, ya que y,, = 0, 9 para toda ne N. 
Además, ya que y y x,, difieren en la n-ésima cifra decimal, entonces y + x, para 
toda n e N. Por lo tanto, y no está incluida en la enumeración de [0, 1], 10 cual 
contradice la hipótesis. Q.E.D. 
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Ejercicios de la sección 2.5 


1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16.. 


17. 


Si Z := [a, b] e T :=[a', b*] son intervalos cerrados en R, demostrar que 7 E 7 si y sólo 
sia <ayb<b". 


. Si S c R es un conjunto no vacío, demostrar que S está acotado si y sólo si existe un 


intervalo acotado cerrado 7 tal que S c 1. 


. Si S c R es un conjunto no vacío acotado e Is := [inf S, sup S], demostrar que S c /y. 


Además, si J es cualquier intervalo acotado cerrado que contiene a S, demostrar que 
T sE J. 


. En la demostración del caso (11) del teorema 2.5.1, explicar por qué x, y existen en S. 
. Desarrollar los detalles de la demostración del caso (iv) del teorema 2.5.1. 


«SIN 23b>:::>1,>:' es una sucesión anidada de intervalos y si 7, = [ap bnl, 


demostrar que a; S az S-t Sap Sy que by 2b32:*:2b,2::+ 


. Sea Z, := [0, 1/n] para n e N. Demostrar que NX- £, = {0}. 
. Sea J, := (0, 1/n) para n e N. Demostrar que M1 J, = 0. 


. Sea K, := (n, 00) para n e N. Demostrar que NX- K, = 0. 


Con la notación usada en las demostraciones de los teoremas 2.5.2 y 2.5.3, demostrar 


que se tiene y € N% Z, Demostrar asimismo que [é, n] = M1 Z 


Demostrar que los intervalos obtenidos de las desigualdades incluidas en (2) forman 
una sucesión anidada. 


Dar las dos representaciones binarias de + y <%. 


a) Dar los cuatro primeros dígitos de la representación binaria de L. 
b) Darla representación binaria completa de 4. 


Demostrar que si az, by € (0, 1, >>, 9} y si 


bi b b 
A g2 Jn Ei s NS E. 
10 102 10” 10 102 10m 


entonces n = my az=byparak=1,:-:,m. 


Encontrar la representación decimal de -4. 
Expresar + y 2, como decimales periódicos. 


¿Qué racionales están representados por los decimales periódicos 1.25137: - :137- ++ y 
35.14653- : :653 : : :? 


Ahora que se han sentado las bases del sistema de los números reales R, el terre- 
no está preparado para tratar cuestiones de naturaleza más analítica, y se empieza 
con el estudio de la convergencia de sucesiones. Quizá algunos de los resultados 
iniciales le resulten familiares al lector por sus cursos de cálculo, pero la presen- 
tación aquí pretende ser rigurosa y llevará a teoremas más profundos que los que 
suelen abordarse en los cursos previos. 

Se empieza precisando el significado de la convergencia de una sucesión de 
números reales y se establecen algunos resultados básicos, pero muy útiles, acerca 
de las sucesiones convergentes. Después se presentan algunos criterios importantes 
de la convergencia de sucesiones. Entre ellos se encuentran el teorema de conver- 
gencia monótona, el teorema de Bolzano-Welerstrass y el criterio de Cauchy para 
la convergencia de sucesiones. Es importante que el lector aprenda tanto los teo- 
remas como la forma en que éstos se aplican a sucesiones especiales. 

Debido a las limitaciones lineales inherentes a un libro, es necesario decidir dónde 
ubicar el tema de las series infinitas. Sería razonable que a este capítulo le siguiera 
una discusión completa de las series infinitas, pero esto retrasaría los importantes 
temas de la continuidad, la derivación y la integración. Por consiguiente, se ha deci- 
dido adoptar un término medio. Se presenta una breve introducción a las series infi- 
nitas en la sección 3.7 al final de este capítulo, para ofrecer un tratamiento más exten- 
so en el capítulo 9. Así, los lectores que deseen un examen más a fondo de las series 
en este punto pueden pasar al capítulo 9 después de terminar el presente capítulo. 


Augustin-Louis Cauchy 

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) nació en París justo después de 
iniciarse la Revolución Francesa. Su padre era abogado en el depar- 
tamento de policía de París y la familia se vio obligada a huir duran- 
te el Reinado del Terror. Como resultado, los primeros años de 
Cauchy fueron difíciles y desarrolló intensos sentimientos antirrevo- 
lucionarios y pro realistas. Después de volver a París, el padre de 


Cauchy se convirtió en secretario del senado recién formado, el cual 

incluía a los matemáticos Laplace y Lagrange. Éstos fueron impre- 

sionados por el talento matemático del joven Cauchy y lo ayudaron a iniciar su carrera. 
Ingresó en la École Polytechnique en 1805 y pronto se forjó una reputación como 

matemático excepcional. En 1815, el año en que se restauró la monarquía, fue nombrado 


(continúa) 
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miembro del cuerpo docente de la École Polytechnique, pero sus sólidas posiciones polí- 
ticas y sus inflexibles criterios en matemáticas con frecuencia resultaban en relaciones 
fallidas con sus colegas. Después de la revolución de julio de 1830, Cauchy se rehusó a 
adherirse al nuevo voto de lealtad y abandonó Francia durante ocho años en un exilio 
impuesto por voluntad propia. En 1838 aceptó un puesto docente menor en París y en 
1848 Napoleón IH lo reinstaló en su antiguo nombramiento en la École Polytechnique, 
donde permaneció hasta su muerte. 

Cauchy fue sorprendentemente versátil y prolífico, realizando contribuciones sustan- 
ciales en diversas áreas, como en análisis real y complejo, teoría de los números, ecuacio- 
nes diferenciales, fisica matemática y probabilidad. Publicó ocho libros y 789 artículos, y 
sus obras completas ocupan 26 volúmenes. Fue uno de los matemáticos más importantes 


| de la primera mitad del siglo XIX. 


TN 


Sucesiones y sus límites. — 


Una sucesión en un conjunto S es una función cuyo dominio es el conjunto N de 
los números naturales y cuyo codominio está contenido en el conjunto S. En este 
capítulo se tratan las sucesiones en R y se examina lo que se entiende por la con- 
vergencia de estas sucesiones. 


3.1.1 Definición Una sucesión de números reales (o sucesión en R) es una 
función definida en el conjunto N = (1, 2, : : +} de los números naturales cuyo 
codominio está contenido en el conjunto R de los números reales. 

En otras palabras, una sucesión en R le asigna a cada número natural n = 1, 
2, * * - un número real determinado de manera única. Si X : N — R es una suce- 
sión, el valor de X en n se denotará por lo general por el símbolo x,, en vez de usar 
la notación de funciones X(n). A los valores x, también se les llama los términos 
o los elementos de la sucesión. Se denotará esta sucesión por las notaciones 


X, Gen); (x, :ne N). 


Desde luego, con frecuencia se usarán otras literales, como Y = (yy), Z = (z), ete., 
para denotar las sucesiones. 

Se usan paréntesis a propósito a fin de enfatizar que el ordenamiento inducido por 
el orden natural de N es una cuestión importante. Así, por medio de la notación se 
distingue entre la sucesión (x, : n € N), cuyo número infinito de términos tiene un 
ordenamiento, y el conjunto de valores (x, : n e N} en el codominio de la sucesión, 
los cuales no están ordenados. Por ejemplo, la sucesión X := (ED" : ne N) tiene un 
número infinito de términos que se alternan entre —1 y 1, mientras que el conjunto de 
valores ((-1)" : n e N} es igual al conjunto (—1, 1}, el cual sólo tiene dos elementos. 

Es común definir sucesiones dando una fórmula para el n-ésimo término x,- 
Con frecuencia resulta conveniente listar los términos de una sucesión en orden, 
deteniéndose cuando la regla de formación parece evidente. Por ejemplo, la suce- 
sión de los recíprocos de los números pares puede definirse escribiendo 
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1111 
X:= E 
2468 
- aunque un método más satisfactorio consiste en especificar la fórmula para el 


término general y escribir 
1 y 
X:=| — :neN 
2n 


o, en forma más simple, X = (1/2n). 

Otra manera de definir una sucesión consiste en especificar el valor de x, y dar 
una fórmula para x,,1 (n > 1) en términos de x,. En términos más generales, 
puede especificarse x, y dar una fórmula para obtener x„,ı a partir de x1, Xx, ** >, 
Xp. Se dice que las sucesiones así definidas están definidas inductivamente (o 
recursivamente). 


3.1.2 Ejemplos a) Sib € R, la sucesión B := (b, b, b, * : +), cuyos términos 
son todos iguales a b, recibe el nombre de la sucesión constante b. Asi, la suce- 
sión constante 1 es la sucesión (1, 1, 1, -+ +), y la sucesión constante 0 es la 
sucesión (0, 0, 0, =: -). 


b) Sib € R, entonces B := (b") es la sucesión B = (b, b?, b’, -+ +, b”, -- -). En 
particular, si b = $, se obtiene entonces la sucesión 


1 1 1 1 1 
des ¿neN => a ar e 


c) La sucesión de (2n : n e N) de los números naturales pares puede definirse 
inductivamente por 


AR A E, 
o por la definición 
Y1:=2, Yny = Y1 + Yr 


d) La famosa sucesión de Fibonacci F := (fp) está dada por la definición induc- 
tiva f 


fi =l, h :=1, Jasi = fa] Fajn (n2 2). 


Así, cada término después del segundo es la suma de los dos términos preceden- 
tes inmediatos. Los diez primeros términos de F resultan ser (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 
21, 34, 55, <:>). 


El límite de una sucesión 5 


AR Hay varios conceptos diferentes de límite en el análisis real. El concepto de lími- 
te de una sucesión es el más básico de ellos y será el centro de atención en este 
capítulo. 
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3.1.3 Definición Se dice que una sucesión X = (x,) en R converge a x € R, o 
que x es el límite de (x,), si para toda e > 0 existe un número natural K(€) tal que 
para toda n > K(€) los términos x, satisfacen | Xy — x| <£. . 

Si una sucesión tiene límite, se dice que es convergente; si no tiene límite, se . 


dice que la sucesión es divergente. 


Nota La notación K(e) se usa para enfatizar que la elección de K depende del 
valor de e. Sin embargo, con frecuencia resulta conveniente escribir K en vez de 
K(e). En la mayoría de los casos, un valor “pequeño” de e por lo general requeri- 
rá de un valor “grande” de K a fin de garantizar que la distancia |x, —x| entre x, 
y x es menor que e para toda n > K = K(e). 


Cuando una sucesión tiene el límite x, se usará la notación 
limX=x o lím(x,)=x. 


En ocasiones se usará la simbología x, — x, la cual indica la idea intuitiva de que 
los valores x, “se acercan” al número x cuando n — 00. 


3.1.4 Unicidad de límites Una sucesión en R puede tener a lo sumo un límite. 


Demostración.  Suponer que tanto x’ como x” son límites de (x,). Para cada 
e > 0 existe K' tal que |x, — x'| < €/2 para toda n > K”, y existe K” tal que 
x, — X”| < e/2 para toda n > K”. Se hace que K sea el valor mayor de K' y K”. 
Entonces para n > K se aplica la desigualdad del triángulo para obtener 


lx -x"|= 


' n 
xX'-Xp +Xp=X 


<|x'-xp]+]x, -x"|<8/2+ €/2 =e. 


Puesto que £ > 0 es un número positivo arbitrario, se concluye que x' — x” = 0. 
Q.E.D. 


Recuérdese que, para x € R y £> 0, la vecindad-e de x es el conjunto 
Vœ: = {ue R: |u-x]| <ej. 


(Véase la sección 2.2.) Puesto que u € V(x) es equivalente a |u- x] < e, la defi- 
nición de convergencia de una sucesión puede formularse en términos de vecinda- 
des. En el siguiente teorema se presentan varias formas diferentes de decir que una 
sucesión x„ converge a x. 


3.1.5 Teorema Sea X = (x,) una sucesión de números reales y sea X € R. Los 
siguientes enunciados son equivalentes. 

a): X converge a X. : 

b) Para toda € > 0, existe un número natural K tal que para toda n > K, los tér- 
minos X, satisfacen |X- X| <£. 

e) Para toda e > 0, existe un número natural K tal que para toda n > K, los tér- 
minos X, satisfacen X— E < Xp <X + €. 
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a) Para toda vecindad-e Vx) de x, existe un número natural K tal que para toda 
n 2 K, los términos Xx, pertenecen a V Ax). 


Demostración. La equivalencia de los incisos a) y b) es tan sólo la definición. 
La equivalencia de b), c) y d) se sigue de las siguientes implicaciones: 


[u= x| <E S -e<uox<e o xe<u<xte o ne Veo). 
Q.E.D. 


Con el lenguaje de vecindades, la convergencia de la sucesión X = (x) al 
número x puede describirse diciendo: para toda vecindad-g V(x) de x, todos los 
términos de X, con excepción de un número finito de ellos, pertenecen a V(x). 
El número finito de términos que quizá no pertenezcan a la vecindad-£ son Xj 


X2 XK 


Observación La definición del límite de una sucesión de números reales se usa 
para comprobar que un valor propuesto de x es en realidad el limite. No proporciona 
ningún medio para determinar inicialmente cuál podría ser ese valor. Resultados 
posteriores contribuirán a este fin, pero con mucha frecuencia en la práctica es 
necesario llegar a un valor conjeturado del límite mediante el cálculo directo de 
varios términos de la sucesión. Las computadoras pueden ser de ayuda a este res- 
pecto, pero como sólo pueden calcular un número finito de los términos de una 
e sucesión, dichos cálculos de ninguna manera constituyen una demostración del 
valor del límite. 


Los ejemplos siguientes ilustran cómo se aplica la definición para demostrar 
que una sucesión tiene un límite particular. En cada caso, se da una € positiva y se 
pide encontrar un valor de K, que depende de e, como lo requiere la definición. 


3.1.6 Ejemplos a) lím(1/n) = 0. 

Si € > 0 está dada, entonces 1/£ > 0. Por la propiedad de Arquímedes 2.4.5, 
existe un número natural K = K(e) tal que 1/K < e. Entonces, si n > K, se tiene 
1/n < 1/K < e. Por consiguiente, si n > K, entonces 
1 


= -0 
n 


=—<£. 
n 


Por lo tanto, puede afirmarse que la sucesión (1/n) converge a 0. 
b) Iíim(1/(? + 1)) = 0. 
Sea £> 0 dada. Para encontrar K, se observa primero que sin e N, entonces 


l 1 1 


n24+1 n2? n 


Ahora se elige K tal que 1/K < e, como en el inciso a) anterior. Entonces n > K 
implica que 1/n < e y, por lo tanto, 
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En consecuencia, se ha demostrado que el límite de la sucesión es cero. 


n+1 


eS [E o 


Dada €> 0, quiere obtenerse la desigualdad 


3n+2 AA (0 


n+l 


cuando n sea lo suficientemente grande. Primero se simplifica la expresión del pri- 
mer miembro: 


3n=+2 


n+1 


-1 


n+1 


3n+2-3n-3 


n+l 


1 1 
< 


n+l n 


3|- 


Ahora bien, si la desigualdad 1/n < £ se satisface, entonces la desigualdad (1) 
se cumple. Así, si 1/K < e, entonces para toda n > K también se tiene l/n < e y se 
cumple (1). Por lo tanto, el límite de la sucesión es 3. : 
d) Si 0< b< 1, entonces lim(b”) = 0. ' 

Se hará uso de las propiedades elementales de la función logaritmo natural. Si 
£ > 0 está dada, se observa que 


Wee & ninb<lne => n>!ln en b. 


(La última desigualdad se invierte porque In b < 0.) Por tanto, si se elige que K sea 
un número tal que K > In e/ln b, entonces se tendrá 0 < b” < e para toda n > K. Se 
tiene por tanto que lím(b”) = 0. 

Por ejemplo, si b = 0.8 y si está dada e = 0.01, entonces se necesitaría K >» 
In 0.01/n 0.8 = 20.6377. Por tanto, K = 21 sería una elección apropiada para 
e=0.01. 


Observación El juego K(e) Al trabajar con el concepto de convergencia de 
una sucesión, una manera de recordar la conexión entre la e y la K consiste en 
considerarla como si se tratara de un pasatiempo llamado el juego K(£). En este 
juego, el jugador A afirma que cierto número x es el límite de una sucesión (x,,). 
El jugador B refuta esta afirmación dándole al jugador A un valor específico 
para €> 0. El jugador A responde a la refutación proponiendo un valor de K tal 
que |x, -x| < € para toda n > K. Si el jugador A puede encontrar siempre un 
valor de K que funcione, entonces gana, y la sucesión es convergente. Sin 
embargo, si el jugador B puede ofrecer un valor específico de £ > 0 para el que 
el jugador A no puede responder adecuadamente, entonces el jugador B gana, y 
se concluye que la sucesión no converge a x. 


Para establecer que una sucesión X= (x,) no converge al número x, basta pro- 
ducir un número £ > 0 tal que, sin importar cuál sea el número natural K que se 
elija, es posible encontrar un número ng particular que satisface ng > K tal que 
[Xn =x| > £. (Lo anterior se examina con mayor detalle en la sección 3.4.) 


3.1.7 Ejemplo La sucesión (0, 2, 0, 2,::-,0,2,** :) no converge al número 0. 
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Si el jugador A afirma que 0 es el límite de la sucesión, perderá el juego K(€ 
cuando el jugador B le presente el valor €< 2. Para ser precisos, sea que el juga- 
dor B le proponga al jugador A el valor ey = 1. Entonces, sin importar cuál sea e 
valor que el jugador A elija para K, su respuesta no será adecuada, porque el juga- 
dor B responderá seleccionando un número par n > K. Entonces el valor corres- 
pondiente es x„ = 2, de tal modo que |x, —0| =2> 1 = ep. Por consiguiente, e 
número 0 no es el limite de la sucesión. 


Colas A A E a RAN 


Es importante entender que la convergencia (o divergencia) de una sucesión X = 
(x,) depende únicamente del “comportamiento a la larga” de los términos. Con 
esto se quiere decir que st para cualquier número natural m se omiten los m pri- 
meros términos de la sucesión, entonces la sucesión resultante X,„ converge si y 
sólo si la sucesión original converge y, en este caso, los límites son iguales. Este 
hecho se enunciará formalmente después de introducir la idea de “cola” de una 
sucesión. 


f ; 3.1.8 Definición Si X = (x1, X2, ``, Xp ' `") es una sucesión de números reales 
y si m es un número natural dado, entonces la cola-m de X es la sucesión 


Xm := m+n :n€ N) = Como Xm `` J 
Por ejemplo, la cola-3 de la sucesión X = (2, 4, 6, 8, 10, <- +, 27n, : -) es la 
sucesión X3 = (8, 10, 12,:::,2n+6,: + >). 


3.1.9 Teorema Sea X = (x, : ne N) una sucesión de números reales y sea 
m € N. Entonces la cola-m Xm = (Xm+n : n € N) de X converge si y sólo si X con- 
verge. En este caso, lím Xp = lim X. 


Demostración. Se observa que para cualquier p € N, el p-ésimo término de X;, 
es el (p + m)-ésimo término de X. Del mismo modo, si q > m, entonces el q-ésimo 
término de X es el (q — m)-ésimo término de Xn- 

Suponer que X converge a x. Entonces, dada cualquier €> 0, si los términos de 
X para n > K(e) satisfacen |x, — x| < e, entonces los términos de ¥„ para k > 
K(€) — m satisfacen |x, — x| < €. Por tanto, puede tomarse Kp (€) = K(€) — m, de 
modo que X,„ también converge a x. 

Recíprocamente, si los términos de X,,, para k > K,„ (€) satisfacen |x} —x| < €, 
entonces los términos de X para n > K(€) + m satisfacen |x, — x| < €. En conse- 
cuencia, puede tomarse K(€) = Kpn (E) + m. 

Por lo tanto, X converge a x si y sólo si X„ converge a x. QED. 


En ocasiones se dirá que una sucesión X posee cierta propiedad a la larga si 

alguna cola de X tiene dicha propiedad. Por ejemplo, se dice que la sucesión (3, 4, 

5, 5, 5,77, 5, © <+) es “constante a la larga”. Por otra parte, la sucesión (3, 5, 3, 

5,**:,3,5,** :) no es constante a la larga. La noción de convergencia puede for- 

a mularse utilizando esta terminología: una sucesión X converge a x si y sólo si los 
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términos de X están a la larga en toda vecindad-e de x. A continuación se presen- 
tan otros casos de esta terminología de “a la larga”. 


Ejemplos adicionales 


Al establecer que un número x es el límite de una sucesión (xy), con frecuencia 
se intenta simplificar la diferencia |x, —x| antes de considerar una £> 0 y de 
encontrar una K(€), como es requerido por la definición de límite. Se hizo esto 
en algunos de los ejemplos anteriores. El resultado siguiente es una formulación ' 
más formal de esta idea, y en los ejemplos que siguen se hace uso de este pro- 
cedimiento. l 


3.1.10 Teorema Sea (xp) una sucesión de números reales y sea x € R. Si (an) 
es una sucesión de números reales positivos con lím(a,) = 0 y si para alguna 
constante C > 0 y alguna m e N se tiene 

[x, =x] <Ca, para toda n?m, 


entonces se sigue que lim(x,) = X. 


Demostración. Si £> 0 está dada, entonces como lím(a,) = 0 se sabe que exis- 
te K = K(€/C) tal que n > K implica que 


an = [ap -0| < EC. 


Se sigue en consecuencia que si tanto n 2 K como n > m, entonces 


[xn —x] < Ca, < CEC) = €. * 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se concluye que x = lím(x,,). Q.E.D. 


3.1.11 Ejemplos a) Sia > 0, entonces sm l J-o 
+na 


Puesto que a > 0, entonces 0 < na < 1 + na y, en consecuencia, 0 < 1/(1 + na) < 
1/(ma). Se tiene por tanto 


1 
l+na 


ajn 


131 
P para toda neN. 


Puesto que lím(1/n) = 0, puede apelarse al teorema 3.1.10 con C = l/aym= 1 
para inferir que lím(1/(1 + na)) = 0. i 
b) Si 0< b< 1, entonces lím(b”) = 0. 

Este límite se obtuvo antes en el ejemplo 3.1.6d. Se presentará una segunda 
demostración que ilustra el uso de la desigualdad de Bernoulli (véase el ejemplo 
2.1.13c). 

Puesto que 0 < b < 1, puede escribirse b = 1/(1 + a), donde a := (1/b) — 1 de 
modo que a > 0. Por la desigualdad de Bernoulli, se tiene (1 + a} > 1 + na. Por 
consiguiente, 
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1 1 1 


z < —. 
(+a) l+na na 


0<b*" = 


Así, por el teorema 3.1.10 se concluye que lím(b”) = 0. 

En particular, si b = 0.8, de tal modo que a = 0.25, y si se da € = 0,01, entonces 
la desigualdad precedente da como resultado X(£) = 4/(0.01) = 400. Al comparar 
este resultado con el obtenido en el ejemplo 3.1.6d, donde K = 25, se observa que 
este método de estimación no produce el “mejor” valor de K. Sin embargo, cuando 
el propósito es establecer el límite, la magnitud de K no es relevante. 

e) Sic>0, entonces lím(c!”") = 1. 

El caso c= 1 es trivial, ya que entonces (c!) es la sucesión constante (1, 1, -- >), 
la cual evidentemente converge a 1. 

Si c > 1, entonces c!” = 1 + d, para alguna d, > 0. En consecuencia, por la 
desigualdad de Bernoulli 2.1.13c, 


c=(14d,)">14nmd, para neN. 


Se tiene por tanto c — 1 > nd, de modo que d, < (e — 1)/n. Por consiguiente, se 
tiene 


1 
|e” -1ļ=d„, <(c-1)= para neN. 
n 


Se apela ahora al teorema 3.1.10 para inferir que lím(c!”) = 1 cuando c > 1. 
Suponer ahora que 0 < c < 1; entonces c!” = 1/(1 + h,) para alguna h, > 0. 
En consecuencia, la desigualdad de Bernoulli implica que 


1 1 1 
C= ——— $ < ; 
(1+h,)3 l+nh, nh, 
de donde se sigue que 0 < h,, < 1/nc para n € N. Se tiene por tanto 
ha 1 
1+4, nc 


0O<1-cl7 = 


de modo que 


111 
pare -ufi para neN. 
cjn 


Se aplica ahora el teorema 3.1.10 para inferir que lím(c!") = 1 cuando 0 <c < 1. 
d) ima!) = 1. 

Puesto que n!” > 1 para n > 1, puede escribirse n” = 1 + k, para alguna k, > 
0 cuando n > 1. Por consiguiente, n = (1 + k„)” para n > 1. Por el teorema del bino- 
mio, si n > 1 se tiene 


n=1 + nk, +n — k+ 0221430 1k, 
de donde se sigue que 


n—1 >Ln(n — DA. 
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Por consiguiente, k% < 2/n para n > 1. Si £ > 0 está dada, de la propiedad de 
Arquímedes se sigue que existe un número natural N, tal que 2/N, < £?. Se sigue ` 
que si n > supí2, N¿), entonces 2/n < Æ, de donde 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se deduce que lím!) = 1. 


0O<nM-1=k, <(2/m2 < e. 


Ejercicios de la sección 3.1 


1. 


La sucesión (x,,) se define por las siguientes fórmulas para el n-ésimo término. Escribir 
los cinco primeros términos en cada caso: 


a) xp:=1+(-1)”, ý b) x :=(-1)”/n, 
1 
c) Xp:= > d) x:= , 
n(n+1) n2 +2 
. Se presentan abajo los primeros términos de una sucesión (x„). Suponiendo que el 


“patrón natural” indicado por estos términos persiste, dar una fórmula para el n-ésimo 
término Xx. 


a) 5,7,9,11,==> b) 1/2, -1/4, 1/8, 1/16, =>, 
c) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, ---, d) 1,4,9,16, ==>. 


. Enumerar los cinco primeros términos de las siguientes sucesiones definidas inductiva- 


mente. 


ad x:i=l, Xpy =3x, +1, 
b) yi=2, Yayi =F (Yn + Mh), 
o0) aqi=l, 2m:=2, Zoo i= Ep + Zn) Enti — Zn) 


d) s1:=3, s2:=5,;, Spy :=Sp + Snl 
- Para cualquier b € R, demostrar que lim(b/n) = 0. 
. Usar la definición del límite de una sucesión para establecer los siguientes límites. 
aj al ) =0, b) (22) =Z, 
nt +1 n+ 
— 2. Pa 
c) tm a d) lím nal \ L A 
2n+5) 2 (27243) 2 
Demostrar que 
ER / 2 
Sumo, w al A Ja, 
; | n+7 ) Ed n+2 
J j -1)” 
© im 2 Lo, E d) lim! DAM o0 
| n+l ) | n? +1 ) 
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A Sea x, := 1/ln(n + 1) parane N. 
a) Usar la definición de límite para demostrar que lím(x,,) = 0. 
b) Encontrar un valor específico de K(€) como se requiere en la definición de límite 


para (i) € = 1/2 y Gi) € = 1/10. 


{ 8. Demostrar que lím(x,) = 0 si y sólo si lím( |x„|) = 0. Dar un ejemplo que muestre que 
la convergencia de (|x,, |) no implica la convergencia de (x,,). 


9. Demostrar que si x, > 0 para toda n e N y lím(x,,) = 0, entonces lím(vx, ) = 0. 


10. Demostrar que si lím(x,) = x y si x > 0, entonces existe un número natural M tal que 
Xy > 0 para toda n 2 M. 


11. Demostrar que lím - ¿e =0. 
5 no n+l 


1 


12. Demostrar que lim(1/3”) = 0. 


13. Sea b e R que satisface 0 < b < 1. Demostrar que lim(nb”) = 0. [Sugerencia: "e el 
teorema del binomio como en el ejemplo 3.1.11d.] 


14. Demostrar que lim((27}!”) = 1. 
15. Demostrar que lím(n?/n!) = 0. 
16. Demostrar que lím(2*/n!) = 0. [Sugerencia: si n > 3, entonces 0 < 21/n! < 2(2y2.] 


17. Si lím(x,) = x > 0, demostrar que existe un número natural Ķ tal que si n > K, entonces 
Lx < xy <2x. 


4 


En esta sección se obtienen algunos resultados que permitirán evaluar los límites 
de ciertas sucesiones de números reales. Estos resultados ampliarán de manera 
considerable la colección de sucesiones convergentes. Se empieza estableciendo 
una importante propiedad de las sucesiones convergentes que se necesitarán aquí 
y en secciones subsecuentes. 


3.2.1 Definición Se dice que una sucesión X = (x,) de números reales está aco- 
tada si existe un número real M > 0 tal que |x, | < M para toda n e N. 


Así, la sucesión (x,) está acotada si y sólo si el conjunto (x,, : n e N} de sus 
valores es un subconjunto acotado de R. 


3.2.2 Teorema Una sucesión convergente de números reales está acotada. 
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Demostración. — Suponer que lím(x,) = x y sea e := 1. Entonces existe un 
número natural K = K(1) tal que |x, —x| < 1 para toda n 2 K. Si se aplica la 
desigualdad del triángulo con n > K, se obtiene 


[eal = [inn H x] la 1 + ld <1+ (xl. 
Si se hace 
M: = sup (|x11, 21,0 [eal 1 + lx), 
se sigue entonces que |x„| < M para toda n e N. Q.E.D. 


Se examina ahora la forma en que el proceso del límite interactúa con las ope- 


- raciones de adición, sustracción, multiplicación y división de sucesiones. Si X = 


(x,) y Y = (y,) son sucesiones de números reales, entonces se define su suma como 
la sucesión X + Y := (x, + Yp), su diferencia como la sucesión X— Y := (x, — Vp) 
y su producto como la sucesión X : Y := (xy). Si c e R, se define el múltiplo de 
X por c como la sucesión cX := (cx,). Por último, si Z = (2,) es una sucesión 
de números reales con z„ = 0 para toda n e N, entonces se define el cociente de X 
y Z como la sucesión X/Z := (x,/Z,,). 

Por ejemplo, si X y Y son las sucesiones ` 


Xala ban) Tatt togta], 
123 n 


se tiene entonces 


KTE 328. Pen y 
(10253 Ml 
(1717 2n? id y 

e O 


XY= (22 2 Zo y 
3X = (6,12,18,0:,6n 00), 
XIY = (20318. =). 


Cabe señalar que si Z es la sucesión 
Z: = (0,2,0, `> 1 + ED”: 2 :), 


entonces pueden definirse X + Z, X — Z y X: Z, pero X/Z no está definida ya que 
algunos de los términos de Z son cero. l 

Se demuestra a continuación que las sucesiones obtenidas mediante la aplica- 
ción de estas operaciones a sucesiones convergentes dan lugar a nuevas sucesio- 
nes cuyos limites pueden predecirse. 


3.2.3 Teorema a) Sean X = (x,) y Y = (y,) sucesiones de números reales que 
convergen a X y y, respectivamente, y sea c € R. Entonces las sucesiones X + Y, 
X-Y, X -Y y cX convergen a X + y, X — y, Xy y CX, respectivamente. 


3.2. Teoremas de límites 


77 


b) Si X = (Xp converge a x y Z = (Zp) es una sucesión de números reales dife- 
rentes de cero que converge a Z y siz = 0, entonces la sucesión cociente X/Z con- 


verge a X/Z. 


Demostración. . a) Para demostrar que lím(x, + y,) = x + y es necesario esti- 
mar la magnitud de | (x,, + Yn) — (e + y) |. Para ello, se usa la desigualdad del trián- 
gulo 2.2.3 para obtener Ț 


= |xn -x| F DA = y | 
< [xn —x| T ly. 71. 

X 
Por hipótesis, si € > 0, existe un número natural K; tal que si n > K,, entonces 
|x, -x| < £/2; asimismo, existe un número natural K, tal que si n > K}, enton- 
ces | y, — y| < £/2. En consecuencia, si K(€) := supíK;, K>), se sigue que si 
n 2 K(e), entonces 


Go, + Y) — (+ y)| 


(On FYD E+ S lx 1) =?] i 
<4E + $e =E. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se infiere que X + Y = (x, + y,) converge a x + y. 
Puede usarse exactamente el mismo razonamiento para demostrar que X — Y = 
(Xn — Yn) converge a x — y. 
Para demostrar que X ; Y = (x„ Yn) converge a xy, se hace la estimación 


(2 = xp] ar 652 — Xp y) + ny a xy)| 
| (n= 9) | + | e, =0)y | 
Xn llyn —y | T [xn -x yl- 


IA 


De acuerdo con el teorema 3.2.2, existe un número real M, > 0 tal que |x,| < 
M para toda n e N y se hace M := supíM, |y|}. En consecuencia, se tiene la 
estimación 


[Y 39] < Mly, =y] + M|x, =x]. 


De la convergencia de X y Y se concluye que si está dada € > 0, entonces existen 
los números naturales K, y K, tales que si n > K}, entonces |x, —x| < €/2M, y si 
n 2 K, entonces |y, — y] < £€/2M. Se hace ahora K(e) = supíK, K2}; entonces, 
sin > K(€) se infiere que 


[Y — | < Ml y, =y] + M]x, =x 
< M(e/2M) + M(g2M) = e. 


Puesto que £> 0 es arbitraria, se ha demostrado que la sucesión X- Y = (x,y,) con- 


verge a xy. 
El hecho de que cX = (cx,,) converge a cx puede demostrarse de la misma mane- 
ra; también puede deducirse tomando Y como la sucesión constante (c, c, c, +: -). 


Se le dejan los detalles al lector. 
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b) Se demuestra a continuación que si Z = (z,) es una sucesión de números 
reales diferentes de cero que converge a un límite z diferente de cero, entonces 
la sucesión (1/z,) de los recíprocos converge a 1/z. Primero se hace 0: := $ |z], 
de tal modo que a > 0. Puesto que lím(z,,) = z, existe un número natural K, tal 
que si n > K;, entonces |z, =z| < œ. Del corolario 2.2.4a de la desigualdad del 
triángulo se sigue que - <—|z, — z| < |z| — |z| para n > K,, de donde se- 
sigue que) |z| = |z| — o: < |z, | para n > K;. Por lo tanto, 1/|z, | <2/|z] para 
n 2 K;, por lo que se tiene la estimación 


1 1f 


AA 


Z=Z y 
Zy2 


1 


nl ` 


Soo 12-20] paratoda  n2XK;. 


Ahora bien, si está dada € > 0, existe un número natural Ķ, tal que si n 2 Kz, enton- 
ces |z, —z| <+€|z|?. Por lo tanto, se sigue que si K(£) = sup(K¡, K2}, entonces 


1.1 


Z Z 


<€ paratoda n> K8. 


Puesto que £> 0 es arbitraria, se sigue que 


1 1 
im =) Sa 
Z zZ 


Se completa ahora la demostración del inciso b) tomando Y como la sucesión 
(1/z,,) y utilizando el hecho de que X - Y = (x„/Z„) converge a x(1/z) = x/z. Q.E.D. 


Algunos de los resultados del teorema 3.2.3 pueden extenderse, por induc- 
ción matemática, a un número finito de sucesiones convergentes. Por ejemplo, 
si A = (a), B = (by), +, Z = (z„) son sucesiones convergentes de números 
reales, entonces su suma A + B +°- + Z= (ap + ba t:e + zp) es una suce- 
sión convergente y 

lím(a, + ba +: + Za) = lím(a,) + lím(b,) +o + lím(z,). (1) 
También su producto 4: B + -+ Z := (a„bn **z,) es una sucesión convergente y 
lím(a,b, * ` © Zn) = (lím(a,)) (lím(0,,)) + > (lím(2,)). (2) 
En consecuencia, si ke N y si 4 = (a,) es una sucesión convergente, entonces 
lim(a;) = (lím(a,))* G) 


Se le deja al lector la demostración de estas afirmaciones. 


3.2.4 Teorema Si X = (xp) es una sucesión convergente de números reales y 
si X, 2 0 para toda n e N, entonces x = lim(x,) > 0. 
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Demostración. — Suponer que la conclusión no es verdadera y que x < 0; enton- 
ces £ := —x es positiva. Puesto que X converge a x, existe un número natural K tal 
que 


ESSEX HE para toda m2 K. 


En particular, se tiene xg < x + € = x + (=x) = 0. Pero esto contradice la hipótesis 


de que x, 2 0 para toda n e N. Por lo tanto, esta contradicción implica que x > 0. 


Q.E.D. 


Se presenta a continuación un útil resultado que es formalmente más sólido 
que el teorema 3.2.4. 


3.2.5 Teorema Si X = (x,) y Y = (y,) son sucesiones convergentes de números 
reales y si X, € y, para toda n e N, entonces lim(x,) < lim(y,). 


Demostración. Sea Z, := y, — Xx, de tal modo que Z := (z,) = Y-Xyz,>0 
para toda n e N. De los teoremas 3.2.4 y 3.2.3 se sigue que 


0 < lím Z = lím(y,) — lím(x,,), 
de donde lim(x,) < líim(y,). Q.E.D. 
El resultado siguiente afirma que si todos los términos de una sucesión con- 
vergente satisfacen una desigualdad de la forma a < x, < b, entonces el límite de 
la sucesión satisface la misma desigualdad. Por consiguiente, si la sucesión es con- 


vergente, es posible “pasar al límite” en una desigualdad de este tipo. 


3.2.6 Teorema Si X = (xp) es una sucesión convergente y si a < X, S b para toda 
n € N, entonces a < lím(x,) < b. 


Demostración. Sea Y la sucesión constante (b, b, b, © :). El teorema 3.2.5 
implica que lim X < lím Y = b. El hecho de que a < lím X se demuestra del mismo 
modo. Q.E.D. 


El siguiente resultado establece que si una sucesión Y está “comprimida” entre 
dos sucesiones que convergen al mismo límite, entonces debe converger a dicho 
límite. 


3.2.7 Teorema de compresión  Suponer que X = (Xp), Y = (yn) y Z = (Zp son 
sucesiones de números reales tales que 


Xy S Yn E Zn para toda ne N, 
y que lim(x,) = lím(z,). Entonces Y = (yp) es convergente y 


Kma) == lim(y,,) > lím(z,,) 
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Demostración. Sea w := lím(x,) = lím(z,). Si e > 0 está dada, entonces de la 
convergencia de X y Z a w se sigue que existe un número natural K tal que si n > 
K, entonces ' 


|x, =w] <E y [z, =w| <e. 


Puesto que la hipótesis implica que 


Xy = WE JYy WSZ -W para toda ne N, 
se sigue (¿por qué?) que 
—E< Yy -W<E 


para toda n > K. Puesto que € > 0 es arbitraria, esto implica que lím(»,,) = w. 
Q.E.D. 


Observación Puesto que cualquier cola de una sucesión convergente tiene el 
mismo límite, es posible hacer menos rigurosas las hipótesis de los teoremas 3.2.4, 
3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7 a fin de aplicarlos a la cola de una sucesión. Por ejemplo, si en 
el teorema 3.2.4 X = (x,) es “positiva a la larga” en el sentido de que existe m € 
N tal que x, > 0 para toda n > m, entonces se cumplirá la misma conclusión de que 
x 2 0. Modificaciones similares son válidas para los demás teoremas, como el lec- 
tor deberá comprobar. 


3.2.8 Ejemplos a) La sucesión (7) es divergente. 

Del teorema 3.2.2 se sigue que si la sucesión X := (n) es convergente, enton- 
ces existe un número real M > 0 tal que n = |n| < M para toda n e N. Pero esto 
contradice la propiedad de Arquímedes 2.4.3. e 
b) La sucesión (—1)”) es divergente. e | 

Esta sucesión X = ((-1)”) está acotada (tomar M := 1), por lo que no se puede 
apelar al teorema 3.2.2. Sin embargo, suponer que existe a := lím X. Sea € := 1 
de tal modo que existe un número natural K; tal que 


—1)-a|<l ara toda n > K}. 
p 1 


Si n es un número natural impar con n > K;, se obtiene |-1 -a| < 1, de donde 
2 < a < Q. (¿Por qué?) Por otra parte, si n es un número natural par con n > Ki, 
de esta desigualdad se obtiene |1 — a| < 1, de donde 0 < a < 2. Puesto que a no 
puede satisfacer ambas desigualdades, la hipótesis de que X es convergente lleva 
a una contradicción. Por lo tanto, la sucesión X es divergente. 


e) al za) =2 


n 


Si se hace X := (2) y Y := (1/n), entonces ((27n + 1)/n) = X + Y. Así, del teo- 
rema 3.2.3a se sigue que lím(X + Y) = lim X + lím Y=2 + 0 =2. 


d) m| 22) -2 
n+5 
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Puesto que las sucesiones (2n + 1) y (1 + 5) no son convergentes (¿por qué?), 
no es posible usar directamente el teorema 3.2.3b. Sin embargo, si se escribe 


2n+1_2+1n 
n+5  14+5/n” 


la sucesión dada puede obtenerse en una forma en que el teorema 3.2.3b puede 
aplicarse cuando se hace X := (2 + 1/n) y Z:= (1 + 5/n). (Comprobar que se satis- 
facen todas las hipótesis.) Puesto que lím X = 2 y lim Z = 1 = 0, se deduce que 


O Kma + Dn + 5) = 2/1 =2. 


e) al a )=0. 
n2 +1 


No se puede aplicar directamente el teorema 3.2.3b. (¿Por qué?) Se observa que 
2n 2 
n2+1 n+Un 


pero el teorema 3.2.3b tampoco se aplica en este caso, porque (n + 1/4) no es una 
sucesión convergente. (¿Por qué no?) Sin embargo, si se escribe 


2a _ 2i 
n2+1 1+1/n2” 

entonces se puede aplicar el teorema 3.2.3b, ya que lim(2/n) = 0 y m(1 + 1/7?) = 

1 = 0. Por lo tanto, lim(27/(n? + 1)) = 0/1 = 0. 


D lim sn) =0. 


n 


No se puede aplicar el teorema 3.2.3b, ya que la sucesión (n) no es conver- 
gente [como tampoco lo es la sucesión (sen n)]. No parece ser el caso que una 
manipulación algebraica simple permita reducir la sucesión a una forma en que 
se aplique el teorema 3.2.3. Sin embargo, si se observa que —1 < sen n < 1, 
entonces se sigue que 


1 1 
-=< <=  paratoda neN. 
n n 


En consecuencia, puede aplicarse el teorema de compresión 3.2.7 para inferir que 
lím(n! sen n) = 0. (Cabe mencionar que también pudo haberse aplicado el teore- 
ma 3.1.10 a esta sucesión.) 

g) Sea X = (x,) una sucesión de números reales que converge a x e R. Sea p un 
polinomio; por ejemplo, sea 


pÀ := apt + apit! + at + ao, 


donde k € N yaje R paraj = 0, 1,..., k. Del teorema 3.2.3 se sigue que la secuen- 
cia (p(x,)) converge a p(x). Los detalles se le dejan al lector como ejercicio. 

h) Sea X = (x,) una sucesión de números reales que converja ax € R. Sea r una 
función racional (es decir, r(£) := p(0/q(t), donde p y q son polinomios). Suponer 
que q(x,,) = 0 para toda n e N y que q(x) = 0. Entonces la sucesión (r(x,)) conver- 
ge a rx) = pCod)/q(o). Los detalles se le dejan al lector como ejercicio. 
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Se concluye esta sección con varios resultados que serán de utilidad en la 
exposición que sigue. 


3.2.9 Teorema Sea que la sucesión X = (x,) converja a x. Entonces la sucesión 
(|x,1) de los valores absolutos converge a |x|. Es decir, si x = lim(x,), entonces 
[x] = lim(|xp)). 


Demostración. De la desigualdad del triángulo (véase el corolario 2.2.4a) se l 
sigue que 


llo) = |] | < |, —x para toda ne N. 


La convergencia de (|x, |) a |x| es entonces una consecuencia inmediata de la 
convergencia de (x,) a x. Q.E.D. 


3.2.10 Teorema Sea X = (x,) una sucesión de números reales que converge a 
X y suponer que X, 2 0. Entonces la sucesión (Vx, ) de las raíces cuadradas posi- 
tivas converge y m(Vx )=xwx. 


Demostración. Del teorema 3.2.4 se sigue que x = lim(x,) > 0, por lo que la 
afirmación tiene sentido. Se consideran ahora dos casos: (i) x = 0 y (ii) x > 0. 

Caso (i): Six = 0, sea € > 0 dada. Puesto que x„ — 0, existe un número natu- 
ral K tal que si n > K, entonces 


0<x, =x,-0<é. 


Por lo tanto [véase el ejemplo 2.1.13a], 0 < Ax < € para n 2 K. Puesto que € > 0 
es arbitraria, esto implica que Vep >0. 


Caso (ii): Si x > 0, entonces dx >0 y se observa que 


MS Are E 


Puesto que Vx, + Vx > Vx > 0, se sigue que 


Wer -valei - x|. 


La convergencia de Vx, — Vx se sigue del hecho de que x, > x. Q.E.D: 


Para ciertos tipos de sucesiones, el siguiente resultado proporciona un “crite- 
rio del cociente” de convergencia rápido y sencillo. En los ejercicios pueden 
encontrarse resultados relacionados. 


3.2.11 Teorema Sea (xp) una sucesión de números reales positivos tal que L := 
lím(x, + 1/X,) existe. Si L < 1, entonces (Xp) converge y lím(x,) = 0. 


3 2 Teoremas de límites 
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Demostración. Del teorema 3.2.4 se sigue que L > 0. Sea r un número tal que 
L<r<l,yseae:=r-L£L>0. Existe un número Ke N tal que si n > K, entonces 


Xny 


| X 


=L 


<E. 


n 


De esto se sigue (¿por qué?) que si n > K, entonces 


Iml O AT A TA 
Xn 
Por lo tanto, si n > K, se obtiene 

o e r O L, 
Si se hace C := xg/r£, se observa que 0 < x,,, 1 < Cr+!l para toda n > K. Puesto 
que 0 <r < 1, de 3.1.11b se sigue que lim(»”) = 0 y, por lo tanto, por el teorema 
3.1.10, lím(x,) = 0. Q.E.D. 


Como una ilustración de la utilidad del teorema precedente, considerar la 
sucesión (x,) dada por x„ := n/2”. Se tiene 
x +1 2” 1 1 
Ln] a A o 1 + ) a 
Xy 2n+1 n 2 


de modo que lím(x,,, 1/Xp) = 4. Puesto que 4 < 1, del teorema 3.2.11 se sigue que 
lím(n/2*) = 0. 


Ejercicios de la sección 3.2 


1. Para x, dada por las siguientes fórmulas, establecer la convergencia o divergencia de la 
sucesión X = (x,,). 


-1y 
a) ON b) pani ) t, 
n+1 n+l 
2 2 
c) Xy im —, d) pa a 
n+l n2 +1 


2. Dar un ejemplo de dos sucesiones divergentes X y Y tales que: 
a) su suma X + Y converja, b) su producto XY converja. 


3. Demostrar que si X y Y son sucesiones tales que X y X + Y son convergentes, entonces 
Y es convergente. 


4. Demostrar que si X y Y son sucesiones tales que X converge a x = 0 y XY converge, 
entonces Y converge. 


5. Demostrar que las siguientes sucesiones no son convergentes. 


a) (2) b) (1). 
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6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Capítulo 3 Sucesiones y series 


Encontrar los límites de las siguientes sucesiones: 


a) m((2+1/m)2), b) im E5, 
MN (nm+1) 
c) al d) dl 


+ Si (b,) es una sucesión acotada y lím(a,) = 0, demostrar que lím(a,b,) = 0. Explicar 


por qué no puede aplicarse el teorema 3.2.3. 


. Explicar por qué el resultado en la ecuación (3) que está antes del teorema 3.2.4 no 


puede usarse para evaluar el límite de la sucesión ((1 + 1/1)”. 


. Sea y, :=Wn+1 — Va para n € N. Demostrar que Or) y (ny, convergen. Encontrar 


sus límites. 
Determinar los siguientes límites. 


a) lim(GB Ya) 2), b) lim(( + 1D), 


n+l n+1 
Si 0 <a < b, determinar lím PEE 
| a” +b” J 


Si a > 0, b > 0, demostrar que limy (n + anı + b) — n) = (a + b)/2. 


Usar el teorema de compresión 3.2.7 para determinar los límites de las siguientes suce- 
siones. 


a) (n), b) (1914), 
Demostrar que si z, := (a” + b/n, donde 0 < a < b, entonces lím(z,) = b. 


Aplicar el teorema 3.2.11 a las siguientes sucesiones, donde a, b satisfacen 0 < a < I; a 
b>1l. 


a) (a”), b) (0/22, 
c) (n/b”), d) (215%), 


a) Proporcionar un ejemplo de una sucesión convergente (x,) de números positivos 
con lim(x,,, 1/x,) = 1. 

b) Dar un ejemplo de una sucesión divergente con esta propiedad. (Por tanto, esta pro- 
piedad no puede usarse como criterio de convergencia.) 


Sea X = (x,) una sucesión de números reales positivos tales que lím(x,,1/x,) = L >l. 
Demostrar que X es una sucesión no acotada y, por consiguiente, que no es convergente 
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18. Discutir la convergencia de las siguientes sucesiones, donde a, b satisfacen 0 <a < 1, 


b>l. 
a) (a, b) (b/n), 
c) (b"/n!), d) (n!/n”). 


19 


Sea (x) una sucesión de números reales positivos tales que lím(M = L < 1. 
Demostrar que existe un número r con 0 <r< 1 tal que 0 < x, < 7” para toda n e N lo 
suficientemente grande. Usar este resultado para demostrar que lím(x,,) = 0. 


20. a) Dar un ejemplo de una sucesión convergente (x,) de números positivos con 
lima”) = 1. 
b) Dar un ejemplo de una sucesión divergente (x,) de números positivos lim(x/”) = 1. 
(Por tanto, esta propiedad no puede usarse como criterio de convergencia.) Xx 


21. Suponer que (x,,) es una sucesión convergente y que (»,) es tal que para cualquier € > 
0 existe M tal que |x, — y,| < € para toda n > M. ¿Se infiere que (»,) es convergente? 


22. Demostrar que si (x,,) y (»,,) son sucesiones convergentes, entonces las sucesiones (u,,) 
y (v,,) definidas por u, := Máx {Xp Y y) Y Vn := min(x,,, y,) también son convergentes. 
(Véase el ejercicio 2.2.16.) 


23. Demostrar que si (xp), (y), (Zn) son sucesiones convergentes, entonces la sucesión (w,,) 
definida por w, := med(x;, Yn» Zn} también es convergente. (Véase el ejercicio 2.2.17.) 


Hasta este punto, se han obtenido varios métodos para demostrar que una sucesión 
X = (Xp) de números reales es convergente: 


(1) Puede usarse directamente la definición 3.1.3 o el teorema 3.1.5, lo cual con 
frecuencia (pero no siempre) resulta difícil de hacer. 

Gi) Se puede dominar |x,, — x| con un múltiplo de los términos de una sucesión 
(a,) cuya convergencia a O sea conocida para aplicar después el teorema 
3.1.10. 

(111) Se puede identificar X como una sucesión obtenida a partir de otras sucesiones 
cuya convergencia sea conocida tomando colas, combinaciones algebraicas, valo- 
res absolutos o raíces cuadradas y aplicando los teoremas 3.1.9, 3.2.3, 32.9 o 
3.2.10. 

(iv) Puede “comprimirse” X entre dos sucesiones que convergen al mismo límite 
y usar el teorema 3.2.7. 

(v) Puede usarse el “criterio del cociente” del teorema 3.2.11. 


Salvo por (iii), todos estos métodos requieren que se sepa de antemano el valor del 
límite (o al menos que se tenga una conjetura del mismo) para después compro- 
bar que es correcto. 

Sin embargo, hay. muchos casos en que no se cuenta con un posible valor evi- 
dente para el límite de una sucesión, aun cuando un análisis preliminar sugiera que 


86 


Capítulo 3 Sucesiones y series 


la convergencia es probable. En la presente sección y en las dos siguientes se esta- 
blecerán resultados que pueden usarse para demostrar que una sucesión es conver- 
gente aun cuando no se conozca el valor del límite. El método que se introduce en 
esta sección es de alcance más restringido que los métodos que se presentan en las 
dos secciones siguientes, pero su aplicación es mucho más sencilla. Se aplica a 
sucesiones que son monótonas en el sentido siguiente. 


3.3.1 Definición Sea X= (x,) una sucesión de números reales. Se dice que X es 
creciente si satisface las desigualdades 


15 05 $X 410 


Se dice que X es decreciente si satisface las desigualdades 


ua 


X 222": Z Xy 2Xp41 


Se dice que X es monótona si es creciente o decreciente. 
Las siguientes sucesiones son crecientes: 


(123,4, 315%), (122,03 3) 
(a, ada, at), sia>l. 


Las siguientes sucesiones son decrecientes: 


(1; 1/2; 113,+,Vn,*=3, (l, 1/2, 1/22, +++, 1/21, +. 2), 
A O si 0<b<1. 


Las siguientes sucesiones no son monótonas: 
(+1, Ll, +1, >, GDH, pe >, E, +2, =3, 0, Cia, sii J: 
Las siguientes sucesiones no son monótonas, pero lo son “a la larga”: 
(7,6,2, 1,2,3, 4,0), (-2, 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, :- >. 
3.3.2 Teorema de convergencia monótona Una sucesión monótona de núme- 
ros reales es convergente si y sólo si está acotada. Además: 
a) Si X = (x,) es una sucesión creciente acotada, entonces 
lím(x,) = supíx, : ne N}. 
b) Si Y = (y,) es una sucesión decreciente acotada, entonces 
img, = nfíy, : ne N}. 
Demostración. En el teorema 3.2.2 se vio que una sucesión convergente debe 
estar acotada. 


Recíprocamente, sea X una sucesión monótona acotada. Entonces o X es cre- 
ciente o es decreciente. 
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a) Se trata primero el caso en que X = (x,) es una sucesión creciente acotada. 
Puesto que X está acotada, existe un número real M tal que x„ < M para toda 
n € N. De conformidad con la propiedad de completez 2.3.6, el supremo x* = 
supíx, : n € N} existe en R; se demostrará que x* = lím(x,,). * 

Si £ > 0 está dada, entonces x* — £ no es una cota superior del conjunto (x, : 
n € N} y, por consiguiente, existe un miembro del conjunto xg tal que x* — € < xy. 
El hecho de que X es una sucesión creciente implica que xg < x, siempre que n > K, 
de donde 


x*—ESxXp Exp sx*t<x*t+E para toda n>XK. 
Se tiene, por lo tanto, 
[xy =x*| <e para toda n>K. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se concluye que (x,) converge a x*, 

b) Si Y= (p,,) es una sucesión decreciente acotáda, entonces resulta claro que 
X := -Y = (~y) es una sucesión creciente acotada. En el inciso a) se demostró que 
lim X= supí—y, : n e N}. Ahora bien, lím X = -lím Y y, por el ejercicio 2.4.4b, 
se tiene también 


supty, : ne N} =-nfíy, :ne N} 
Por lo tanto, lím Y = -lím X= inf(y, : ne N}. Q.E.D. 


El teorema de convergencia monótona establece la existencia del límite de una 
sucesión monótona acotada. Ofrece asimismo una manera de calcular el límite de 
la sucesión siempre que pueda evaluarse el supremo en el caso a) o el ínfimo en el 
caso b). En ocasiones resulta difícil evaluar este supremo (o ínfimo), pero una vez 
que se sabe que existe, muchas veces es posible poder evaluar el límite por otros 
métodos. 


3.3.3 Ejemplos a) lím(1/4n) = 0. 

Esta sucesión puede abordarse aplicando el teorema 3.2.10; sin embargo, se ` 
usará el teorema de convergencia monótona. Es evidente que 0 es una cota infe- 
rior del conjunto (1/Vn : n e N} y no es dificil demostrar que 0 es el ínfimo del 
conjunto (1/An : n e N}; en consecuencia, 0 = lím(1//n). 

Por otra parte, una vez que se sabe que ¥ := (1/Vn ) está acotada y es decre- 
ciente, se sabe que converge a algún número real x. Puesto que X = ( 1An ) conver- 
ge a x, del teorema 3.2.3 se sigue que X- X = (1/n) converge a x?. Por tanto, x? = 0, 
de donde x = 0. 

b) Seax, := 1 + 1/2 + 1⁄3 +:::+1nparane N. 

Puesto que Xx, +1 = YX, + 1/(n + 1) > Xp, se observa que (x,) es una sucesión cre- 
ciente. Por el teorema de convergencia monótona 3.3.2, la cuestión de si la sucesión 
es convergente o no se reduce a determinar si la sucesión está acotada o no. Los 
intentos por usar cálculos numéricos directos para llegar a una conjetura respecto 
del posible carácter acotado de la sucesión (x,,) desembocan en una frustrante situa- 
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ción sin resultados concluyentes. Una computadora revelará los valores aproxima- 
dos x„ = 11.4 para n = 50 000 y x„ = 12.1 para n = 100 000. Estos hechos numérl- 
cos podrían llevar al observador bisoño a concluir que la sucesión. está acotada. Sin 
embargo, la sucesión es en realidad divergente, lo cual se establece al advertir que 


1 f1 1 l 1 1 ) 
Xona =l+~+| ~+ |+ +e 
2 \3 4 27-1 +1 2n 


Puesto que (x,,) no está acotada, el teorema 3.2.2 implica que es divergente. 

Los términos x, se incrementan con extrema lentitud. Por ejemplo, puede 
demostrarse que alcanzar un valor de x„ > 50 implicaría aproximadamente 5.2 x' 
10?! adiciones, y una computadora normal que realizara 400 millones de adicio- 
nes por segundo requeriría más de 400 000 años para poder realizar el cálculo (hay 
31 536 000 segundos en un año). Incluso una supercomputadora que puede reali- 
zar más de un billón de adiciones por segundo requeriría más de 164 años para 
alcanzar esa modesta meta. O 


Las sucesiones que están definidas inductivamente deben tratarse de manera 
diferente. Si se sabe que una sucesión converge, entonces el valor del límite puede 
determinarse en ocasiones utilizando la relación inductiva. 

Por ejemplo, suponer que se ha establecido la convergencia de la sucesión (x;,) 
definida por 

1 
x =2, Xna =2 nen. 
Xn 
Así, si se hace x = lím(x,), entonces se tiene también x = lím(x,,, 1), ya que la 
cola-1 (x„+1) converge al mismo límite. Además, se observa que x,, > 2, de modo 
que x = 0 y x, = 0 para toda n e N. Por lo tanto, pueden aplicarse los teoremas de 
límites para sucesiones para obtener 
1 


1 
x=lim(X 41) =2+— =2+—. 
lim(x,) x 


Así, el límite x es una solución de la ecuación cuadrática x? — 2x — 1 = 0, y como 


`x debe ser positiva, se encuentra que el límite de la sucesión es x = 1 + V2. ` 


Desde luego, la cuestión de la convergencia no debe pasarse por alto o supo- 
nerse a la ligera. Por ejemplo, si se supusiera que la sucesión (y„) definida por 
Y1:= l, Yapı := Zyn + 1 es convergente con límite y, entonces se obtendría así 
y = 2y + 1, de modo que y =-—1. Desde luego, esto es absurdo. 

En los ejemplos siguientes se emplea este método para evaluar límites, pero 
sólo después de establecer con todo cuidado la convergencia mediante la aplica- 
ción del teorema de convergencia monótona. En la sección 3.5 se presentan ejem- 
plos adicionales de este tipo. 
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3.3.4 Ejemplos a) Sea que Y = (y,,) esté definida inductivamente por y, := 1, 
Ya+1 = $ (2y, + 3) para n > 1. Se demostrará que lim. Y = 3/2. 

Realizando cálculos directos se establece que y, = 5/4. Se tiene en consecuencia 
yı < y, <2. Se demuestra, por inducción matemática, que y, < 2 para toda n e N. De 
hecho, esto se cumple para n = 1, 2. Si y, < 2 se cumple para alguna k € N, enton- 
ces 


Yra =Qyr +3)<(4+3)=1<2, 
de modo que yz, 1 < 2. Por lo tanto, y, < 2 para toda n e N. 

Se demuestra ahora, por inducción matemática, que y, < y, + ı para toda 
n e N. Se ha verificado que esta afirmación es verdadera para n = 1. Se supone 
ahora que y, < Jz,1 para alguna k; entonces 2y} + 3 < 2yz41 + 3, de donde se 
sigue que 


1 1 
Y hal = GO Ya +3)< OY +3)= Yk42- 


En consecuencia, y, < yg+1 implica que Yz,1 < Yx12. Por lo tanto, y, < Yn+1 para 
todan e N. 

Se ha demostrado que la sucesión Y = (y,,) es creciente y que está acotada supe- 
riormente por 2. Del teorema de convergencia monótona se sigue que Y converge 
a un límite que es a lo sumo 2. En este caso no es sencillo evaluar lím(y,,) calcu- 
lando sup(y, : n e N}. Sin embargo, hay otra manera de evaluar este límite. Puesto 
que Ya+1 = F(Q), + 3) para toda n e N, el n-ésimo término de la cola-1 Y, de Y 
guarda una relación algebraica simple con el n-ésimo término de Y. Puesto que, 
por el teorema 3.1.9, se tiene y := lím Y; = lím Y, del teorema 3.2.3 se sigue por 
lo tanto (¿por qué?) que 


ed 
IA 


de donde se sigue que y = 3/2. 
b) Sea Z = (z,,) la sucesión de números reales definida por z; := 1, Z,. 1 := V2z y 
para n e N. Se demostrará que lím(z,) = 2. 

Adviértase que z; = 1 y z, = V2; en consecuencia, 1 < z; < z, < 2. Se afirma 
que la sucesión Z es creciente y que está acotada superiormente por 2. Para demos- 
trar esto se probará, por inducción matemática, que 1 < Z„ < z, , 1 < 2 para toda 
n e N. Este hecho se ha verificado para n = 1. Suponer que se cumple para n = k; 
entonces 2 < 2z, < 2zj,,1 < 4, de donde se sigue (¿por qué?) que 


pa a =4/2Z; <Zk42 = 122 k+1 A 


[En este último paso se usó el ejemplo 2.1.13a.] En consecuencia, la validez de la 
desigualdad 1 < z} < zz, 1 < 2 implica la validez de 1 < zg,1 <Zg,2 < 2. Por lo tanto, 
1 < Zp <Zp+1 < 2 para toda n e N. 

Puesto que Z = (z„) es una sucesión creciente acotada, del teorema de conver- 
gencia monótona se sigue que converge a un número z := supíz,). Es posible 
demostrar directamente que sup{z„} = 2, de donde z = 2. De manera alternativa, 
puede usarse el método empleado en el inciso a). La relación 2,1 = V2z pro- 
porciona una relación entre el n-ésimo término de la cola-1 Z} de Z y el n-ésimo 
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+ En consecuencia, s, , ¡ £S, para toda n > 2. El teorema de convergencia monóto- 
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término de Z. Por el teorema 3.1.9 se tiene lím Z; = z = lím Z. Además, por los 
teoremas 3.2.3 y 3.2.10, se sigue que el límite z debe satisfacer la relación 


z= Wiz 


En consecuencia, z debe satisfacer la ecuación 2? = 2z que tiene las raíces z = 0, 
2. Puesto que todos los términos de z = (z,,) satisfacen 1 < z, < 2, del teorema 3.2.6 
se sigue que debe tenerse 1 <z < 2. Por lo tanto, z = 2. 


Cálculo de raíces cuadradas 


Se presenta a continuación una aplicación del teorema de convergencia monótona 
para calcular raíces cuadradas de números positivos. 


3.3.5 Ejemplo Sea a > 0; se construirá una sucesión (s,) de números reales que 
converge a Va. 

Sea sı > 0 un número arbitrario y se define s,,, 1 :=3 (s, + a/s) para n e N. Se 
demuestra ahora que la sucesión (s,) converge a Va. (Este proceso para calcular 
raíces cuadradas se conocía ya en Mesopotamia antes de 1500 a. de C.) 

Se sado primero que s? > a para n > 2. Puesto que s, satisface la ecuación 
cuadrática s? — 2s,,, 15, + a = 0, esta ecuación tiene una raíz real. En consecuen- 
cia, el discriminante 4s?, ¡ — 4a debe ser no negativo; es decir, s2}; > a paran > 1. 

Para ver que (s„) es decreciente a la larga, se observa que para n > 2 se tiene 
al 1 Cs 2 -a) 


1 
Sn Sn =Sn E a 
n 


20. 
2 Sy 


na implica que s := lim(s,) existe. Además, por el teorema 3.2.3, el límite s debe 
satisfacer la relación 
1 a 
=-|s+=|, 
2 S ) 


de donde se sigue (¿por qué?) que s = a/s o s? = a. Por tanto, s = Va. 

Para fines de cálculo, con frecuencia es importante contar con una estimación 
de la rapidez con que la sucesión (s„) converge a Va. Como antes, se tiene Va < Sa 
para toda n > 2, de donde se sigue que a/s, < Va < s„. Se tiene, por tanto, 


0<s, — Va € s, — als, = (S2 — ay, para n22. 


Utilizando esta desigualdad puede calcularse Ya con cualquier grado de precisión 
deseado. 


El número de Euler 


Esta sección se concluye con la presentación de una sucesión que converge a uno 
de los números “trascendentes” más importantes en las matemáticas, el segundo 
en importancia sólo después de 7. 
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3.3.6 Ejemplo Sea e, := (1 + 1/n)” para n e N. Se demostrará ahora que la 
sucesión E = (e,) está acotada y que es creciente; en consecuencia, es convergen- 
te. El límite de esta sucesión es el famoso número de Euler e, cuyo valor aproxi- 
- mado es 2.718 281 828 459 045 - - :, el cual se toma como la' base de los logarit- 
mos “naturales”. 
Si se aplica el teorema del binomio, se obtiene 


ln = 141 121,029,1 nm D(r-2) 1 
n ln 2! n2 3! n3 

pe DZI 

n! n” 


Si los numeradores de los coeficientes binomiales se dividen por las potencias de 
n, se obtiene 


Del mismo modo se tiene 


em =Le1+ t1- l $ 1 l 1- Z 
2! n+1) 3! n+l n+1 
as 1 E 1 1 2 ¡ AL | 
n! n+1 n+l n+1 | 
A 
(n+1)! n+1 n+l n+l 


Adviértase que la expresión para e,, contiene n + 1 términos, en tanto que la corres- 
pondiente a e„„ı contiene n + 2 términos. Además, cada término que aparece en 
€, es menor o igual que el término correspondiente de €,,,1, y €„+1 tiene un tér- 
mino positivo más. Se tiene por lo tanto 2 < e, <e,< ° <en < ep] < “de 
modo que los términos de E son crecientes. 

Para demostrar que los términos de £ están acotados superiormente, se obser- 
va que si p = 1, 2, + +, n, entonces (1 — p/n) < 1. Además, 2?! < p! (véase 1.2.4e), 
de modo que 1/p! < 1/277. Por lo tanto, si n > 1, se tiene entonces 


1 
2n-1 ; 


2<e, citit ett 


Puesto que puede verificarse que [véase 1.2.4f] 


1 1 1 1 
—+— +t = 1 y 
2 22 9n-1 on 
se deduce que 2 < e, < 3 para toda n e N. El teorema de convergencia monóto- 
na implica que la sucesión £ converge a un número real que está entre 2 y 3. El 
número e se define como el límite de esta sucesión. 


<], 
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Al hacer más precisas las estimaciones, pueden obtenerse aproximaciones 
racionales más cercanas a e, pero no es posible evaluarlo exactamente, ya que e es 
un número irracional. Sin embargo, es posible calcular e con tantas cifras decima- 
les como se desee. El lector debe usar una calculadora (o una computadora) para 
evaluar e, para valores “grandes” de n. 


Leonhard Euler 

Leonhard Euler (1707-1783) nació cerca de Basilea, Suiza. Su 
padre, un clérigo, esperaba que su hijo lo siguiera en su ministerio, 
pero cuando Euler ingresó en la Universidad de Basilea a los 14 
años de edad su talento matemático fue advertido por Johann 
Bernoulli, quien se convirtió en su mentor. En 1727, Euler fue a 
Rusia para reunirse con el hijo de Johann, Daniel, en la nueva 


Academia de San Petersburgo. Ahí conoció y contrajo matrimonio 
con Katharina Gsell, la hija de un artista suizo. Durante su largo matrimonio tuvieron 
13 hijos, pero sólo cinco sobrevivieron la infancia. 

En 1741, Euler aceptó una oferta de Federico el Grande para incorporarse a la 
Academia de Berlín, donde permaneció 25 años. Durante este periodo escribió libros 
sobre cálculo que constituyeron hitos históricos, así como una serie continua de artícu- 
los. En respuesta a una solicitud de instrucción en ciencias del principe de Anhalt- 
Dessau, Euler escribió una obra en varios volúmenes que se hizo famosa con el título 
Cartas a un principe alemán. 

En 1766 volvió a Rusia por invitación de Catalina la Grande. Su vista se había dete- ' 
riorado con los años, y poco después de su regreso a Rusia quedó totalmente ciego. De 
manera increíble, su ceguera afectó en escasa medida su producción matemática, pues 
en este estado escribió varios libros y más de 400 artículos. Se mantuvo trabajando y 
activo hasta el día de su muerte. 

La productividad de Euler fue notable: escribió libros de texto de física, álgebra, 
cálculo, análisis real y complejo, geometría analítica y diferencial, y cálculo de varia- 


ciones. También escribió cientos de artículos originales, muchos de los cuales recibie- 


ron premios. Una edición actual de sus obras escogidas consta de 74 volúmenes. 


Ejercicios de la sección 3.3 


1. Sea x1 :=8 Y Xp4] := Lx, + 2 para n e N. Demostrar que (x,,) está acotada y es monó- 
tona. Encontrar el límite. 


2. Seax > 1 y x,41 :=2-—1/x, para n e N. Demostrar que (x,) está acotada y es monó- 
tona. Encontrar el límite. 


3. Sea xı 22 y xp41 := 1 + vx,—1 para n e N. Demostrar que (x,) es decreciente y que 
está acotada inferiormente por 2. Encontrar el límite. 


4, Sea x; :=1 y xpi := V2+x, para n e N. Demostrar que (x,) converge y encontrar el 
límite. 


5. Sea y] := xp, donde p > 0, y Yy 41 := Wp+ y, para n e N. Demostrar que (y„) conver- 
ge y encontrar el límite. [Sugerencia: una cota superior es 1 + 2Np .] . 


3.4 Subsucesiones y el teorema de Bolzano-Welerstrass 93 


6. Sea a > 0 y z, > 0. Se define 2,1 := Va+z, para n e N. Demostrar que (z„) converge 
y encontrar el límite. 


7. Sea x :=4>0YX,41 := Xp + 1/x, para n e N. Determinar si (x,) converge o diverge. 


creciente, (b,,) una sucesión decreciente, y suponer que a, S b, 
para toda n e N. Dé tostrar que lím(a,,) < lím(D,,), de donde se deduce la propiedad de 
los intervalos anidados 2.5.2 del teorema de convergencia monótona 3.3.2. 


9. Sea A un subconjunto infinito de R que está acotado superiormente y sea u := sup A. 
Demostrar que existe una sucesión creciente (x,) con x, e A para toda n e N tal que 
u = lím(x,). 


10. Sea (x„) una sucesión acotada y, para toda n e N, sea s, := sup{x : k 2 n} y b := 
inf{x; : k2 nj. Demostrar que (s,,) y (+,) son monótonas y convergentes. Demostrar asi- 
mismo que si lím(s,,) = lím(*,), entonces (x„) es convergente. [A lím(s,,) se le Hama el 
límite superior de (x,,) y a lím(r,) el límite inferior de (x,,).] 


11. Establecer la convergencia o divergencia de la sucesión Op) donde 


1 1 1 
z + ahariak 
n+l n+2 2n 


Yn: para neN. 


12. Sea x, := 1/1? + 1/22 +: ++ + 1/1? para toda n e N. Demostrar que (x,) es creciente y 
que está acotada y, por consiguiente, que converge. [ Sugerencia: obsérvese que si k > 2, 


entonces 1/12 < 1/Kk- 1) = 1(k- 1) - 1/k.] 


13. Establecer la convergencia y encontrar los límites de las sucesiones siguientes. 


a) ((1+1/m37 ) b) ((1+1/m)2»), 
/ ny 
c) Ea } a) (a-1/7)»). 


14. Aplicar el método del ejemplo 3.3.5 para calcular 2 con cuatro cifras decimales de 
precisión. 


15. Aplicar el método del ejemplo 3.3.5 para calcular V5 con cinco cifras decimales de 
precisión. 


16. Calcular el número e, del ejemplo 3.3.6 para n = 2, 4, 8, 16. 


17. Usar una calculadora para encontrar el valor de e„ para n = 50, n = 100 y n = 1000. 


bsucesiones y el teorema de Bolzano 


En esta sección se introduce la noción de una subsucesión de una sucesión de 
números reales. De manera informal, una subsucesión de una sucesión es una 
selección de términos de una sucesión dada tal que los términos seleccionados 


94 


Capítulo 3 Sucesiones y series 


forman una nueva sucesión. Por lo general, la selección se hace para un propó- 
sito determinado. Por ejemplo, las subsucesiones con frecuencia resultan de 
utilidad para establecer la convergencia o divergencia de la sucesión original. 
Se presenta, asimismo, el importante teorema de existencia conocido como el 
teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual se usará para establecer varios resultados 
importantes. 


3.4.1 Definición Sea X= (x,) una sucesión de números reales y sean; <m <: 
< n; <:* * una sucesión estrictamente creciente de números naturales. Entonces a 
la sucesión A” = (x,,) dada por 


Enp Xap ` > Anp 7 `) 
se le llama una subsucesión de X. 


Y 
Por ejemplo, si X := (+ bh } entonces la selección de los términos con índi- 
ce par produce la subsucesión 


E ¡LN i 
2 46 2k 


donde n = 2, ny = 4, ` +°, ng = 2k, * * *. Otras subsucesiones de X = (1/n) son las 
siguientes: 


r a a Kee rA a D 
35 2k- J MAC Ok 


Las siguientes sucesiones no son subsucesiones de X = (1/n): 


E L > pp 0, 39 0, q Or] 
214365 1 3 5 


La cola de una sucesión (véase 3.1.8) es un caso especial de subsucesión. De 
hecho, la cola-m corresponde a la sucesión de índices 


n=m+l1l)n=m>+2,:>>,n¿=3m>+k,cc>. 


Pero, evidentemente, no toda subsucesión de una sucesión dada es necesariamen- 
te una cola de la sucesión. 

Las subsucesiones de sucesiones convergentes también convergen al mismo 
límite, como se establece a continuación. 


3.4.2 Teorema  Siuna sucesión X = (X,) de números reales converge a un núme- 
ro real x, entonces cualquier subsucesión X' = (Xy, ) de X también converge a x. 


Demostración. — Sean £> 0 dada y K(£) tal que si n 2 K(£), entonces |x,- x] < €. 
Puesto que n; <n<- + <mn,<:-- es una sucesión creciente de números natura- 
les, resulta sencillo demostrar (por inducción matemática) que n; > k. En conse- 
cuencia, si k> K(€), se tiene también n; > k> K(€), de modo que |x, i = x| < £. Por 
lo tanto, la subsucesión (x„,) también converge a x. Q.E.D. 
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3.4.3 Ejemplos a) lim(b”) =0si0<b< 1. 
- Se ha visto ya, en el ejemplo 3.1.11b, gue si 0 < b < 1 y six, := b”, entonces 
de la desigualdad de Bernoulli se sigue que “m(x,) = 0. De manera alternativa, 
«se observa que como 0 < b < 1, entonces xp}; = b"+! < b" = xp, de modo que la 
sucesión (x,,) es decreciente. También es claro que 0 < x, < 1, por lo que del teo- 
rema de convergencia monótona 3.3.2 se sigue que la sucesión es convergente. Sea 
x := lím x,. Puesto que (x2,) es una subsucesión de (x,,), del teorema 3.4.2 se sigue 
- que x = lím(x,,). Además, de la relación x2, = b” = (b”}? = xZ y del teorema 
3.2.3 se sigue que 


x = lim) = (lím(x,)?) = xX. 


En consecuencia, debe tenerse o x = 0 o x = 1. Puesto que la sucesión (x,) es 
decreciente y está acotada superiormente por b < 1, se infiere que x = 0. 
b) lím(c!”) = 1 para c> 1. 

Este límite se obtuvo en el ejemplo 3.1.11c para c > 0, haciendo uso de un 
razonamiento bastante ingenioso. Se presenta aquí otro enfoque para el caso c > 
1. Obsérvese que si z, := c!”, entonces z, > 1 y 2,41 < Zp para toda n e N. (¿Por 
qué?) Así, por el teorema de convergencia monótona, el límite z := lím(z,,) existe. 
Por el teorema 3.4.2 se sigue que z = lím(z,,). Además, de la relación 


Zan = cn — (cm A Z zll 


y del teorema 3,2.10 se sigue que 
z = limen) = (lime)? = 2. 
Por lo tanto, se tiene z4 = z, de donde se sigue que o z = 0 o z = 1. Puesto que 


Zn > l para toda n € N, se infiere que z = 1. 
Se deja como ejercicio para el lector considerar el caso 0 < c< 1. 


El siguiente resultado se basa en una cuidadosa negación de la definición de 
lím(x,) = x. Lleva a una manera conveniente de establecer la divergencia de una 
sucesión. 


3.4.4 Teorema Sea X = (xp) una sucesión de números reales. Entonces los 
siguientes enunciados son equivalentes: 


(i) La sucesión X = (xp) no converge a x € R. 

(ii) Existe €, > 0 tal que para cualquier k e N, existe n, e N fal que nyg 2 k y 
|X X| > €. - 

Gii) Existe gy > 0 y una subsucesión X' = (Xy) de X tal que |x,, —x| 2 € para 
todake N. 


Demostración. (i) > (11) Si (x„) no converge a x, entonces para alguna e, > 0 
es imposible encontrar ui número natural k tal que para toda n > k los términos x,, 
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satisfagan |x, —x| < £: Es decir, para toda k e N no se cumple que para toda 
n > k la desigualdad |x, —x] < €y es válida. En otras palabras, para toda ke N 
existe un número natural n; > k tal que |x,, —x| > £o- 

(ii) > (iii) Sea £ọ como en (ii) y sea n; e N tal que n; 21 y |x,, -x| > £. 
Ahora sea m € N tal que m >n y |x,, -x| > €; sea m3 e N tal que n3 > n y 
|Xn; -x| Z £. Se continúa de esta manera para obtener una subsucesión A” = (x,,) 
de X tal que |x,, — x| > £ para toda ke N. 

(iii) => (i) Suponer que X = (x,) tiene una subsucesión A” = (x,,) que satis- 
face la condición del inciso (iii). Entonces X no puede converger a x, porque si lo 
hiciera, por el teorema 3.4.2, la subsucesión A” convergería a x. Pero esto es impo- 
sible, ya que ninguno de los términos de X” pertenece a la vecindad-ey de x. 

Q.E.D, 


Puesto que todas las subsucesiones de una sucesión convergente deben conver- 
ger al mismo límite, se llega al inciso (1) del siguiente resultado. El inciso (11) se 
sigue del hecho de que una sucesión convergente está acotada. 


3.4.5 Criterios de divergencia Si una sucesión X = (X,) de números reales 
tiene cualquiera de las propiedades siguientes, entonces X es divergente. 

G) X tiene dos subsucesiones convergentes X' = (Xn) y X” = (x,, ) cuyos límites 
no son iguales. 

Gi) X no está acotada. 


3.4.6 Ejemplos a) La sucesión X := ((-1”)) es divergente. 

La subsucesión X’ := (1?) = (1, 1, - + +) converge a 1; asimismo, la subsu- 
cesión X” := (E) = (21, —1, - + -) converge a —1. Por lo tanto, por el teorema 
3.4.5(1) se concluye que X es divergente. 

b) La sucesión (1,3, 3, 4, <- °) es divergente. 

Se trata de la sucesión Y = (y,,), donde y, = n si n es impar, y y, = 1/n si n es 
par. Es fácil ver que Y no está acotada. En consecuencia, por el teorema 3.4.5(11), 
la sucesión es divergente. 

c) La sucesión S := (sen n) es divergente. 

Esta sucesión no es tan fácil de abordar. Para examinarla debe, desde luego, 
hacerse uso de las propiedades elementales de la función seno. Se recuerda que 
sen(7/6) = 4 = sen(57/6) y que sen x >3 para x en el intervalo 1; := (1/6, 57/6). 
Puesto que la longitud de /; es 57/6 — 7/6 = 27/3 > 2, hay al menos dos núme- 
ros naturales que están dentro de /;; se hace que nı sea el primero de estos 
números. Del mismo modo, para toda k e N, sen x > 3 para x en el intervalo 


Iy := (1/6 + 2n(k- 1), 57/6 + 2n(£- 1). 


Puesto que la longitud de /, es mayor que 2, hay al menos dos números naturales 
que están dentro de I, se hace que n; sea el primero de ellos. La subsucesión 
S” := (sen ny) de S obtenida de esta manera tiene la propiedad de que todos sus 
valores están en el intervalo [2, 1]. 
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Del mismo modo, si ke N y J, es el 


Jp:= (71/6 + 27(k— 1), 117/6 + 210% 1)), 


entonces se ve que sen x < — +4 para toda x e J, y que la longitud de J, es mayor 
que 2. Sea mm, el primer número natural que está en J} Entonces la subsucesión 
S” := (sen mi) de S tiene la propiedad de que todos sus valores están en el inter- 
valo [-1, — 4]. 

Dado cualquier número real c, se observa de inmediato que al menos una de 
las subsucesiones S” y S” queda en su totalidad fuera de la vecindad-3 de c. Por lo 
tanto, c no puede ser el límite de S. Puesto que c e R es arbitraria, se infiere que 
S es divergente. 


La existencia de subsucesiones monótonas 


Aun cuando no toda sucesión es monótona, se demuestra a continuación que toda 
sucesión tiene una subsucesión monótona. 


3.4.7 Teorema de la subsucesión monótona Si X = (x,) es una sucesión de 
números reales, entonces existe una subsucesión de X que es monótona, 


Demostración. Para los fines de esta demostración, se dirá que el m-ésimo tér- 
mino X, es un “pico” si Xp > x, para toda n tal que n > m. (Es decir, x,, nunca es 
excedido por ningún término que lo precede en la sucesión.) Obsérvese que, en 
una sucesión decreciente, cualquier término es un pico, en tanto que en una suce- 
sión creciente ningún término es un pico. 

Se consideran dos casos, dependiendo de si X tiene un número infinito o fini- 


to de picos. 
Caso 1: X tiene un número infinito de picos. En este caso, la enumeración de 
los picos se hace con subíndices crecientes: X, Xm,” * “> Xmpo" * “+ Puesto que cada 


término es un pico, se tiene 


Xm 2 Xm Z :2 Xmk 2: 


Por lo tanto, la subsucesión (x,,,) de picos es una subsucesión decreciente de X. 
Caso 2: X tiene un número finito (posiblemente 2 de picos. Sea que estos picos 
se enumeren con subíndices crecientes: Xy Xmy * * Xm, Sea s4 := m, + 1 el primer 
índice después del último pico. Puesto que x,, no es un pico, existe s, > s4 tal que 
Xy, < Xy, Puesto que x,, no es un pico, existe 53 > sz tal que x,, < x,,. Al continuar 


de esta manera, se obtiene una subsucesión creciente Es) de X. Q.E.D. 


No es dificil ver que una sucesión dada puede tener una subsucesión que es 
creciente y otra que es decreciente. 


El teorema de Bolzano-Welerstrass 


Se usa ahora el teorema de la subsucesión monótona para demostrar el teorema de 
olzano-Welerstrass, el cual establece que toda sucesión acotada tiene una subsu- 
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cesión convergente. Debido a la importancia de este teorema, se presenta también 
una segunda demostración del mismo basada en la propiedad de los intervalos ani- 
dados. 


3.4.8 El teorema de Bolzano-Weierstrass Una sucesión acotada de números 
reales tiene una subsucesión convergente. 


Primera demostración. Del teorema de la subsucesión monótona se sigue 
que si X = (x,,) es una sucesión acotada, entonces tiene una subsucesión X¥' = 
(xy) que es monótona. Puesto que esta subsucesión también está acotada, del 
teorema de convergencia monótona 3.3.2 se sigue que la subsucesión es con- 
vergente. Q.E.D. 


Segunda demostración. Puesto que el conjunto de valores (x, : n e N} está 
acotado, este conjunto está contenido en un intervalo /; := [a, b]. Se toma n := 1. 

Se divide ahora 7; en dos subintervalos iguales 4 e ff , y se divide en dos par- 
tes el conjunto de índices (ne N:n>1]: 


A := {ne Nin> n, gE lih B= {ne Nin> m, 4E N} 


Si A es infinito, se toma 1, := 1, y sea n, el menor número natural en 4;. (Véase 
1.2.1.) Si 4, es un conjunto finito, entonces B4 debe ser infinito, y se toma h := I} 
y sea m el menor número natural en B;. 

Se divide ahora J en dos subintervalos iguales J e 15, y se divide en dos par- 
tes el conjunto de índices (ne N : n > m}: 


A= {ne N:n>n,x, € Dj, B,:=(ne N:n>m,x, € bj. 


Si A, es infinito, se toma J; := £) y sea nz el menor número natural en 4). Si A, es 
un conjunto finito, entonces B, debe ser infinito, y se toma J := [5 y sea nz el 
menor número natural en B3. 

Se continúa de esta manera para obtener una sucesión de intervalos anida- 
dos 22'722: y una subsucesión (y) de X tal que x,, € Ip para 
ke N. Puesto que la longitud de 7; es igual a (b — a)/2:7!, del teorema 2.5.3 se 
sigue que existe un punto común (único) € e J, para toda k e N. Además, pues- 
to que tanto x,, como É pertenecen a Jy se tiene 


xp, El <(0-ay2nl, 
de donde se sigue que la subsucesión End de X converge a 6. Q.E.D. 


Al teorema 3.4.8 se le Ilama en ocasiones el teorema de Bolzano-Weierstrass 
para sucesiones, porque hay otra versión del mismo que trata de conjuntos acotados 
en R (véase el ejercicio 11.2.6). 

Es evidente que una sucesión acotada puede tener varias subsucesiones que 
convergen a limites diferentes o que incluso divergen. Por ejemplo, la sucesión 
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(H1)y” tiene subsucesiones que convergen a —1, otras que convergen a +1, y tiene 
también subsucesiones que divergen. 
Sea X una sucesión de números reales y sea X’ una subsucesión de X. Entonces 


- X' es una sucesión por derecho propio y, en consecuencia, tienè subsucesiones. Se 


observa que si X” es una subsucesión de X’, entonces también es una subsucesión 
de X. 


3.4.9 Teorema Sea X = (x,) una sucesión acotada de números reales y sea que 
x € R tenga la propiedad de que toda subsucesión convergente de X converge 
a x. Entonces la sucesión X converge a X. 


Demostración. — Suponer que M > 0 es una cota de la sucesión X, de tal modo 
que |x, | < M para toda n e N. Si X no converge a x, entonces el teorema 3.4.4 
implica que existe £, > 0 y una subsucesión X’ = (x,) de X tal que 


[xxl 2 € para toda ke N. (Mm) 


Puesto que X’ es una subsucesión de X, el número M es también una cota de X’. 
En consecuencia, el teorema de Bolzano-Weierstrass implica que X’ tiene una sub- 
sucesión convergente A”. Puesto que X” es también una subsucesión de X, conver- 
ge a x por hipótesis. Por tanto, sus términos pertenecen a la larga a la vecindad-e 
de x, lo cual contradice (1). Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 3.4 


1. Dar un ejemplo de una sucesión no acotada que tenga una subsucesión convergente. 


2. Aplicar el método del ejemplo 3.4.3b para poder demostrar que si 0 < c < 1, entonces 
lím(c!”) = 1. i 


3. Sea (f,) la sucesión de Fibonacci del ejemplo 3.1.2d y sea x„ := £,41/f,. Dado que 
lím(x,) = £ existe, determinar el valor de L. 


4. Demostrar que las siguientes sucesiones son divergentes. 
a (1-1 + ln), b) (sen n7/4). 


5. Sean X = (x,) y Y = (y) sucesiones dadas, y sea la sucesión “barajada” Z = (z„) defi- 
nida por Z; := X1, Z2 (= Yis ` s Zon-1 = Xp Z2n = Yp ` Demostrar que Z es conver- 
gente si y sólo si tanto X como Y son convergentes y lím X = lím Y. 


6. Sea x, := n!” para n e N. 


a) Demostrar que xy ,1 < Xx, si y sólo si (1 + 1/n)” < n, e inferir que la desigualdad es 
válida para-n > 3. (Véase el ejemplo 3.3.6.) Concluir que (x,) es decreciente a la 
larga y que x := lím(x,) existe. 

b) Usar el hecho de que la subsucesión (x»,) también converge a x para concluir 
que x = 1. 
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7. Establecer la convergencia y encontrar los límites de las siguientes sucesiones: 


a) (G + 1⁄2’), b) (C + 1/27), 
c) (1 +1), 9) (+2) 


8. Determinar los límites de las siguientes sucesiones. 
a) (Gmt), b) (d+ 1/21"). 


9. Suponer que toda subsucesión de X = (x,,) tiene una subsucesión que converge a 0. 
Demostrar que lím X = 0. 
10. Sea (x,) una sucesión acotada, y para toda n e N sean s, := supíx, : k2 nm) y S:= 
inf{s„}. Demostrar que existe una subsucesión de (x,,) que converge a S. 


11. Suponer que x, > 0 para toda n e N y que lim((-1)"x,) existe. Demostrar que (x,,) con- 
verge. 


12. Demostrar que si (x,) no está acotada, entonces existe una subsucesión (Xy) tal que 
lim(1/x,) = 0. 


Si x, := El)Yn, encontrar la subsucesión de (x,) que se construyó en la segunda 
demostración del teorema de Bolzano-Weierstrass 3.4.8, cuando se toma /; := [1, 1]. 


13 


14. Sea (x,) una sucesión acotada y sea s := sup(x, : n € N}. Demostrar que si s € 
(x, : n e N}, entonces hay una subsucesión de (x,) que converge a s. 


15 


Sea (/,,) una sucesión anidada de intervalos acotados cerrados. Para toda n e N, sea que 
Xy € 1, Usar el teorema de Bolzano-Weierstrass para dar una demostración de la pro- 
piedad de los intervalos anidados 2.5.2. 


16. Dar un ejemplo que muestre que el teorema 3.4.9 no se cumple si se omite la hipótesis 
de que X es una sucesión acotada. | 


«SECCIÓN 3.5 


El teorema de convergencia monótona es de extraordinaria utilidad e importancia, 
pero tiene la desventaja significativa de que sólo se aplica a sucesiones que son 
monótonas. Es importante contar con una condición que implique la convergencia 
de una sucesión que no requiera conocer de antemano el valor del límite y que no 
esté restringida a sucesiones monótonas. El criterio de Cauchy, el cual se estable- 
ce en esta sección, es esta condición. 


3.5.1 Definición Se afirma que una sucesión X = (x,,) de números reales es 
una sucesión de Cauchy si para toda e > 0 existe un número natural H(e) tal 
que para todos los números naturales n, m > H(e), los términos x„, X„ satisfacen 
Xy Xml < €. i f 


m 


La importancia del concepto de sucesión de Cauchy se encuentra plasmada en 
el teorema principal de esta sección, el cual afirma que una sucesión de números 
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reales es convergente si y sólo si es una sucesión de Cauchy. Este resultado pro- 
porciona un método para demostrar que una sucesión converge sin necesidad de 
conocer su límite. 

Sin embargo, antes se pone de relieve la definición de sucesión de Cauchy en 


“los siguientes ejemplos. 


3.5.2 Ejemplos a) La sucesión (1/n) es una sucesión de Cauchy. 

Si £ > 0 está dada, se elige un número natural H = H(e) tal que H > 2/e. 
Entonces, si m, n > H, se tiene 1/n < 1/H < e/2; del mismo modo, 1/m < e/2. Por 
lo tanto, se sigue que si m, n 2 H, entonces 

EM A A EE 
-—|s>+— <+> 
n m| n m 2 2 
Puesto que €> 0 es arbitraria, se concluye que (1/7) es una sucesión de Cauchy. 
b) La sucesión (1 + (1)”) no es una sucesión de Cauchy. 

La negación de la definición de sucesión de Cauchy es: existe € > 0 tal que para 
toda A existe al menos una n > H y al menos una m > H tales que |x, — Xp] 2 £- 
Para los términos x, := 1 + (1), se observa que si n es par, entonces x, = 2 


E. 


y Xn+1 = 0. Si se toma £ = 2, entonces para cualquier H puede elegirse un núme- 


ro par n > H y sea m := n + 1 para obtener 


EA = Xn41l =2 = &. 


Se concluye que (x,) no es una sucesión de Cauchy. m 


Observación Se hace hincapié en que para demostrar que una sucesión (x,) es 
una sucesión de Cauchy no puede suponerse una relación entre m y n, ya que la 
desigualdad requerida |x, — x,,] < € debe ser válida para toda n, m > H(€). Pero 
para demostrar que una sucesión no es una sucesión de Cauchy, puede especificar- 
se una relación entre n y m siempre que puedan elegirse valores arbitrariamente 
grandes de n y m de tal modo que |x, — xXx, | 2 €. 


El objetivo que se persigue es demostrar que las sucesiones de Cauchy son pre- 
cisamente las sucesiones convergentes. Se prueba primero que una sucesión con- 
vergente es-una sucesión de Cauchy. 


3.5.3 Lema Si X= (x) es una sucesión convergente de números reales, enton- 
ces X es una sucesión de Cauchy. 


Demostración. Si x := lím X, entonces dada £ > 0 existe un número natural 
K(e/2) tal que si n > K(£/2), entonces |x, —x| < e/2. Por tanto, si He) := K(e/2) 
y sin, m > H(€), entonces se tiene 


[Xn — Ap | = |, =x) + (ER) | 
< |x, —x] + lx, =x] < €e/2 + €e/2 = €. 


Puesto que € > 0 es arbitraria, se sigue que (x,) es una sucesión de Cauchy. 
QE.D. 
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Para establecer que una sucesión de Cauchy es convergente se necesitará el 
siguiente resultado. (Véase el teorema 3.2.2.) 


3.5.4 Lema Una sucesión de Cauchy de números reales está acotada. 
Demostración. —SeaX:= C) una sucesión de Cauchy y sea £ := 1. S H = AD. 


y n > H, entonces |x, — xj] < 1. En consecuencia, por la desigualdad del triángu- 
lo, se tiene |x,,] < |xy| + 1 para toda n > H. Si se hace 


M := sup { (311, (xl, [xm] eyl + 1}, 


entonces se sigue que |x, | < M para toda n e N. Q.E.D. 


Se presenta ahora el importante criterio de convergencia de Cauchy. 


3.5.5 Criterio de convergencia de Cauchy Una sucesión de números reales 
es convergente si y sólo si es una sucesión de Cauchy. 


Demostración. Se ha visto, en el lema 3.5.3, que una sucesión convergente es 
una sucesión de Cauchy. 

Recíprocamente, sea X = (x,) una sucesión de Cauchy; se demostrará ahora 
que X es convergente a algún número real. Primero se observa por el lema 3.5.4 
que la sucesión X está acotada. Por lo tanto, por el teorema de Bolzano-Weierstrass 
3.4.8, existe una subsucesión X” = (x,) de X que converge a algún número real 
x*. La demostración se completará probando que X converge a x*. 

Puesto que X = (x,) es una sucesión de Cauchy, dada £ > 0 existe un número 
natural A(e/2) tal que si n, m 2 H(e/2), entonces 


[Xy — Xi | < €/2. (1) 


Puesto que la subsucesión X’ = (x,„,) converge a x*, existe un número natural K 2 
H(e/2) que pertenece al conjunto (13, nz, * * *) tal que 


Ixg—x*| < €l2. 
Puesto que K > H(e/2), de (1) con m = K se sigue que 
[xy =xkx| <e/2 para n2 H(e/2). 


Por lo tanto, si n > H(e/2), se tiene 


|, 1] = |<, — xx) + Ea) 
< |x, xx] + |xg-x*] 
< E2 + E2 = €. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se infiere que lím(x,) = x*. Por lo tanto, la sucesión 
X es convergente. Q.E.D. 
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Se presentan a continuación algunos ejemplos de aplicaciones del criterio de 
Cauchy. 


3.5.6 Ejemplos a) Sea que X = (x,) esté definida por 
1 
xil, x2:=2, y Xni= Un +X-1) para n>2,. 


Es posible demostrar por inducción matemática que 1 < x, < 2 para toda n e N. 
(Hacerlo.) Algunos cálculos indican que la sucesión X no es monótona. Sin embar- 
go, ya que los términos se forman sacando promedios, se observa de inmediato que 

| == N 

a E == ara neN. 

n n+l 21 p 

(Demostrar esta afirmación por inducción matemática.) Por tanto, si m > n, puede 
aplicarse la desigualdad del triángulo para obtener 


Xn -Xml | x Lal + TO io XAm-1 -Xml 
1 1 1 
= + ++ 
27-1 2n 2m-2 


1 [ 1 1 ) 1 
= ++. + < ; 
2n1 2 2m-n-l 2n-2 


Por lo tanto, dada € > 0, si se elige un valor de n tan grande que 1/2” < e/4 y si 
m 2 n, entonces se sigue que |x, — x,,] < £. Por lo tanto, X es una sucesión de 
Cauchy en R. Por el criterio de Cauchy 3.5.5 se infiere que la sucesión X conver- 
ge a un número x. y 

Para evaluar el límite x, primero se podría “pasar al límite” en la regla de defini- 
ción x, =} (xy 1 + Xp _2) para concluir que x debe satisfacer la relación x =H(x + x), 
que es verdadera pero no informativa. Por consiguiente, debe intentarse algo más. 

Puesto que X converge a x, la subsucesión A” con índices impares también lo 
hace. El lector puede establecer, por inducción matemática, que (véase 1.2.4f) 


1 1 
Bor va 


X2n+1 =1+ 


'b) Sea Y = (y,,) la sucesión de números reales dada por 


1 1 Ei- al (ya. 
:= := A 
1! 1 2! 1! 2! n! 
Evidentemente, Y no es una sucesión monótona. Sin embargo, si m > n, entonces 
—1)7+2 —1)7+3 -1ym+1 
SA APS. AS, 
(n+1)} (+2)! m! 


> 


Ym Yn 
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Puesto que 2™! < r! (véase 1.2.4e), se sigue que si m > n, entonces (¿por qué?) 


| 2 A ERT. 
Kye AN (n+2)! m! 
1 1 1 1 
<— + +e < . 
2n n+l 9m-1 2n-1 


Por lo tanto, se sigue que (y,,) es una sucesión de Cauchy. En consecuencia, conver- 
ge a un límite y. Por el momento no es posible evaluar y directamente; sin embargo, 
pasando al límite (con respecto a m) en la desigualdad anterior, se obtiene 


Lp y |< 1/27, 


En consecuencia, y se puede determinar con cualquier grado de precisión desea- 
do calculando los términos y, para n suficientemente grande. Le corresponderá al 
lector hacerlo y demostrar que y es aproximadamente igual a 0.632 120 559. (El 
valor exacto de y es 1 — 1/e.) 


c) La sucesión G + E ++ 5) diverge. 
n 


Sea H := (h,) la sucesión definida por 


1 1 1 
hai= ++ +2 para neN, 
1 2 n 


que se consideró en 3.3.3b. Si m > n, entonces 


1 1 
- h,= tet. 
n+1 m 
Puesto que cada uno de estos m — n términos excede a 1/m, entonces h,, — hy > 
(m —n)m = 1 — n/m. En particular, si m = 2n se tiene h,, — h, > 4. Con esto se 
demuestra que H no es una sucesión de Cauchy (¿por qué?); por lo tanto, H no es 
una sucesión convergente. (En términos que se introducen en la sección 3.7, acaba 
de demostrarse que la “serie armónica” 25, 1/n es divergente.) 


h 


m 


3.5.7 Definición Se dice que una sucesión X = (x„) de números reales es con- 
tractiva si existe una constante C, 0 < C < 1, tal que 


[Xn+2 —Xn+1 | S C| Xni — Xp] 
para toda n € N. Al número C se le llama la constante de la sucesión contractiva. 


3.5.8 Teorema Toda sucesión contractiva es una sucesión de Cauchy y, por lo 
tanto, es convergente. 


Demostración. Si se aplica sucesivamente la condición que define una suce- 
sión contractiva, se puede avanzar hacia atrás hasta llegar al principio de la suce- 
sión de la siguiente manera: 


AO | Sia El = (xy — Xn 
201 —Xp_2| SiS CŒ |x =x]. 


f 


à 
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Para m > n, se estima |X, — x, |] aplicando primero la desigualdad del triángulo y 
usando después la fórmula para la suma de una progresión geométrica (véase 
1.2.4f). Se obtiene así 
[Xm a Xp] E [Xm -Xml i |Xm-1 a Xm-2l HRX n T Xp 
O l -o s (C2 Cm3 4... + CM) xo) =x] 
[1-0 Y 
sena EE gl 
rc) 
1 1 
a sC | — ||x2 -xıl 
a 1-C 


Puesto que 0 < C < 1, se sabe que lim(C”) = 0 (véase 3.1.11b). Por lo tanto, se 
infiere que (x,) es una sucesión de Cauchy. Entonces, por el criterio de convergen- 
cia de Cauchy 3.5.5 se sigue que (x,,) es una sucesión convergente. Q.E.D. 


En el proceso de calcular el límite de una sucesión contractiva, con frecuencia 
es de suma importancia contar con una estimación del error en la n-ésima etapa. 
En el siguiente resultado se presentan dos de estas estimaciones: la primera inclu- 
ye los dos primeros términos de la sucesión y n; la segunda incluye la diferencia 
Xy T Xp-1> 


3.5.9 Corolario Si X := (X,) es una sucesión contractiva con constante C, 0 < 
C< l, y six* := lím X, entonces 
n-1 


1-C 


©) |x*-x,|< |x2 = x1], 


C 

(ii) [x*-x,|s [Xn dl 
1-C ] 
Demostración. Por la demostración precedente, si m > n, entonces |X —x,| S 
(œU -Olx -x |. Si se hace que m > oo en esta desigualdad, entonces se 
obtiene (1). 
Para demostrar (11), recuérdese que si m > n, entonces 

[mg — Ap 1 S Xi xma] +00 [Xn nl. 

Puesto que es inmediato, aplicando la inducción matemática, que 
[Xa+ — X, | < Œ x, — xn] 
ntk ntk-l] > n -1 |> 


se infiere que 


(Xm Xn] S (C+ Cy CJ Xy — 1 


S 1-C l= al 
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Ahora se hace que m — co en esta desigualdad para obtener la afirmación (11). 
Q.E.D. 


3.5.10 Ejemplo Se nos dice que la ecuación cúbica x? — 7x + 2 = 0 tiene una 
solución entre 0 y 1 y queremos obtener una aproximación de dicha solución. Esto 
puede conseguirse por medio de un procedimiento de iteración de la siguiente 
manera. Primero la ecuación se reescribe como x = (x? + 2)/7 y se usa esta expre- 
sión para definir una sucesión. Se le asigna a x; un valor arbitrario entre 0 y 1 y 
después se define 


X= 71442) para neN. 


Como 0 < xı < 1, se sigue que 0 < x,, < 1 para toda n e N. (¿Por qué?) Además, se 
tiene 


3 


n+1 Xp] 


1 1 1 
|Xn+2 = Xn = a +2)-5(x7 +2) rl a 
1 3 
a Xn Yn +x?| |X n+1 -Xal Get deal: 


Por lo tanto, (x„) es una sucesión contractiva y en consecuencia existe r tal que 
lím(x,) =r. Si se pasa al límite en ambos miembros de la igualdad x,, 1 = @} + 2⁄7, 
se obtiene r = (15 + 2)/7 y, en consecuencia, 7? — 7r + 2 = 0. Por tanto, r es una solu- 
ción de la ecuación. 

Se puede obtener una aproximación de r eligiendo un valor para x; y calculan- 
do x2, x3, ` * * , sucesivamente. Por ejemplo, si se toma xı = 0.5, se obtiene (con 
nueve cifras decimales): 


x2 = 0.303 571 429, x, = 0.289 710 830, 
x4 = 0.289 188 016, xs = 0.289 169 244, 
xe = 0.289 168 571, etc. 


Para estimar la precisión, se observa que |x) — xı | < 0.2. Así, después de n pasos 
se sigue, por el corolario 3.5.9(1), que se tiene la seguridad de que |x* — x„| < 
3"-1/(7"2 . 20). Así, cuando n = 6, se tiene la seguridad de que 

Ix*—x5] < 35/⁄(74 - 20) = 243/48 020 < 0.0051. 
En realidad la aproximación es sustancialmente mejor. De hecho, ya que |xg —x5| < 
0.000 0005, de 3.5.9(ii) se sigue que |x*—xg] < 4 |x6 —x5] < 0.000 0004. Por 


consiguiente, las cinco primeras cifras decimales de xg son correctas. o 


Ejercicios de la sección 3.5 


1. Dar un ejemplo de una sucesión acotada que no sea una sucesión de Cauchy. 


2. Demostrar directamente a partir de la definición que las siguientes son sucesiones de 
Cauchy. 


de 
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3. Demostrar directamente a partir de la definición que las siguientes no son sucesiones 
de Cauchy. 


b) IMA 
n 


a (2D), (a 


4. Demostrar directamente a partir de la definición que si (x,) y (Yp) son sucesiones de 
Cauchy, entonces (x, + Yp) y (xy, ) son sucesiones de Cauchy. 


5. Si x, := Vn , demostrar que (Œ) satisface lím|x,, , 1 —x,] = 0, pero que no es una suce- 
sión de Cauchy. 


6. Sea p un número natural dado. Dar un ejemplo de una sucesión (x,) que no sea una 
sucesión de Cauchy, pero que satisfaga lím |x,,., y — Xn | = 0. 


7. Sea (x,) una sucesión de Cauchy tal que x, es un entero para toda n e N. Demostrar 
que (x,) es constante a la larga. 


8. Demostrar directamente que una sucesión creciente, monótona y acotada es una suce- 
sión de Cauchy. 


e 


Si0<r<l y |x, +1 —x,] <7” para toda n e N, demostrar que (x,) es una sucesión de 
Cauchy. 


10. Si xı <x, son números reales arbitrarios y x,, := Hna + xy, 1) para n > 2, demostrar 
que (x,) es convergente. ¿Cuál es su límite? 


11. Si y, < y, son números reales arbitrarios y y, := tyn- + 4 Yn- para n > 2, demostrar 
que (y,,) es convergente. ¿Cuál es su límite? 


12. Six >0yx,41 := (2 +x,) | para n > 1, demostrar que (x,) es una sucesión contrac- 
tiva. Encontrar el límite. 

13. Six, :=2 y Xp, 1 := 2 + 1/x, para n 2 1, demostrar que (x,) es una sucesión contracti- 

va. ¿Cuál es su límite? 


14. La ecuación polinómica x? — 5x + 1 = 0 tiene una raíz r con 0 < r < 1. Usar una suce- 
sión contractiva adecuada para calcular r con una precisión de 104. 


SECCIÓNS 


Para ciertos fines, es conveniente definir lo que se entiende cuando se dice que una 
sucesión (x„) de números reales “tiende a +00”. 


3.6.1 Definición Sea (x,) una sucesión de números reales. 


G) Se dice que (x,) tiende a +00, y se escribe lim(x,) = +00, si para toda e R 
existe un número natural K(œ) tal que si n 2 K(a), entonces x, > 0%. 

(ii) Se dice que (x,) tiende a —oo, y se escribe lím(x,,) =-oo, si para toda Be I 
existe un número natural K(6) tal que si n > K(B), entonces x, < £. 


A 
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Se dice que (x,) es propiamente divergente en caso que se tenga lín(x,) = 
+00, O bien lím(x,,) = 00. 


El lector deberá tener presente que los símbolos 4-00 y —oo se usan tan sólo 
como una notación conveniente en las expresiones anteriores. Los resultados que: 
se han demostrado en secciones anteriores para límites ordinarios lím(x,) = L 
(para L e R) quizá no sigan siendo válidos cuando lim(x,) = +00. E 


3.6.2 Ejemplos a) lim(n) = +00. 

De hecho, si a e R está dada, sea K(0) cualquier número natural tal que 
K(0) > a. 
b) lím(n?) = +00. 

Si K(0) es un número natural tal que K(0%) > œ y si n > K(œ), entonces se tiene 
n>n>0 
e) Sic> 1, entonces lím(c”) = +00. 


Sea c = 1 + b, donde b > 0. Si œ € R está dada, sea K(œ) un número natural 
tal que K(0) > 0/b. Si n > K(0), de la desigualdad de Bernoulli se sigue que 


c=(14+0bY21+nb>1+0>0. 


Por lo tanto, lím(c”) = +00. q 


Las sucesiones monótonas son particularmente simples en lo que a su conver- 
gencia se refiere. En el teorema de convergencia monótona 3.3.2 se ha visto qu 
una sucesión monótona es convergente si y sólo si está acotada. El siguiente resul 
tado es una reformulación de este hecho. 


3.6.3 Teorema Una sucesión monótona de números reales es propiament 
divergente si y sólo si no está acotada. 

a) Si (xp es una sucesión creciente no acotada, entonces lim(x,) = +00. 
b) Si (x,) es una sucesión decreciente no acotada, entonces lim(x,) = — 00: 


Demostración. a) Suponer que (x,) es una sucesión creciente. Se sabe que s 
(x,) está acotada, entonces es convergente. Si (x,) no está acotada, entonces par 
cualquier Y € R existe n(0) e N tal que a < xyy(0) Pero como (x,) es creciente 
se tiene Q < x, para toda n > n(0). Asimismo, puesto que (es arbitraria, se sigui 
que lím(x,) = +00. 

La demostración del inciso b) se hace de manera similar. QED. 


El siguiente “teorema de comparación” se usa con frecuencia para demostrar 
que una sucesión es propiamente divergente. [De hecho, se usó de manera impli- 
cita en el ejemplo 3.6.2c.] 
3.6.4 Teorema Sean (x dos sucesiones de números reales y suponer que 

n y n 


Xp < Yn para toda ne NÑ. 


a) Si lím(x,) = +00, entonces lim(y,) = +00. 
b) Sí lim(y,) = —, entonces lim(x,) = ~. 


36 Sucesiones propiamente divergentes 109 


Demostración. a) Si lim(x,) = +00 y si œ € R está dada, entonces existe un 
número natural K(œ) tal que si n > K(0), entonces & < x,. Con base en (1), se 
sigue que & < y, para toda n > K(0). Puesto que a es arbitraria, se sigue que 
lím(,,) = +00. ' i 

La demostración del inciso b) es similar. Q.E.D. 


Observaciones a) El teorema 3.6.4 sigue siendo válido si la condición (1) se 
cumple a la larga; es decir, si existe m e N tal que x, < y, para toda n > m. 
b) Sila condición (1) del teorema 3.6.4 se cumple y si lím(y,„) = +00, no se sigue 
que lím(x,) = +00. Del mismo modo, si (1) se cumple y si lím(x,) = —oo, no se 
sigue que lím(y,) = —oo. Al usar el teorema 3.6.4 para demostrar que una suce- 
sión tiende a +00 [o bien, a —o0], es necesario demostrar que los términos de la 
sucesión a la larga son mayores [o bien, menores] o iguales que los términos 
correspondientes de una sucesión de la que se sabe que tiende a +00 [o bien, 
a —ool. 

Puesto que en ocasiones es difícil establecer una desigualdad como (1), con 
frecuencia la aplicación del siguiente “teorema de comparación de límites” resul- 
ta más conveniente que usar el teorema 3.6.4. 


3.6.5 Teorema Sean (Xn) y (Yn) dos sucesiones de números reales positivos y 
suponer que para alguna L e R, L > 0, se tiene 


limay) = L. (2) 
Entonces lim(x,) = +2 si y sólo si lím(y,) = +00. 
Demostración. Si se cumple (2), existe K € N tal que 
¿L<XnlYn <21 para toda n=XK. 

Se tiene por tanto que (3L)y, < Xp < ĠL)y, para toda n > K. La conclusión se sigue 
ahora de una ligera modificación del teorema 3.6.4. Se le dejan los detalles al lector. 
Q.E.D. 
El lector puede demostrar que la conclusión no se cumple necesariamente si' 
L=00L= +00. Sin embargo, hay algunos resultados parciales que pueden 


establecerse en estos casos, como se verá en los ejercicios. 


Ejercicios de la sección 3.6 


1. Demostrar que si (x,,) es una sucesión no acotada, entonces existe una subsucesión pro- 
piamente divergente. 


2. Dar ejemplos de sucesiones propiamente divergentes (x,,) y (Yn) con y, = O para toda 
n € N tales que: 


a) Œn) es convergente, b) p/n) es propiamente divergente. 
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3. Demostrar que si x, > 0 para toda n e N, entonces lim(x,) = O si y sólo si lim(1/x,,) = 
+00, 


4. Establecer que las siguientes sucesiones son propiamente divergentes. 


a) (Va), b) (/n+1), 
co) (dHa-D, d) (nfn+1). 


5. ¿La sucesión (n sen n) es propiamente divergente? 


6. Sea (x,,) propiamente divergente y sea (y„) tal que lim(x,,y,) pertenece a R. Demostrar 
que (»,,) converge a 0. 


7. Sean (x) y (Yp) sucesiones de números positivos tales que lím(x,/y,) = 0. 


a) Demostrar que si lím(x,) = +00, entonces lím(y,) = +00. 
b) Demostrar que si (y,,) está acotada, entonces lím(x,,) = 0. 


8. Investigar la convergencia o la divergencia de las siguientes sucesiones: 


a) (Vn? +2), b) (/n/(n? +1), 
c) (4a2+1/4n), d) (senv'n). 


9. Sean (x,) y (Yp) sucesiones de números positivos tales que lim(x,/y,) = +00. 


a) Demostrar que si lím(y,,) = +00, entonces lím(x,) = +00. 
b) Demostrar que si (x,) está acotada, entonces lím(»,,) = 0. 


10. Demostrar que si lím(a,/n) = L, donde L > 0, entonces lím(a,) = +00. 


as series infi 


Se presenta ahora una breve introducción a las series infinitas de números reales. 
Es un tema que se discutirá con mayor detalle en el capítulo 9 pero, debido a su 
importancia, se establecerán aquí algunos resultados. Se verá que estos resultados 
son consecuencias inmediatas de los teoremas que se han visto en este capítulo. 

En textos elementales, una serie infinita se “define” en ocasiones como “una 
expresión de la forma” 


Sd AE E A ERE (d) 
Sin embargo, esta “definición” carece de claridad, ya que no hay a priori ningún 
valor particular que pueda asociarse con este arreglo de símbolos, el cual requie- 


re la realización de un número infinito de adiciones. 


3.7.1 Definición Si X := (x,) es una sucesión en R, entonces la serie infinita 
(o simplemente la serie) generada por X es la sucesión S := (s,) definida por 


à 


3:7 
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S1 :=X1] 
s:=8+% (=x +7) 


Sk I= Sk HX Sa aa H x) 


A los números x, se les llama los términos de la serie y a los números są se les 
llama las sumas parciales de la serie. Si lím S existe, se dice que la serie es con- 
vergente y a dicho límite se le llama la suma o el valor de la serie. Si este límite 
no existe, se dice que la serie § es divergente. 

Es conveniente usar símbolos como 


Yen o Y, o SY, 2) 


para denotar tanto la serie infinita S generada por la sucesión X = (x,) como el 
valor lím S, en caso de que el límite exista. Así, los símbolos en (2) pueden 
considerarse tan sólo como una manera de presentar una serie infinita cuya 
convergencia o divergencia va a investigarse. En la práctica, este doble uso de 
las notaciones no lleva a confusión, siempre y cuando se sobreentienda que la 
convergencia (o divergencia) de la serie debe establecerse. 

Como en el caso de una sucesión en la que pueden usarse los índices de tal 
modo que su primer elemento no sea xy, sino xy O X5 O xgo, las series que tienen 
estos números como su primer elemento se denotarán por los símbolos 


00 00 00 
Se o $e o $e 
n=0 n=5 n=99 


Cabe hacer notar que cuando el primer término en la serie es xy, entonces la pri- 
mera suma parcial se denota por sy. 


Atención El lector deberá estar atento para no confundir los vocablos “suce- 
sión” y “serie”. En el lenguaje no matemático, estos dos términos son intercam- 
biables; sin embargo, en matemáticas no son sinónimos. De hecho, una serie es 
una sucesión $ = (sy) obtenida de una sucesión dada ¥ = (x,,) de acuerdo con el 
procedimiento especial dado en la definición 3.7.1. 


3.7.2 Ejemplos a) Considerar la sucesión X := (+)%_g, donde r e R, que 
genera la serie geométrica: 


00 


Att (3) 
n=0 
Se demostrará que si |r| < 1, entonces la serie converge a 1/(1 — r). (Véase 
también el ejemplo 1.2.4f.) De hecho, sis, :=1+r+r?2+:::+r" paran 20, 
y si se multiplica s, por r y el resultado se resta de s,,, se obtiene (después de sim- 
plificar): 


sil —=r)=1-r eL 
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Por lo tanto, se tiene 


1 yr+l 
Sa- =- , 
Poder l-r 
de donde se sigue que 
1 [1 [a+ 
n -—]| < —. 
l-r| i-r] 


Puesto que |»|”+! > 0 cuando |r] < 1, se sigue que la serie geométrica (3) con- 
verge a 1/(1 — r) cuando |r| < 1. 
b) Considerar la serie generada por (—1)5NX2g; es decir, la serie: 


Nay =(+1)+(-1)+(+1)+(-1)+=. (4) 
n=0 


Es fácil ver (por inducción matemática) que s, = 1 si n 2 0 es par y s, = 0 si 
n es impar; por lo tanto, la sucesión de sumas parciales es (1, 0, 1, 0, : : +). Puesto 
que esta sucesión no es convergente, la serie (4) es divergente. 
e) Considerar la serie 


00 


S— E o (5): 
n(n+1) 1:2 23 34 


n=] 


Por un golpe de perspicacia, se observa que 


1 1 1 


k(k+1) k>k+l 
En consecuencia, al sumar estos términos de k = 1 a k = n y advirtiendo el pro- 
ceso telescópico que tiene lugar, se obtiene 


de donde se sigue que s, — 1. Por lo tanto, la serie (5) converge a 1. 


Se presenta ahora una condición necesaria de gran utilidad y simplicidad para 
la convergencia de una serie, la cual, sin embargo, se encuentra muy lejos de ser 
suficiente. 


3.7.3 El criterio del n-ésimo término Si la serie Sí, converge, entonces 
lím(x,) = 0. 


Demostración. Por la definición 3.7.1, la convergencia de San requiere que 
lím(s;) exista. Así, puesto que x, = Sp — 5/1, entonces lím(x,) = lím(s,).= 
lím(s,. 1) = 0. Q.E.D: 
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Puesto que el criterio de Cauchy que se presenta a continuación es tan sólo una 
"reformulación del teorema 3.5.5, se omite la demostración. 


. 3.7.4 Criterio de Cauchy para series La serie SE converge si y sólo si para 
toda € > 0 existe M(€) e N tal que si m > n > M(e), entonces 


[Sm = Sn] = EZTS + Xpy FE | E (6) 


è El siguiente resultado, aunque de alcance limitado, es de gran importancia y 
utilidad. 


3.7.5 Teorema Sea (xp) una sucesión de números reales no negativos. Entonces 
la serie Xx, converge si y sólo si la sucesión S = (sy) de sumas parciales está aco- 
tada. En este caso, 


00 i . 
X = lím(s)= sup{sz: k eN). 


n=l 


Demostración. Puesto que x, > 0, la sucesión S de sumas parciales es monóto- 
na creciente: 


S1 SSL LSS 


Por el teorema de convergencia monótona 3.3.2, la sucesión S = (s,) converge si 
y Sólo si está acotada, en cuyo caso su límite es igual a sup(s;). Q.E.D. 


3.7.6 Ejemplos a) La serie geométrica (3) diverge si |r| > 1. 
Esto se sigue del hecho de que los términos 7” no tienden a 0 cuando |r] > 1. 


00 
b) La serie armónica D Z diverge. 
n=l ý 
Puesto que los términos 1/1 — 0, no puede usarse el criterio del n-ésimo tér- 
mino 3.7.3 para establecer esta divergencia. Sin embargo, en los ejemplos 3.3.3b 
y 3.5.6c se vio que la sucesión (s,) de sumas parciales no está acotada. Por lo 
tanto, del teorema 3.7.5 se sigue que la serie armónica es divergente. 


00 
c) La serie 2 y L es convergente. 
n=1 a 
Puesto que las sumas parciales son monótonas, basta (¿por qué?) demostrar que 
alguna subsucesión de (s4) está acotada. Si k, := 2! — 1 = 1, entonces sy = 1. 
Si k, := 2? — 1 = 3, entonces 
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ysi k :=23 -1 = 7, entonces se tiene 


1 1 1 1 ) 4 1 1 


+ 


fp = + 
Sk, Sk, (3 52 Py 72 


Por inducción matemática se encuentra que si k, := 2) — 1, entonces 


2 j-i 
+.+(1) l 
2 


Puesto que el término de la derecha es una suma parcial de una serie geométrica 
con r = 4, está dominada por 1/(1 —4) = 2, y el teorema 3.7.5 implica que la serie 
2 converge. 


O<sy, <1+t+[2 
F: 


d) La seriep Y —- converge cuando p > 1. 
n? 
n=l 


Puesto que el razonamiento es muy similar al caso especial considerado en el 
inciso c), se le dejan al lector algunos de los detalles. Como antes, si k, := 2! — 
1 = 1, entonces sx, = 1. Si k, := 2? — 1 = 3, entonces, ya que 2? < 3P, se tiene 


1 1 1 1 
“ip? 22 *3p A 
Además, si kz := 23 — 1, entonces (¿cómo?) se observa que 


4 1 1 
Sh¿< Sk, Han * typa tp 


Por último, se hace r := 1/2P-!; como p > 1, se tiene 0 < r < 1. Aplicando la induc- 
ción matemática, se demuestra que si k; := X — 1, entonces 


; 1 
A 
+ sF 


Por lo tanto, el teorema 3.7.5 implica que la serie p converge cuando p > 1. 


00 


e) La serie p 5 a diverge cuando 0 < p <1. 


nP 
n=1 


Se usa la desigualdad elemental n?” < n cuando n € N y 0 < p < 1. Se sigue que 


1. 1 
SL para neN. 
n y? 


Puesto que las sumas parciales de la serie armónica no están acotadas, con esta 
desigualdad se demuestra que las sumas parciales de la serie p no están acotadas 
cuando 0 < p < 1. Por consiguiente, la serie p diverge para estos valores de p. 


f) La serie armónica alternada, dada por 


A (1 ya+1 1 y+1 
n 
n=1 


PK n 


es convergente. 


3.7 Introducción a las series infinitas 415 


y 


El lector deberá comparar esta serie con la serie armónica del inciso b), que es 
divergente. Por tanto, la sustracción de algunos de los términos en (7) es esencial 
si esta serie tiene que converger. Puesto que se tiene 


1 1 1- 1 1 ; a] 
n= 272] + >] -— |, 
152 3 4 2n-1 2n 


es claro que la subsucesión “par” (s,,) es creciente. Del mismo modo, la subsuce- 
sión “impar” (S2, + 1) es decreciente ya que 


dc NEL bal -(4-3 a l ) 
AERAN B NAS Sa Inal 


Puesto que 0 < S2, < 57, + 1/(Qn + 1) = S241 < 1, estas dos subsucesiones están 
acotadas inferiormente por 0 y superiormente por 1. Por lo tanto, ambas son con- 
vergentes y al mismo valor. Así, la sucesión (s,) de sumas parciales converge, con 
lo que se demuestra que la serie armónica alternada (7) converge. (Se encuentra 
lejos de ser evidente que el limite de esta serie es igual a In 2.) 


Criterios de comparación 


El primer criterio indica que si los términos de una serie no negativa están domi- 
nados por los términos correspondientes de una serie convergente, entonces la pri- 
mera serie es convergente, 


3.7.7 Criterio de comparación Sean X := (Xp y Y := (Yp) sucesiones reales y 
suponer que para alguna K.e N se tiene 


0< xp S Yn para n2K. (8) 


a) Entonces la convergencia de Y y, implica la convergencia de YX. 


b) La divergencia de Nx, implica la divergencia de Y y. 


Demostración. a) Suponer que Y», converge y, dada € > 0, sea M(e) e N tal 
que si m > n > M(e), entonces 


Yny T'i E Yms E. 
Si m > sup{K, M(€)}, entonces se sigue que 
o HE Xm SY H Ym E 


de donde se sigue la convergencia de ¥x,. f 
b) Este enunciado es el contrapositivo de a). Q.E.D. 


Puesto que en ocasiones es dificil establecer las desigualdades (8), el siguien- 
te resultado suele ser de gran utilidad. 
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3.7.8 Criterio de comparación de límites Suponer que X := (x,) y Y := (Ya) 
son Sucesiones estrictamente positivas y suponer que el siguiente límite existe en R: 


tim En) | 
r:i=1 as (9). 


a) Sir = 0, entonces Yx, es convergente si y sólo si Y y, es convergente. 
b) Sir=0 y si dy, es convergente, entonces YX, es convergente. 


Demostración. a) De (9) y del ejercicio 3.1.17 se sigue que existe Ke N tal 
que $r < x,,/y, < 2r para n > K, de donde 


(tr), sx, s(21)y, para n=K. 
Si se aplica dos veces el criterio de comparación 3.7.7, se obtiene la afirmación 
de a). 
b) Sir = 0, entonces existe Ke N tal que 
O < xp € Yn para n2 K, 
en cuyo caso se aplica el teorema 3.7.7a. Q.E.D: 
Observación Los criterios de comparación 3.7.7 y 3.7.8 dependen de contar 


con un acervo de series cuya convergencia (o divergencia) se conozca. El lector 
encontrará que la serie p suele ser de utilidad para este fin. 


OC 
3.7.9 Ejemplos a) La serie y converge. 
n2+n 
n= 
Es evidente que la desigualdad 
1 1 
0< 4— para neN 
n2+n n? 


es válida. Puesto que la serie Y 1/n? es convergente (por el ejemplo 3.7.6c), puede 
aplicarse el criterio de comparación 3.7.7 para obtener la convergencia de la serie 
dada. 


00 


b) La serie y a es convergente. 
Lan 2-n+1 
Si la desigualdad 

e did) 
n2-n+1 n? 

fuera verdadera, sería posible usar un razonamiento como el del inciso a). Sin 

embargo, (10) es falsa para toda n e N. Es probable que el lector pueda demos- 

trar que la desigualdad 
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1 2 


0 < ———— < — 
n?-n+1 n? 
es válida para toda n e N, y esta desigualdad funcionará igual de bien. Sin embar- 
go, podría tomar algo de experimentación pensar en una desigualdad así y luego 
establecerla. 
Si en vez de ello se toma x, := 1/(2 -n + 1) y y, := 1/n?, entonces se tiene 


Xa n2 1 


Yn n2?2-n+1 1-(1/n)+(/n2) 


Por lo tanto, la convergencia de la serie dada se sigue del criterio de comparación 
de límites 3.7.8a. 


00 
e) La serie y a es divergente. 
ce /n+1 


Esta serie se parece mucho a la serie Y 1/Vn, que es una serie p con p=3; por 
el ejemplo 3.7.6e, es divergente. Si se hace x, := 1/Vn+1 y y, := 1/Vn, entonces se 


tiene 
Xn de i 


= —— n > 
Yn n+l w1l+1/n 


Por consiguiente, puede aplicarse el teorema de comparación de límites 3.7.8a. 


L. 


00 
. 1 
al) La serie y p es convergente. 
n! 
n=1 
Sería posible establecer esta convergencia demostrando (por inducción mate- 
mática) que n? < n! para n > 4, de donde se sigue que 


getal para n=4. 
n! n? 


De manera alternativa, si se hace x := 1/n! y y, := 1/n?, entonces (cuando n > 4) 
se tiene 


n2 n 1 


0<== = < 

Yn al 12-(n-1) n-2 

Por tanto, puede aplicarse el teorema de comparación de límites 3.7.8b. (Adviértase 
que la aplicación de este teorema resultó un tanto complicada porque no se conoce 
de inmediato la convergencia de cualesquiera series para las que el límite de x,/y,, 
es realmente fácil de determinar.) 


> 0. 


Ejercicios de la sección 3.7 


1. Sea a, una serie dada y sea So, la serie en que los términos son los mismos y en el 
mismo orden que en Yan excepto porque los términos para los que a, = 0 se han omi- 
tido. Demostrar que Na, converge a Æ si y sólo si o, converge a A. 
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2. Demostrar que la convergencia de una serie no resulta afectada si se cambia un núme- 


ro finito de sus términos. (Desde luego, el valor de la suma puede cambiar.) 


3. Utilizando fracciones parciales, demostrar que 


` 1 
E Za” 


1 
>0,si@> 0, 


i : 
b 2 
ae a 


` 1 1 
j 2 4 


4. Si Ba y Sy, son convergentes, demostrar que Sa, + Yp) es convergente. 


5. ¿Puede citar un ejemplo de una serie convergente Sx, y una serie divergente Xy, tales 
A 5 Daa 
que Y(x, + y,) sea convergente? Explique sù respuesta. 


00 
6. a) Demostrar que la serie 2, cos n es divergente. 


n= 


20 
b) Demostrar que la serie 2 (cos n)/n? es convergente. 
n= 


7. Utilizar un razonamiento similar al del ejemplo 3.7.6f para poder demostrar que la serie 
[oe] 
> Cp” 


n=l 


es convergente. 
n 


8. Si Sa, con a, > 0 es convergente, entonces ¿a es convergente siempre? Demostrarlo 
o dar un contraejemplo. 


i SNN i ? 
> ? 
9. Si Sa, con a, > 0 es convergente, entonces y) a, es convergente siempre? Demostrarlo 
o dar un contraejemplo. 


10. Si Ya, con a, > 0 es convergente, entonces ¿NA A +1 es convergente siempre? Demos- 
trarlo o dar un contraejemplo. 


11. Si Sa, con a, > 0 es convergente y si b, := (a +>:* + a,)/n para n e N, demostrar 
que Xb, es divergente siempre. 


co 
12. Sea >, a(n) tal que (a(n)) es una sucesión decreciente de números estrictamente 
A 
positivos. Si s(n) denota la n-ésima suma parcial, demostrar (agrupando los términos 
en s(2”) de dos maneras diferentes) que b (a(l) + 2a(2) + -© + 2”a(2”)) < s(2”) S 
(a(1) + 2a(2) +- 4 271421) + a(2”). Usar estas desigualdades para demos- 


00 oo 
trar que 2, a(n) converge si y sólo si >, 2"a(2”) converge. Con frecuencia se hace 
A= Á= 


referencia a este resultado como el criterio de condensación de Cauchy; es muy 
poderoso. 
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" [ee] 
13. Utilizar el criterio de condensación de Cauchy para discutir la serie p Ze (1/1?) 
. parap>0. 3 


14. Usar el criterio de condensación de Cauchy para establecer la divergencia de las 


series: 

Na Y 
nlan i n(lnn)(lnlna) 

e c) D E - 
n(ar)(Un ta» )An1n In n) 
15. Demostrar que si c > 1, entonces las siguientes series son convergentes: 

a) 5 TEELS b) 5 A S 

n(nny" n(an InInn)" 


Generalmente, por “análisis matemático” se entiende la rama de las matemáticas 
en la que se hace uso sistemático de varios conceptos de límites. En el capítulo 
, precedente se estudió uno de estos conceptos: el límite de una sucesión de núme- 
ros reales. En este capítulo se trata la noción del límite de una función. 

La noción rudimentaria de un proceso de límite surgió en los años 1680, cuando 
Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) se enfrascaron en la crea- 
ción del cálculo infinitesimal. Aunque en un principio ninguno de los dos conocía el 
trabajo del otro y sus enfoques creativos eran muy diferentes, ambos se percataron de la 
necesidad de formular la noción de funtión, así como de la idea de cantidades que 
estaban “cerca” una de otra. Newton usó la palabra “fluente” para denotar una rela- 
ción entre variables y en 1687, en su obra principal Principia, examinó los límites “a 
los cuales se aproximan más cerca que cualquier diferencia dada, pero nunca ni van 
más allá ni en efecto los alcanzan hasta que las cantidades disminuyan in infinitum”. 
Leibniz introdujo el término “función” para indicar una cantidad que dependía de una 
variable e inventó números “infinitesimalmente pequeños” como una forma de manejar 
el concepto de límite. El término “función” pronto se convirtió en la terminología con- 
vencional y Leibniz también introdujo el término “cálculo” para este nuevo método. 

En 1748, Leonhard Euler (1707-1783) publicó su tratado en dos volúmenes 
Introductio in Analysin Infinitorum, donde examina las series de potencias, las funcio- 
nes exponencial y logarítmica, las funciones trigonométricas y muchos temas relacio- 
nados. Fue seguido por Institutiones Calculi Differentialis en 1755 y por los tres volú- 
menes de /nstitutiones Calculi Integralis en 1768-1770. Estas obras se mantuvieron 
como los libros de texto obligados durante muchos años. Pero el concepto de límite 
era muy intuitivo y su vaguedad desembocó en varios problemas. Descripciones ver- 
bales del concepto de límite fueron propuestas por otros matemáticos de la época, pero 
ninguna de ellas era adecuada para proporcionar las bases de demostraciones rigurosas. 

En 1821, Agustin-Louis Cauchy (1789-1857) publicó sus cátedras sobre análi- 
sis en su Cours d Analyse, el cual estableció la norma del discurso matemático 
durante muchos años. Cauchy estaba comprometido con el rigor y elevó en muchas 
formas el nivel de precisión del discurso matemático. Formuló definiciones y pre- 
sentó razonamientos con mayor solicitud que sus predecesores, pero el concepto de 
límite seguía sin dejarse atrapar. En un escrito temprano dio la siguiente definición: 


Si los valores sucesivos atribuidos a la misma variable se aproximan inde- 
finidamente a un valor fijo, de tal modo que al final difieren de él por una 
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cantidad tan pequeña como se desee, a este último se le llama el límite de 
todos los demás. 


Los pasos finales para formular una definición precisa de límite le correspondie- 
ron a Karl Weierstrass (1815-1897). Weierstrass insistía en un lenguaje preciso y en 
demostraciones rigurosas, y su definición de límite es la que se usa hoy en día. 


Gottfried Leibniz 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nació en Leipzig, Ale- 
mania, Tenía seis años de edad cuando su padre, profesor de filoso- 
fía, murió, dejándole a su hijo la llave de su biblioteca y una vida de 
libros y aprendizaje. Leibniz ingresó a la Universidad de Leipzig a 
los 15 años de edad, se graduó a los 17 y recibió su doctorado en 
derecho por la Universidad de Altdorf cuatro años más tarde. 
Escribió sobre cuestiones legales, pero tenía mayor interés en la 
filosofía. También desarrolló teorías originales sobre el lenguaje y i 
la naturaleza del universo. En 1672 estuvo en París como diplomático durante cuatro 
años. Mientras estuvo ahí empezó a estudiar matemáticas con el matemático holandés 
Christian Huygens. Sus viajes a Londres para visitar la Academia Real estimularon aún 
más su interés en las matemáticas. Sus antecedentes en filosofía lo llevaron a resultados 
muy originales, aun cuando no siempre rigurosos. 

Sin conocer el trabajo inédito de Newton, en los años 1680 Leibniz nS articu- 
los que presentaban un método para encontrar áreas que hoy se conoce como el teore- 
ma fundamental del cálculo. Acuñó el término “cálculo” e inventó las notaciones dy/dx 
y la “S” alargada que se usan en la actualidad. Desafortunadamente, algunos seguidores 
de Newton acusaron a Leibniz de plagio, situación que redundó en una disputa que se 
prolongó hasta la muerte de Leibniz. Las formas en que abordaron el cálculo fueron 
muy diferentes y hoy es evidente que sus descubrimientos se hicieron de manera inde- 
pendiente. Leibniz es reconocido hoy por su trabajo en filosofía, pero su fama como 
matemático descansa en su creación del cálculo. 


SECCIÓN 41 


En esta sección se introduce la importante noción de límite de una función. La idea 
intuitiva de que la función f tiene un límite L en el punto c consiste en que los valo- 
res f(x) están cerca de L cuando x está cerca (pero es diferente) de c. Sin embargo, 
es necesario contar con una forma técnica para trabajar con la idea de “cerca de”, 
lo cual se consigue con la definición £-Ó que se presenta a continuación. 

Para que la idea del límite de una función f en un punto c tenga sentido, es 
necesario que f esté definida en puntos cercanos a c. No necesita estar definida en 
el punto c, pero debe estar definida en un número suficiente de puntos cerca de ¢ 
para hacer de interés el estudio. Ésta es la razón de la siguiente definición. 


4.1.1 Definición Sea 4 c R. Un punto c e R es un punto de acumulación de 
Á si para toda 0 > 0 existe al menos un punto x € 4, x # c, tal que |x — c| < ô. 


ES 


4:1 
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Esta definición se reformula en el lenguaje de vecindades como sigue: un 
punto c es un punto de acumulación del conjunto A si toda vecindad-ô Vs (c) = 
(e — ô, c + ô) de c contiene al menos un punto de A distinto de c. 


Nota El punto c. puede o no ser miembro de Æ, pero incluso si está en £, se 
ignora cuándo se decide si es o no un punto de acumulación de Á, ya que se re- 
quiere explícitamente que haya puntos en Vs (c) N A distintos de c para que c sea 
un punto de acumulación de A. 


Por ejemplo, si A := (1, 2}, entonces el punto 1 no es un punto de acumula- 
ción de A, ya que si se elige ô := 5 se obtiene una vecindad de 1 que no contiene 
puntos de A distintos de 1. Lo mismo se cumple para el punto 2, por lo que se ve 


que Á no tiene puntos de acumulación. 


4.1.2 Teorema Un número ce R es un punto de acumulación de un subconjun- 
to A de R si y sólo si existe una sucesión (a,) en A tal que lím(a,) = € y a, *c para 
toda ne N. s 


Demostración. Si c es un punto de acumulación de 4, entonces para cualquier 
n € N la vecindad-(1/n) Y, ¡nkc) contiene al menos un punto a, en A distinto de c. 
Entonces a, € A, a, ŁC, y la, — c| < 1/n implica que lim(a,) = c. 
Recíprocamente, si existe una sucesión (a,) en A\{c} con lím(a,,) = c, enton- 
ces para cualquier 9> 0 existe K tal que si n > K, entonces a„ e V5(c). Por lo tanto, 
la vecindad-Ó V¿(c) de c contiene los puntos a,,, para n > K, que pertenecen a Á y 
son distintos de c. Q.E.D. 


En los siguientes ejemplos se hace hincapié en que el punto de acumulación 
de un conjunto puede pertenecer o no al conjunto. 


4.1.3 Ejemplos a) Para el intervalo abierto 4; := (0, 1), todo punto del interva- 
lo cerrado [0, 1] es un punto de acumulación de 44. Adviértase que los puntos 0, 1 
son puntos de acumulación de 44, pero no pertenecen a 4. Todos los puntos de 
Ay son puntos de acumulación de Aj. 

b) Un conjunto finito no tiene puntos de acumulación. 

c) El conjunto infinito N no tiene puntos de acumulación. 

d) El conjunto Ay := [1/n : n e N} sólo tiene al punto 0 como punto de acumu- 
lación. Ninguno de los puntos en 44 es un punto de acumulación de 44. 

e) Si 1 :=[0, 1], entonces el conjunto A; := 7 N Q consiste en todos los números 
racionales en Z. Del teorema de densidad 2.4.8 se sigue que todo punto en 7 es un 
punto de acumulación de 45. 


Habiéndose hecho esta breve digresión, se vuelve ahora al concepto de límite 
de una función en un punto de acumulación de su dominio. 


Definición de límite 


Se enuncia a continuación la definición precisa de límite de una función f en un 
punto c. Es importante advertir que en esta definición resulta inmaterial si f está 
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definida o no en c. De cualquier modo, c se excluye de consideración en la deter- 
minación del límite. f 


4.1.4 Definición Sea A c Ry sea c un punto de acumulación de A. Para una fun- 
ción f: A > R, se dice que un número real Z es el límite de fen c si, dada cualquier 
€> 0, existe ô> 0 tal que six e A y0<|—c|<ó, entonces | f(x) — LI < e. 


Observaciones a) Puesto que el valor de Ó por lo general depende de e, en oca- 
siones se escribirá Ó(€) en vez de ô para enfatizar esta dependencia. 
b) La desigualdad 0 < |x —.c| es equivalente a decir x % c. 


Si L es el límite de fen c, entonces se dice también que f converge a L en c. 
Con frecuencia se escribe 


L= lím ft) o L=limf. 
x—>C =t 
Asimismo, se dice que “f(x) tiende a L cuando x tiende a c”. (Pero debe tenerse 
presente que los puntos en realidad no se mueven a ningún lado.) También se usa 
en ocasiones la simbología 


FfO)>L cuando x>c 


para expresar el hecho de que f tiene el límite £ en c. 

Si no existe el límite de fen c, se dice que f diverge en c. 

Nuestro primer resultado es que el valor £ del límite se encuentra determina- 
do de manera única. Esta unicidad no es parte de la definición de límite, sino que 
debe deducirse. 


4.1.5 Teorema Sif: A — Ry si c es un punto de acumulación de A, entonces 
f puede tener un solo límite en c. 


Demostración. Suponer que los números L y L'- satisfacen la definición 4.1.4. 
Para cualquier € > 0, existe 0(€/2) > 0 tal que six e 4 y 0 < |x — c| < Ó(€/2), enton- 
ces | f(x) — L| < e/2. También existe ahí 9'(£/2) tal que si x € Æ y 0 < |x — c| < 
Ó (£€/2), entonces | fx) — L'| < £/2. Sea ahora 8 := inf{ 8(£/2), 9'(e/2)). Entonces 
six € A y0<|x-—c|<oó, la desigualdad del triángulo implica que 


|z L 


S|L— F+- |< E+ e= e. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se concluye que L — L’ = 0, de donde L = L’. 
Q.E.D. 


La definición de límite puede describirse muy bien en términos de vecindades. 
(Véase la figura 4.1.1.) Se observa que como = 


Vs(o)=(c-8,c+8)=(x:|x-d<ó). 


4.1 
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la desigualdad 0 < |x — el < 8 es equivalente a decir que x + c y que x pertenece 
a la vecindad- Vs(c) de c. Del mismo modo, la desigualdad | f(x) — L| < € es 
equivalente a decir que f(x) pertenece a la vecindad-e V¿(L) de L. De este modo, 


- se obtiene el siguiente resultado. El lector debe desarrollar el razonamiento deta- 


llado para establecer el teorema. 


L > 
Dada V.(L) 7 


y 
Existe Vs(c) 


Figura 4.1.1 El límite de fen c es L. 


4.1.6 Teorema Seaf: A —> R y sea c un punto de acumulación de A. Entonces 

los siguientes enunciados son equivalentes. 

© lim fo) =L. 

Gi) Dada cualquier vecindad-e V(L) de L, existe una vecindad- Vg(c) de e tal 
que six +c es cualquier punto en Vg(c) N A, entonces f(x) pertenece a V¿(L). 


Se presentan-ahora algunos ejemplos que ilustran cómo se aplica la definición 
de límite. 


4.1.7 Ejemplos a) lím b=b. 

Para ser más explícitos, sea f(x) := b para toda x e R. Quiere demostrarse que 
lím FG) =b. Si £ > 0 está dada, se hace ô := 1. (De hecho, cualquier ô estrictamente 
positiva servirá a este fin.) Entonces si 0 < |x — c| < 1, se tiene |f(x) — b| = 
|b — b| = 0 < e. Puesto que £> 0 es arbitraria, de la definición 4.1.4 se concluye que 
lim f(x) =b. 

b) lím x=cC. 

Sea g(x) := x para toda x e R. Si €> 0, se elige Ó(£) := e. Entonces si 0 < 
lx — c| < (£), se tiene |g(x) — c| = |x — c| < £. Puesto que £ > 0 es arbitraria, se 
deduce que lim g =c. 

x>e 
o9 lim l =e. 
x—>c 
Sea h(x) := x? para toda x e R. Se quiere hacer la diferencia 
q) -c?|= [2 - 02] 
menor que una £ > 0 preasignada tomando x lo suficientemente cerca de c. Para 


ello, se observa que x? — c? = (x + c)(x — c). Además, si |x — c| < 1, entonces 


le <lc] +1 de donde Lec] <|x] +0] <2|c|+1. 
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Por lo tanto, si |x — c} < 1, se tiene 


12 —02|=|x + c|r-c|<(2]e + DE- e (1) 


Además, este último término será menor que € siempre que se tome |x — c] < 
e/Q|c| + 1). Por consiguiente, si se elige 


Ó(€) := inf 


> 


2le)+1 
entonces si 0 < |x — c| < Ó(€), se inferirá primero que |x — c] < 1, por lo que (1) 
es válida y, por lo tanto, ya que |x — c| < e/(Qlc] + 1), que 

[x2 - c?| < (2l + D)|x - e| <E. 
Puesto que se cuenta con una manera de elegir ô(£) > 0 para una elección arbitra- 
ria de £> 0, se infiere que lim h(x) = lím 1? =c?. 

X= X- 

d) lim l=Ls5c>0, 


Sea p(x) := 1/x para x > 0 y sea c > 0. Para demostrar que lím Ọ = 1/c, quiere 
hacerse la diferencia 


0-12 
Cc [x 


menor que una e > 0 preasignada tomando x lo suficientemente cerca de c > 0. Se 
observa primero que 


para x > 0. Resulta conveniente obtener una cota superior para el término 1/(cx) 
que sea válida en alguna vecindad de c. En particular, si |x — c| < Le, enton- 
ces 70 <x<>3c (¿por qué?), de modo que 
1 1 1 
0<—=<— para |x- d <56 
cx cl 


Por lo tanto, para estos valores de x se tiene 


oœ E <2lx-d. (2) 
cl e2 


A fin de hacer este último término menor que e basta tomar |x — c| < te?e. Por 
consiguiente, si se elige 


ô(€):= ofie, terel, 


entonces, si 0 < |x — c| < (8), se seguirá primero, e le] <i z C, por lo que 
(2) es válida y, en consecuencia, ya que |x — c| < Ge de, que 
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dc 


0-7 <e. 
C A C 


- Puesto que se cuenta con una forma de escoger 0(€) > 0 para una elección arbitra- 


ria de £ > 0, se infiere que lím p= 1/c. 
e) lim = SA 
x>2 a +1 5 


Sea yx) := -4/02 + 1) para x e R. Entonces, después de algo de álge- 
bra, se obtiene 


[5x3 — 412 — 24| 


vo j- S@2 +1) 


[5x2 +6x+12| 
"SN pa 


A fin de obtener una cota para el coeficiente |x — 2|, se restringe x mediante la 
condición 1 < x < 3. Para x en este intervalo, se tiene 5x2 + 6x + 12 < 5-32+6- 
3+12=75 y 5? + 1)25(1 + 1)= 10, de donde 


vi 


<2- 2|= h-2) 


Ahora, para e > 0 dada, se elige 


Ó(e): -arhi T el. 


Entonces si 0 < |x — 2| < &(£), se tiene |w(x) — (4/5)] < (15/2)|x — 2| < e. Puesto 
que £> 0 es arbitraria, la afirmación está demostrada. 


Criterio de sucesiones para límites pi 


La siguiente importante formulación del límite de una función se hace en térmi- 
nos de límites de sucesiones. Esta caracterización permite aplicar la teoría del 
capítulo 3 al estudio de límites de funciones. 


4.1.8 Teorema (Criterio de sucesiones) Sea f : A > R y sea c un punto de acu- 

mulación de A. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes. 

© lím f=L. 

Gi) Para toda sucesión (xp) en A que converge a c tal que x, + ¢ para todan € N, 
la sucesión (£(x,)) converge a L. 


Demostración. (i) = (ii). Suponer que ftiene el límite L en c y suponer que (x,) 
es una sucesión en A con lím(x,) = c y x, + c para toda n. Debe demostrarse que 
la sucesión (f(x,)) converge a L. Sea e > 0 que está dada. Entonces, por la defini- 
ción 4.1.4, existe 9 > 0 tal que si x e A satisface 0 < |x — c| < ô, entonces f(x) 
satisface | f(x) — L| < €. Se aplica ahora la definición de sucesión convergente para 
la ô dada a fin de obtener un número natural K(0) tal que si n > K(ô) entonces 
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Lx, — cl <-ô. Pero para cada una de estas x, se tiene |f(x,) — LI < e. Por tanto, si 
n > K(9), entonces |f(x,) — L| < e. Por lo tanto, la sucesión (f(x,)) converge a L. 


(1) > (1). [La demostración es un razonamiento del contrapositivo.] Si (1) no 
es verdadera, entonces existe una vecindad-£) V (L) tal que, sin importar cuál sea. 
la vecindad-ô de c que se elija, habrá al menos un número xs en A NM Vs(c) con 
x+ c tal que f(xg) £ Va (L). Así, para toda n e N, la vecindad-(1/n) de c contie- 
ne un número x, tal que 


0 < |x, — cl< 1/m y Xy € Á, 
pero tal que 
SEn- El & para toda neN. 


Se concluye que la sucesión (x,) en A\{c} converge a c, pero la sucesión (f(x) 
no converge a L. Por lo tanto, se ha demostrado que si (1) no es verdadera, enton- 
ces (11) no es verdadera. Se concluye que (ii) implica (1). Q.E.D. 


En la siguiente sección se verá que muchas de las propiedades básicas de los 
límites de funciones pueden establecerse utilizando las propiedades correspon- 
dientes de las sucesiones convergentes. Por ejemplo, se sabe por el trabajo previo 
con sucesiones que si (x„) es cualquier sucesión que converge a un número c, 
entonces (x2) converge a ¢?. Por lo tanto, por el criterio de sucesiones, puede con- 
cluirse que la función A(x) := x? tiene el límite lím h(x) = e. 


Criterios de divergencia mere 


Con frecuencia es importante poder demostrar: (i) que cierto número no es el lími- 
te de una función en un punto, o (ii) que la función no tiene un límite en un punto. 
El siguiente resultado es una consecuencia (de la demostración) del teorema 4.1.8. 
Se dejan los detalles de su demostración como importante ejercicio. 


4.1.9 Criterios de divergencia Sea A CR, sea f: A>R y sea c e R un punto 
de acumulación de A. 
a) Si L € R, entonces f no tiene el limite L en c si y sólo si existe una sucesión 
(Xp en A con x, + c para toda n € N tal que la sucesión (X,) converge a c pero la 
sucesión (£(X,)) no converge a L. 
b) La función f no tiene límite en c si y sólo si existe una sucesión (x,) en A con 
Xp $ c para toda n e N tal que la sucesión (x,) converge a e pero la sucesión 
(Exa) no converge a R. 

Se presentan ahora algunas aplicaciones de este resultado para mostrar cómo 
puede usarse. 


4.1.10 Ejemplos a) lím (1/x) no existe en R. 
X- 
Como en el ejemplo 4.1.7d, sea p(x) := 1/x para x > 0. Sin embargo, aquí se 


considera c = 0. El razonamiento usado en el ejemplo 4.1.7d deja de ser válido si 
c = 0, ya que no puede obtenerse una cota como la de la expresión (2) de ese 
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lím Sei 1/x) no existe. 
x>0 
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ejemplo. De hecho, si se toma la sucesión (x,,) con x, := 1/n para n e N, enton- 
ces lim(x,) = 0, pero p(x,) = 1/(1/m) = n. Como se sabe, la sucesión (p(x,)) = (1) 
no es convergente en R, ya que no está acotada. En consecuencia, por el teorema 
4.1.9b, lim (1/x) no existe en R. 


b) lim sgn(x) no existe. 
Xx 
Sea que la función signo sgn esté definida por 
+1 para x>0, 
sen(x):=3 0 para x=0, 
-1 para x<0. 


Obsérvese que sgn(x) = x/|x| para x + 0. (Véase la figura 4.1.2.) Se demostrará 
que sgn no tiene límite en x= 0. A este fin, se probará que existe una sucesión (x,,) 
tal que lím(x,,) = 0, pero tal que (sgn(x,)) no converge. 


A 


A enemman emaan a 


Figura 4.1.2 La función signo. 


„De hecho, sea x, := (-1)/n para n e N de tal modo que lím(x,) = 0. Sin embar- 
go, ya que 


sen(x,) = EI)" para ne N, 


del ejemplo 3.4.64 se sigue que (sgn(x,)) no converge. Por lo tanto, lim sgn(x) no 
existe. 


e)* lím sen(1/x) no existe en R. 
x—0 


Sea g(x) := sen(1/x) para x + 0. (Véase la figura 4.1.3.) Se demostrará que g no 
tiene límite en c = 0 presentando dos sucesiones (xy) y Wp) con x, + 0 y y, = 0 para 
toda n e N y tales que lím(x,) = 0 y lím(»,) = 0, pero tales que lim(g(x,)) + 
lim(g0»,)). Con base en el teorema 4.1.9, esto implica que lim g no puede existir. 
(Explicar por qué.) 

De hecho, se recuerda del cálculo que sen t = 0 si £ = nx paran € Z y que 
seni=+1sit= tr+ 27n para n e Z. Ahora bien, sea x, := l/nm para n € N; enton- 
ces lim(x,) = 0 y g(x,) = sen nī = o para toda n e N, de donde líim(g(x,))= 0. Por 
otra patte, sea yy = Gr + 21ny! para n e N; entonces lim(y,) = 0 y g0) = 
sen r+ 27n) = 1 para toda n € N, de tal modo que lim(g(y,,)) = 1. Se concluye que 


*A fin de contar con algunas aplicaciones interesantes en este ejemplo y en otros posteriores, se hará uso de propie- 
dades muy conocidas de las funciones trigonométricas y exponenciales que se establecerán en el capítulo 8. 
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Figura 4.1.3 La función g(x) = sen(1/x) (x # 0). 


a Ejercicios de la sección 4.1 


1. Determinar una condición sobre |x — 1| que asegure que: 


a) x2-1]<%, b) Jx? — 1] < 1/10. 
c) x2? -1]|<l/n parane N dada, b) |x- 1]<1l/n parane N dada. 


2. Determinar una condición sobre |x — 4| que asegure que: 
a) [Nx-2|<3, b) |vx-2|< 1072. 


3. Sea c un punto de acumulación de 4 CR y sea f: A —> R. Demostrar que lím fo=L 
si y sólo si lím 1/60) -Ll =0. $ 


4, Sea f: R > R y sea c e R. Demostrar que lím FG) =L si y sólo si lím fato) =L. 


5. Sea 7 := (0, a), donde a > 0, y sea g(x) := x? para x € I. Para cualesquier puntos x, c € J, 
demostrar que |g(x) — c?| < 2a |x — c|. Usar esta desigualdad para demostrar que 


2 


lím x*= c^ para cualquier c e Z. 
x>C 


6. Sea 7 un intervalo en R, sea f : I >R y sea c e I. Suponer que existen las constantes 
K y L tales que |f(x) — L| < K |x — cl para x e 7. Demostrar que lím Jœ =L. 


7. Demostrar que lim xX = c? para cualquier c e R. 
xe 


3 8. Demostrar que lim Vx=vVe para cualquier c > 0. 
9. Utilizar la definición g-ô de límite o el criterio de sucesiones para límites a fin de esta- 
blecer los siguientes límites: 


, 1 7 x 
a) ím — =-l, b) lím sni 
x22 l- x i>il+x 2 


ê. 


4.2 Teoremas sobre límites 


- 10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


420 
De 
c) i =0, d) lim HELL Es 1 . 
70 o0 Ej ai x+1 2 
Usar la definición de límite para demostrar que 


x+5 


a) lím(r2+4x)=12, ` d) lím =4 
12 1>12x+3 

Demostrar que los siguientes límites no existen. 

1 

a) lim — (x>0), b) e (x > 0), 
x>0 x2 ( ) x>0 Áx 

c) lím (x+ sga), d) lím sen(1/x?). 
x>0 x>0 


Suponer que la función f : R —> R tiene límite L en 0 y sea a > 0. Si g : R — R está 
definida por g(x) := fax) para x e R, demostrar que lim ga) =L. 
Xx 


Sea c e R y sea f: R —> R tal que lim) =Í 


a) Demostrar que si L = 0, entonces lím 0) =0. 
b) Demostrar con un ejemplo que si £ # 0, entonces es posible que f no tenga límite en c. 


Sea que f: R — R esté definida haciendo f(x) := x si x es racional y haciendo f(x) := 0 
si x es irracional. 


a) Demostrar que f tiene límite en x = 0. 


b) Usar un razonamiento de sucesiones para demostrar que si c % 0, entonces f no 
tiene límite en c. 


Sea f: R — R, sea Z un intervalo abierto en R y sea c € 1. Si f es la restricción de fa J, 
demostrar que f; tiene límite en c si y sólo si f tiene límite en c y que los límites son 
iguales. 


Sea f: R —> R, sea J un intervalo cerrado en R y sea c € J. Si fz es la restricción de f 
a J, demostrar que si f tiene límite en c entonces f, tiene límite en c. Demostrar con un 
ejemplo que no se sigue que si f, tiene límite en c entonces f tiene límite en c. 


Se obtienen a continuación resultados que son de utilidad para calcular límites de 
funciones. Estos resultados son paralelos a los teoremas sobre límites para sucesio- 
nes establecidos en la sección 3.2. De hecho, en la mayoría de los casos estos resul- 
tados pueden demostrarse usando el teorema 4.1.8 y los resultados de la sección 
3.2. De manera alternativa, los resultados de esta sección pueden probarse usando 
razonamientos £-ô que son muy similares a los que se emplearon en la sección 3.2. 


4.2.1 Definición Sea A c R, seaf: 4 — Ry sea c € Run punto de acumulación 
de A. Se dice que f está acotada en una vecindad de c si existe una vecindad-Ó 
Vs(c) de c y una constante M > 0 tales que se tiene | f(x)] < M para toda x e 4 N Vg(c). 
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4.2.2 Teorema SiACRyf:A>R tiene límite enc e R, entonces f está aco- 
tada en alguna vecindad de c. 


Demostración. Si L := lím f, entonces para £= 1 existe ô> 0 tal que si 0 < x- c| < ô, 
entonces | f(x) — L| < 1; en consecuencia (por el corolario 2.2.4a), 


FOI- < 00] =£ < 1. 


Por lo tanto, six e 4 N Vg(c), x # c, entonces |f(x)] < IL] + 1. Sic € A, se toma ` 
M = |L] + 1, mientras que si c e A se toma M := sup{| A0], IL] + 1). Se sigue 
que si x e 4 N Vg(c), entonces |f(x)] < M. Con esto se demuestra que f está aco- 
tada en la vecindad V5(c) de c. Q.E.D, 


La siguiente definición es similar a las que se dieron en la sección 3.2 para 
sumas, diferencias, productos y cocientes de sucesiones. 


4.2.3 Definición Sea A c R y sean f y g funciones definidas de 4 a R. Se defi- 
ne la suma f+ g, la diferencia f— g y el producto fg de A a R como las funcio- 
nes dadas por 


(+00 := fOe -e= f00- 20), 
GDA := Sf, 
para toda x e A. Además, si b € R, se define el múltiplo bf como la función dada por 
N :=bf(x) para toda xE 4. 


Por último, si A(x) + 0 para x e 4, se define el cociente f/h como la función dada por 


4.2.4 Teorema Sea A CR, sean fy g funciones de A a R y sea c e R un punto 
de acumulación de A. Además, sea b e R. 
a) Si lim f=L y lim g = M, entonces: 
x>0 x>oc 
lim(f$+2=L+M, lím(f-g=L-M, 
x>C x>cC 


lím (fg)= LM,  lm(bf)=bL. 
x>C 


x>cC 


b) Sih: A —> R, si h(x) 40 para toda x € A y si límb=H%0, entonces 


ON EA A 
ím; =| = —. 
x>cl h H 


Demostración. Una demostración de este teorema es exactamente similar a la 
del teorema 3.2.3. De manera alternativa, puede demostrarse haciendo uso de los 


A 
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teoremas 3.2.3 y 4.1.8. Por ejemplo, sea (x,) cualquier sucesión en A tal que x, %c 
para n € N y c = lím(x,). Del teorema 4.1.8 se sigue que 


lim &,)) =L, lim(g(x,)) =M. 
Por otra parte, la definición 4.2.3 implica que l 
| NEDES) para neN. 

Por lo tanto, al aplicarse el teorema 3.2.3 se obtiene 

m((Y8)6,)) = iS En) En) 

= [Km Eime) = LM. 

Por consiguiente, del teorema 4.1.8 se sigue que 

lím(3) =lim(/2)(1,)) = LM. 


Las otras partes del teorema se prueban de manera similar. Se le dejan los 
detalles al lector. l Q.E.D. 


Observaciones 1) Se hace notar que, en el inciso b), se establece el supuesto adi- 
cional de que H = lím h +0. Si este supuesto no se satisface, entonces el límite 
XC 


-o 
x>c h(x) 


puede o no existir. Pero incluso si este límite existe, no puede usarse el teorema 
4.2.4b para evaluarlo. 


2) Sea A CR y sean f4, f2, * * “> fn funciones de 4 a R, y sea c un punto de acu- 
mulación de 4. Si 


L, := lim f, para  k=1,-,n, 
x>c 


entonces del teorema 4.2.4, por un razonamiento de inducción matemática, se 
sigue que 


Li+ L tot L, = Ém (A th tet fa 
x>cC 


L "La sba = lim(f h e 


En particular, se deduce que si L = lím J yne nN, entonces 


L = lim (f a”. 
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4.2.5 Ejemplos a) Algunos de los límites que se establecieron en la sección 4.1 
pueden demostrarse. usando el teorema 4.2.4. Por ejemplo, de este resultado se 
sigue que como lim x = c, entonces lim x? = ¢?, y que si c > 0, entonces 


, 1 1 1 
lim — = =- 
x>ex lmx c 

x>C 


ca (2 O 
b) lim + 1) —- 4) =20. 


Del teorema 4.2.4 se sigue que 


lim (+? +13 -9 1m6? +D) tim -4)) 


=5-4=20. 


 [x3-4] 4 
c) lim =. 
x=>2\ x2 +1 5 


Si se aplica el teorema 4.2.4b, se tiene 
lím (x3 — 4 
x3 -4 e i ) SE 4 


ím = =—. 
x=>2 x? +] Im(x2+1) $ 
x>2 


Adviértase que como el límite en el denominador [es decir, lím (12 + 1) =5] no es 
igual a 0, entonces el teorema 4.2.4b es aplicable. di 


Si se hace f(x) := x? — 4 y A(x) := 3x — 6 para x e R, entonces no puede usat- 
se el teorema 4.2.4b para evaluar lim (00/h()) porque 
X 
H = lím h(x) = lím (3x-6) 
x>2 x>2 


=3 limx-6=3-2-6=0. 


x>2 


Sin embargo, si x + 2, entonces se sigue que 


2-4 (2+2Xx-2) 1 
3x=6  3(x-2) 3 


(x +2). 


de 
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Se tiene, por tanto, 


2-4 1 4 
lím Ž = im 1+2 = H lim x+2)= 
x2 3x- 6 >23 3 2 ES 


Adviértase que la función g(x) = (x? — 4)/(3x — 6) tiene límite en x = 2 aunque no 


-esté definida ahi. 


e) lim L no existe en R. 
x>0 X 


Desde luego, lím 1 = 1 y H := lím x = 0. Sin embargo, ya que H = 0, no puede 
x>0 x>0 
usarse el teorema 4.2.4b para evaluar lim (1/x). De hecho, como se vio en el ejemplo 
>! 


4.1.10a, la función ø(x) = 1/x no tiene límite en x = 0. Esta conclusión también 
puede seguirse del teorema 4.2.2, ya que la función pel = 1/x no está acotada en una 
vecindad de x= 0. (¿Por qué?) 


f) Si p es una función polinómica, entonces lím pœ) = plc). 


Sea p una función polinómica en R tal que p(x) = aX” + ap 0 +- + 
ajx + ay para toda x e R. Del teorema 4.2.4 y del hecho de que lim xk = ck se 
sigue que 


lím pœ) = lim [a x" +a 1x"! + +a x+ ag] 
x>cC XIE 
= lím (a, x”)+ úm (a, x71)+---+ lím (a, x) + lím ag 
x>C x>cC x>c x>c 
= ny... 
=4,0” +4,_¡C + +ac+ag 


= plc). 


En consecuencia, lím p(x) = p(c) para cualquier función polinómica p. 
Xx 


g) Si p y q son funciones polinómicas en R y si q(c) + 0, entonces 


im 209 - 20, 
x>c quí) q(c) 


Puesto que q(x) es una función polinómica, de un teorema de álgebra se sigue que 
hay a lo sumo un número finito de números reales œ], ` * * , Œn [los ceros reales de 
a(x)] tales que q(œ;) = 0 y tales que six € (0%, "+, Op}, entonces q(x) + 0. Por 
consiguiente, six £ {04, `` *, Œn}, puede definirse 


20) 


r(a):= a 
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Si c no es un cero de q(x), entonces g(c) + 0 y del inciso f) se sigue que lim qa) = 
qíc) #0. Por tanto, puede aplicarse el teorema 4.2.4b para concluir que. 


y li 
naO po 


>cq6) lim q0) ON 


El siguiente resultado es el análogo directo del teorema 3.2.6. 


4.2.6 Teorema SeaA cR, sea f: A —> Ry sea ce R un punto de acumulación 
de A. Si 


a< f(x) <b para toda XE A, EC, 


y si lím f existe, entonces a < lím f< b. 
x>0 XC 


Demostración. De hecho, si L = lím f, entonces del teorema 4.1.8 se sigue que 
si (x,) es cualquier sucesión de números reales tal que c + x, € A para toda n € N 
y si la sucesión (x„) converge a c, entonces la sucesión (/(x„)) converge a L. Puesto 
que a < f(x,) < b para toda n e N, del teorema 3.2.6 se sigue que a < L < b. l 

Q.E.D. 


Se enuncia ahora el análogo del teorema de compresión 3.2.7. La demostra- 
ción se le deja al lector. 


4.2.7 Teorema de compresión Sea A C R, sean f, g, h : A > R y sea c e R un 
punto de acumulación de A. Si 


160 < gx) <h(x) para toda XEAXAC, 
y si lím f= L = lim h, entonces lím g =L. 
x>0 x>0 x->30 


4.2.8 Ejemplos a) lim 22 =0 (x> 0). 
X 


Sea f(x) :=332 para x > 0. Puesto que la desigualdad x < x12 < 1 se cumple para 
0< x < 1 (¿por qué?), se sigue que x? < (0) = x2 < x para 0 < x < 1. Puesto que 


lim x? =0 y límx=0, 
x>0 x>0 


del teorema de compresión 4.2.7 se sigue que im x20. 
x ) 
b) lím sen x= 0. 
x>0 


Más adelante se demuestra (véase el teorema 8.4.8) que 


-x Ssenx Sx para toda x20. 


A 
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Puesto que lim (tx) = 0, del teorema de compresión se sigue que lim sen x = 0. 
x> A x> 
e) lim cos x= 1. 
> 


Más adelante se demuestra (véase el teorema 8.4.8) que 


1412 < cosx <1 paratoda xeR. (1) 


Puesto que lím a -4 x?) = 1, del teorema de compresión se sigue que lim cosx=l. 


=1 
d) lim (E D =0. 


x>0 xX 


No puede usarse el teorema 4.2.4b para evaluar este límite. (¿Por qué no?) Sin 
embargo, de la desigualdad (1) del inciso c) se sigue que 


-$ x< (cosx— 1)/x <0 para x>0 
y que 


0 < (cos x — 1) /x S -4x para x<0. 


Ahora sea f(x) := ~x/2 para x 2 0 y sea f(x) := 0 para x < 0, y sea A(x) := 0 para 
x 2 0, y sea A(x) :=-—x/2 para x < 0. Se tiene entonces 


Jœ) < (cos x—1)/x< h(x) para x0. 


Puesto que se observa de inmediato que lim f=0= lim h, del teorema de compre- 
sión se sigue que lím (cos x— 1)/x=0. 


De nueva cuenta, no puede usarse el teorema 4.2.4b para evaluar este límite. 
Sin embargo, más adelante se demuestra (véase el teorema 8.4.8) que 


x-4x <senx<sx para x20. 


y que 


3 


x<senxS<x-—5x para x<0. 
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Por lo tanto; se sigue (¿por qué?) que 
1 Ly? < (sen x)/x < 1 para toda x#0. 


Pero como lim (1 —+ x2) = 1 —Ł . Jím x? = 1, del teorema de compresión se infiere 
x>0 6 € 330 
que lím (sen x)/x=1. 
1 lím (« sen(1/x)) = 0. 
Sea f(x) = x sen(1/x) para.x + 0. Puesto que —1 < sen z < 1 para toda z € R, 
se tiene la desigualdad 


= |x| < fœ) =x sen(1/x)<]x] 


para toda x € R, x + 0. Puesto que lim lx] = 0, del teorema de compresión se sigue 
X 
que lim f= 0. Para una gráfica, véase la figura 5.1.3. 
Xx 


Hay resultados que son paralelos a los teoremas 3.2.9 y 3.2.10; sin embargo, 
se dejarán como ejercicios. Se concluye esta sección con un resultado que es, en 
cierto sentido, el recíproco parcial del teorema 4.2.6. 


4.2.9 Teorema Sea ACR,seaf: A — Ry sea c e R un punto de acumulación 
de A. Si 


limf> 0 [o bien, limf < o} 


X—>C x—>c 


entonces existe una vecindad V5(c) de c tal que f(x) > 0 [o bien, f(x) < 0] para 
toda x € A N Vg(c),x+c. 


Demostración. Sea L := lim J y suponer que L > 0. Se toma €= LL > 0 en la 
definición 4.1.4 y se obtiene un número ô> 0 tal que si 0 < x —- c| < ôy x€ 4, 
entonces |f(x) — L| <5L. Por tanto (¿por qué?), se sigue que six e A N Vs(c), 
x Æ c, entonces f(x) > 5 L>0. 

Si Z < 0 se sigue un razonamiento similar. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 4.2 


1. Aplicar el teorema 4.2.4 para determinar los siguientes límites: 


x2+2 


a Im(+D0x+3) (reR), (b) lím 
x>1 1x2 -2 


í a 1 x+1 
lím -— >0, : 
c) m +| & ) (d) a 2242 (x eR} 


(>0), 
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2. Determinar los límites siguientes e indicar los teoremas que se usan en cada caso. 
(Quizá el lector desee hacer uso del ejercicio 14 siguiente.) 


Rale. 
d lim ZH e>0, (0) lim &>0), 
132 x+3' 2x2 
, @+1? -1 L 
a mL gsi, O) mL >o, 
x=>0 x x>1 x-1 
3. Encontrar lím APS donde x > 0. 


150 x+2x? 
4. Demostrar que lim cos(1/x) no existe pero que lím x cos(1/x) = 0. 
x>0 x>0 


5. Sea que f, g estén definidas de 4 c R a R y sea c un punto de acumulación de 4. 
Suponer que f está acotada en una vecindad de c y que lím g = 0. Demostrar que 


fnse=0. 
6. Usar la definición de límite para demostrar el primer enunciado del teorema 4.2.4a. 


7. Utilizar la formulación en términos de sucesiones del límite para demostrar el teorema 
4.2.4b. 


8. Sea n e N tal que n > 3. Deducir la desigualdad -1? < x” < x? para —1 < x < 1. Usar 
después el hecho de que lim x“ = 0 para demostrar que lím x=0. 
Je xX 


9. Sea que f, g estén definidas de 4 a R y sea c un punto de acumulación de 4. 


a) Demostrar que si tanto lim f como lím(f+ g) existen, entonces lím g existe. 
) q lim f 9 o lim(f 8) So rE 


b Sik ; i ENE z iste? 
) Si Jím fy lím Je existen, ¿se sigue que lím g existe 


10. Dar ejemplos de funciones f y g tales que f y g no tengan límite en un punto c, pero 
tales que tanto f+ g como fg tengan límites en c. 


11. Determinar si los siguientes límites existen en R. 


a) lim sen(1/2) (0), b) lim x sen(1/x?) (0), 
c) lim sgn sen(1/x)  (x%0), d) lim Vx sen(1/42)  (x>0). 


12. Sea f: R — R tal que f(x + y) = fx) + fy) para toda x, y en R. Suponer que lim f=L 
existe. Demostrar que L = 0 y probar después que f tiene límite en todo punto c e R. 
[Sugerencia: adviértase primero que /(2x) = f(x) + fŒ) = 21%) para x e R. Adviértase 
asimismo que f(x) = fœ — c) + fc) para x, c en R] - 


140 - Capítulo 4 Límites 


13. Sea 4 c R; sea f: A — R y sea c e R un punto de acumulación de Æ. Si lím f existe 
y si |f| denota la función definida para x e Á por |f lx) := 1601, entonces : demostrar 
que lím |f| =]lím fl. 


14, Sea A c R, sea f: A >R y sea c e R un punto de acumulación de A. Suponer además 
que f(x) > 0 para toda x e A, y sea V7 la función definida para x€ A por Vf) a= 
Vf Go). Si lím Jexiste, demostrar que lím VF =4 lím F 


SECCIÓN 4.3 Algun to de límites 

En esta sección se examinan tres tipos de ampliación de la noción de límite de una 
función que ocurren con frecuencia. Puesto que todas las ideas presentadas son estre- 
chos paralelos de las que ya se han tratado, esta sección se puede leer con facilidad. 


Límites por un lado 


Hay ocasiones en que una función f puede carecer de límite en un punto c y, no 
obstante, el límite existe cuando la función se restringe a un intervalo a uno de los 
lados del punto de acumulación c. 

i Por ejemplo, la función signo considerada en el ejemplo 4.1.10b, e ilustrada en 
la figura 4.1.2, no tiene límite en c = 0. Sin embargo, si la función signo se restrin- 
ge al intervalo (0, 00), la función resultante tiene el límite 1 en c = 0. Del mismo 
modo, si la función signo se restringe al intervalo (oo, 0), la función resultante 
tiene el límite —1 en c = 0. Los anteriores son ejemplos elementales de límite por. 
la derecha y por la izquierda en c = 0. 


-4.3.1 Definición Seade R y seaf: 4>R. 
(i) Sic e R es un punto de acumulación del conjunto 4 N (c, 00) = {xe A:x>c), 
entonces se dice que L e R es el límite por la derecha de fen c y se escribe 


limf=L o Ji fo=L 
si dada cualquier € > 0 existe Ô= Ó(€) > 0 tal que para toda x e 4 con 0 < x — 
c < Ô, entonces |/(x) — L| < e. 

Gi) Si c e R es un punto de acumulación del conjunto 4 N (00, c) = {xe A: 
x < c}, entonces se dice que L e R es el límite por la izquierda de f en c y 
se escribe 


lim f=L o Lim HoO=L 


x>c- 


*Gran parte de esta sección puede omitirse en una primera lectura de este capítulo. 
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si dada cualquier £ > 0 existe ô> 0 tal que para toda x e 4con0<c=x<Ó0, 
entonces |) — L| < e. 


Notas 1) Los límites lím E y lím - f se llaman límites de f por un lado en c. Es 
posible que ninguno de los dos límites por un lado exista. Asimismo, uno de ellos 

> puede existir sin que el otro exista. Del mismo modo, como es el caso de f(x) := 
sgn(x) en c = 0, ambos pueden existir y ser diferentes. 


2) Si 4 es un intervalo con punto terminal izquierdo c, entonces se observa de 
inmediato que f: A — R tiene límite en c si y sólo si tiene límite por la derecha 
en c. Además, en este caso el límite lím f y el límite por la derecha im, f son 
iguales. (Una situación similar ocurre para el límite por la izquierda cuando A es 
un intervalo con punto terminal derecho c.) 


El lector puede demostrar que f sólo puede tener un límite por la derecha (o 
bien, por la izquierda) en un punto. Estos resultados son análogos a los que se 
7 establecieron en las secciones 4.1 y 4.2 para límites por los dos lados. En particu- 
lar, la existencia de límites por un lado puede reducirse a consideraciones en tér- 
minos de sucesiones. 


4.3.2 Teorema Sea A CR,seaf: A — Ry sea c e R un punto de acumula- 
ción de A N (c, 00). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 


e 
Gi) Para cualquier sucesión (X,) que converge a c tal que Xp € A y X, >< para 
toda n € N, la sucesión (f(X,)) converge a L. 


Se le deja al lector la demostración de este resultado (y la formulación y 
demostración del resultado análogo para límites por la izquierda). No se ocupará 
espacio para repetir las formulaciones de la versión para un lado de los demás 
resultados de las secciones 4.1 y 4.2. 

El siguiente resultado relaciona el concepto de límite de una función con los 
límites por un lado. La demostración se deja como ejercicio. 


4.3.3 Teorema Sea A CR, seaf: A>R y sea ce R un punto de acumula- 
ción tanto de A N (c, 00) como de A N (oo, c). Entonces lím f=L si y sólo si 
lim f=L= lím f. 

Xc+ t Ca 


4.3.4 Ejemplos a) Sea f(x) := sen(x). 
En el ejemplo 4.1.10b se vio que la función signo no tiene límite en 0. Es claro 


que lím sgn(x)=+1 y que lím sen(x)=-1. Puesto que estos límites por un lado 
x>0+ x>0- 


son diferentes, del teorema 4.3.3 también se sigue que sgn(x) no tiene límite en 0. 
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b) Sea g(x) := ells para x + 0. (Véase la figura 4.3.1.) 


Figura 4.3.1 Gráfica de g(x) = e! (x + 0). 


Se demuestra primero que g no tiene límite por la derecha finito en c = 0 ya 
que no está acotada en ninguna vecindad (0, ô) a la derecha de 0. Se hará uso de 
la desigualdad 


0<t<e' para t>0, (1) 


que se establecerá más adelante (véase el corolario 8.3.3). De (1) se sigue que si 
x > 0, entonces 0 < 1/x < e!%, Por consiguiente, si se toma x, = 1/n, entonces 
g(x) > n para toda n e N. Por lo tanto, lím e! no existe en R. 

x> 


Sin embargo, lím el* = 0. De hecho, si x < 0 y se toma 1 = —1/x en (1), se 
ol- 
obtiene 0 < —1/x < e!™*, Puesto que x < 0, esto implica que 0 < el%,< —x para 
toda x < 0. De esta desigualdad se sigue que lím e=. 
FS 


c) Sea h(x) := 1/(e!™ + 1) para x + 0. (Véase la figura 4.3.2.) 
En el inciso b) se vio que 0 < 1/x < e'™ para x > 0, de donde 


1 
elx +1 elk 


<x, 


lo cual implica que dm h=0. 


á 
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Figura 4.3.2 Gráfica de h(x) = 1/(e1% + Dx = 0). 


Puesto que en el inciso b) se vio que lím el* = 0, del análogo del teorema 
4.2.4b para límites por la izquierda se sigúe que l 


, 1 1 1 
lím = S = 
x>0-\ el/x +1 lím e/x+1 0+1 


x>0- 


Obsérvese que para esta función existen ambos límites por un lado en R, pero son 
diferentes. 


Límites imfinitos 


La función f(x) := 1/1? para x + 0 (véase la figura 4.3.3) no está acotada en una 
vecindad de 0, por lo que no tiene límite en el sentido de la definición 4.1.4. Aun 
cuando los símbolos co (= +00) y —oo no representan números reales, en ocasio- 
nes es útil poder decir que “f(x) = 1/x? tiende a oo cuando x > 0”. Este uso de 
tco no causará ninguna dificultad, siempre que se tenga cuidado de no interpretar 
nunca œo o —oo0 como números reales. 


A 


Figura 4.3.3 Gráfica de Figura 4.3.4 Gráfica de 
fe) = 1 (1% 0). g) = 1/x (xx 0). 
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4.3.5 Definición Sea A c R, sea f: 4 — R y sea c e Run punto de acumula- 
ción de A. 
(i) Se dice que f tiende a co cuando x —> c y se escribe 


hip f= o, 
si para toda œ e R existe ô= (a) > O tal que para toda x € A con 0 < |x — c| < 6, 
entonces f(x) > œ. 
(Gi) Se dice que f tiende a —oo cuando x —> c, y se escribe 


lim f =-00, 
si para toda Be R existe ô= (8) > 0 tal que para toda x € A con 0 < |x- c| < Ó, 
entonces f(x) < B. 


4.3.6 Ejemplos a) lím (12 = œ. 
x>0 


Ahora bien, si œ > 0 está dada, sea ô := 1/Va. Se sigue que si 0 < |x| < ô, 
entonces x? < 1/œ, de donde 1/x? > &. 

b) Sea g(x) := 1/x para x + 0. (Véase la figura 4.3.4.) 

La función g no tiende ni a oo ni a —oo cuando x > 0. Esto es, si œ > 0, enton- 
ces g(x) < œ para toda x < 0, por lo que g no tiende a oo cuando x > 0. Del mismo 
modo, si $ < 0, entonces g(x) > ß para toda x > 0, por lo que g no tiende a —oo 
cuando x > 0. 


Aun cuando muchos de los resultados de las secciones 4.1 y 4.2 tienen amplia- 
ciones de acuerdo con este concepto de límite, no es el caso para todas ellas, ya 
que +00 no son números reales. El resultado siguiente es el análogo del teorema 
de compresión 4.2.7. (Véase también el teorema 3.6.4.) 


4.3.7 Teorema Sea A CR, sean f, g: A > Ry sea ce Run punto de acumu- 
lación de A. Suponer que K(x) < g(x) para toda x € A, X +C. 
a) Sí lím f= œ, entonces lím g = 00. 

x>C x>c 


b) Si lím g = —oo, entonces lím f =-—00. 
x>c x>C 


Demostración. a) Si Jim f=00 y a e R está dada, entonces existe Ó(0) > 0 tal 
que si 0 < |x — c| < Ó(0%) y x e A, entonces f(x) > a. Pero como f(x) < g(x) para 
toda x € A, x + c, se sigue que si 0 < |x — c| < (œ) y x € A, entonces g(x) > a. 
Por lo tanto, lím g=. 


La demostración del inciso b) es similar. Q.E.D. 
La función g(x) = 1/x considerada en el ejemplo 4.3.6b sugiere que podría 


resultar conveniente considerar límites infinitos por un lado. Se definen tan sólo 
los límites infinitos por la derecha. 


é 
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4.3.8 Definición Sea cR yseaf: 4 >R.Sice R es un punto de acumula- 
ción del conjunto 4 N (c, 00) = {x € A : x > c}, entonces se dice que f tiende a oo 
[o bien a —oo] cuando x —> c+ y se escribe 


lím f=00 [o vien, lím 1-00), 
x>ct x>C+ 


si para toda œ e R existe Ô= Ó(a) > 0 tal que para toda x e A con 0 <x-c< ô, 
entonces f(x) > œ [o bien, f(x) < o]. 


4.3.9 Ejemplos a) Sea g(x) := 1/x para x + 0. En el ejemplo 4.3.6b se estable- 
ció que lím g no existe. Sin embargo, es un ejercicio sencillo demostrar que 
X 


lím (1/x)=00 y lím (1/x)=-%. 
x>0+ x>0- 


b) En el ejemplo 4.3.4b se vio que la función g(x) := el" para x + 0 no está aco- 
tada en ningún intervalo (0, ô), ô> 0. En consecuencia, el límite por la derecha de 
el cuando x > 0+ no existe en el sentido de la definición 4.3.1(i). Sin embargo, 
puesto que 


Vx<el* para x>0, 


se observa de inmediato que lím el = œo en el sentido de la definición 4.3.8. 
x>0+ 
Límites en el infinito 


También es deseable definir la noción del límite de una función cuando x — 00. 
La definición cuando x > —oo es similar. 


4.3.10 Definición Sea 4 CR y sea f: 4 > R. Suponer que (a, 00) E A para 
alguna a € R. Se dice que £ e R es límite de f cuando x > oo y se escribe 


ím f=L o  lmf()=L, 


x>00 x—>00 


si dada cualquier e > 0 existe K = K(€) > a tal que para cualquier x > Ķ, entonces 


Iœ -L< e. 


El lector debe advertir la estrecha semejanza entre 4.3.10 y la definición de 
límite de una sucesión. 

Se le deja al lector demostrar que los límites de f cuando x —> too. son únicos 
siempre que existen. También se cuenta con criterios en términos de sucesiones 
para estos límites; sólo se enuncia el criterio cuando x — oo. Para ello se usa ahí la 
noción de límite de una sucesión propiamente divergente (véase la definición 3.6.1). 
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4.3.11 Teorema Sea A cR, sea f: A — R y suponer que (a, 00) CA para algu- 
na a € R. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 
(1) L= lím £ 
x>300 
Gi) Para cualquier sucesión (X,) en AN (a, 00) tal que lím(x,) = oo, la sucesión 
(£(x,)) converge a L. 


Se le deja al lector la demostración de este teorema y la formulación y demos- 
tración del resultado correspondiente para el límite cuando x > —00. 


4.3.12 Ejemplos a) Sea g(x) := 1/x para x # 0. 
Es un ejercicio elemental demostrar que. lím (1/x)=0= im 1 (1/1). (Véase la 
figura 4.3.4.) 
b) Sea fœ) := 1/x? para x + 0. 
El lector puede demostrar que lím (1/2) =0= ALCÓN (1/42). (Véase la figura 
4.3.3.) Una manera de hacerlo es probar que six 2 L "entonces 0 < 1 < 1/x. Con 
base en el inciso a), esto implica que mah) = 0. LJ 


Así como resulta conveniente poder decir que f(x) > too cuando x —> c para 
c € R, también lo es contar con la noción correspondiente cuando x —> too. Se 
aborda el caso en que x > 00. 


4.3.13 Definición Sea4A cR yseaf: 4 > R. Suponer que (a, 00) c A para algu- 


na a € A. Se dice que f tiende a co [o bien, a —oo] cuando x —> oo y se escribe 


lím f=00 fo bien, lím f=-00| 


Xx-—>00 x—>00 


si dada cualquier œ e R existe K = K(0%) > a tal que para cualquier x > K, enton- 
ces f(x) > & [o bien, f(x) < a]. 


Como antes, hay un criterio en términos de sucesiones para este límite. 
> . a 


4.3.14 Teorema SeaA e R, sea f: A — R y suponer que (a, co) CA para algu- 
na a € R. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 
(i) lím f= œœ [o bien, lím f=-—00]. 
xX>00 X>300 
Gi) Para toda sucesión (x,) en (a, 00) tal que lím(x,)= co, entonces lim (f(x,)) = 00 
[o bien, líim(f(x,)) = —00]. 


El siguiente resultado es el análogo del teorema 3.6.5. 


4.3.15 Teorema Sea A CR, sean f, g : A >R y suponer que (a, 00) CA para 
alguna a € R. Suponer además que g(x) > 0 para toda x > a y que para alguna 
Le R, L #0, se tiene 


lím PACA 


x-—>00 gx) 


e 
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G) Si L >Q, entonces lim f=00 si y sólo si lim g=00. 
X-—>00 x->00 


Gi) Si L <0, entonces lim f= -~oo si y sólo si lím g=.00. 
o x—>00 x—>00 


Demostración. (i) Puesto que L > 0, la hipótesis implica que existe a, > a tal que 


10) 


i veLlre 
2 ga) 


3 
32 para x>a,, 


Por lo tanto, se tiene GD) < fx) < EDg) para toda x > a, de donde se 
sigue de inmediato la conclusión. 


La demostración de (11) es similar. Q.E.D. 
Se le deja al lector formular el resultado análogo cuando x > —oo. 
4.3.16 Ejemplos a) ím x" = 00 para n € N. 


Sea g(x) := x” para x e (0, o0). Dada œ € R, sea K := sup{1, œ}. Entonces para 
toda x > Ķ, se tiene g(x) = x” 2 x > æ. Puesto que 0 e R es arbitraria, se sigue que 
a, £ TEO: 

z p z H ; 
b) 1m x” = œ para n € N, n par, y im x". =—00 para n € N, n impar. 


Se trata el caso en que n es impar, por ejemplo, n = 2k + 1 con k= 0, 1, ++ >. 
Dada œe R, sea K := inf{ œ, ~1}. Para cualquier x < K, entonces como (12)* > 1, 
se tiene que x” = (12) x < x < œ. Puesto que œ € R es arbitraria, se sigue que 


lim _ x” = —o0. 
P at] ij PS 
c) Sea p : R —> R la función polinómica 


px) := apx" + ay + + ax + ag. 


Entonces lím p = œœ si a, > 0 y lím p=—o0 si a, < 0. 
rok. SEn YAR n 


De hecho, sea g(x) := x” y se aplica el teorema 4.3.15. Puesto que 


AETERNE 
go) x gol x” 


se sigue que dim (PEx) = ap. Puesto que Jim g = œ, la afirmación se sigue 


del teorema 4.3.15. 
d) Sea p la función polinómica del inciso c). Entonces MW p= œ [o bien, —00] 
si n es par [o bien, impar] y a,, > 0. 

Se le dejan los detalles al lector. 
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Ejercicios de la sección 4.3 


10. 


11. 


12. 


13. 


. Demostrar el teorema 4.3.2. 


. Dar un ejemplo de una función que tenga límite por la derecha pero no por la izquier- 


da en un punto. 


.— 1/2 í = lí = 
< Sea f(x) := |x| * para x + 0. Demostrar que lim f(x) dim f(x) = +00. 


. Sea c € R y sea que f esté definida para x e (c, 00) y f(x) > 0 para toda x e (e, 00). 


Demostrar que lím f= oo si y sólo si lím 1/f=0. 


. Evaluar los siguientes límites o demostrar que no existen. 


Xx Xx 


a) lím (1), b) lím (1D), 
canl+x— 1 x>lx—1 

c) lim (2+2)/4x (x>0) d) lim (x+2)//x (x>0), 
x>0+ i x—>00 

e) lím(x+1)/x (x>-—D, f) lím (/x+1)/x (x>0), 
x>0 x->00 

2) lím dx 5 («> 0), h im dx =x (> 0). 
x>% 4 x +3 x>0 yx +x 


. Demostrar el teorema 4.3.11. 


. Suponer que f y g tienen límites en R cuando x > œ y que f(x) < g(x) para toda 


xe (a, œ). Demostrar que lím f < lim g. 
(a, 00) q Jm f xa > 


. Sea que f esté definida de (0, co) a R. Demostrar entonces que lim )=L si y 


sólo si lím Jfa) =L. 


. Demostrar que si f : (a, o0) > R es tal que lím x f(x) = L, donde L e R, entonces 
Xx—>00 


lim s=. 
Demostrar el teorema 4.3.14. 


Suponer que lím Jx) = L, donde L > 0, y suponer que lím g(x) = oo. Demostrar que 
lím Jœgx) = 00. Si L= 0, demostrar con un ejemplo que esta conclusión puede fallar. 


Encontrar las funciones f y g definidas en (0, co) tales que Jim J=% y lím g=00, y 
Jim (f— g) = 0. ¿Puede el lector encontrar funciones que cumplan con estas condiciones, 
y con g(x) > 0 para toda x e (0, 00), tales que Jim Fig =0? 


Sea que f y g estén definidas en (a, co) y suponer que dim f=Ly dm g = 00: 
Demostrar que lím fog=L. j 
Xx 


Se inicia ahora el estudio de la clase más importante de funciones que surge en el 
análisis real: la clase de las funciones continuas. El término “continua” se ha 
usado desde la época de Newton para referirse al movimiento de un cuerpo o para 
describir una curva sin interrupciones, pero no se hizo preciso sino hasta el siglo 
XIX. Los trabajos de Bernhard Bolzano en 1817 y de Augustin-Louis Cauchy en 
1821 identificaron la continuidad como una propiedad muy importante de las fun- 
ciones y propusieron definiciones, pero como el concepto está vinculado con el de 
límite, fue el meticuloso trabajo de Karl Weierstrass en los años 1870 el que apor- 
tó la comprensión apropiada de la idea de continuidad. 

Se definen primero las nociones de continuidad en un punto y de continuidad en un 
conjunto, para después establecer que varias combinaciones de funciones continuas dan 
lugar a funciones continuas. Después, en la sección 5.3, se establecen las propieda- 
des fundamentales que hacen tan importantes las funciones continuas. Por ejemplo, 
se demuestra que una función continua en un intervalo acotado cerrado debe alcan- 
zar un valor máximo y un valor mínimo. Se demuestra asimismo que una función 
continua debe asumir todos y cada uno de los valores intermedios entre cualesquiera 
dos valores que alcance. Las funciones en general no poseen estas y otras propieda- 
des, como se ilustra con varios ejemplos, y en consecuencia son esas propiedades las 
que distinguen a las funciones continuas como una clase muy especial de funciones. 


Karl Weierstrass 

Karl Weierstrass (también WeierstraB) (1815-1897) nació en 
Westfalia, Alemania. Su padre, agente aduanal en una salina, insis 

tía en que estudiara derecho y finanzas públicas en la Universidad 
de Bonn, pero Weierstrass tenía más interés en la bebida y la esgri 
ma, y dejó Bonn sin recibir un diploma. Posteriormente se inscribió 
en la Academia de Münster, donde estudió matemáticas con 
Christoph Gudermann. De 1841 a 1854 impartió clases en varios 
gimnasios en Prusia. A pesar de no haber tenido contacto con el 
mundo matemático durante este periodo, trabajó con ahínco en la investigación matemá- 
tica y pudo publicar algunos artículos, uno de los cuales atrajo considerable atención. De 
hecho, la Universidad de Kónigsberg le otorgó el doctorado honorario por este trabajo en 
1855. Al año siguiente, Weierstrass obtuvo puestos en el Instituto Industrial de Berlín y 
en la Universidad de Berlín. Permaneció en esta última ciudad hasta su muerte. 


(continúa) 
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Estudioso metódico y concienzudo, Weierstrass desconfiaba de la intuición y traba- 
jaba para colocar todo sobre bases lógicas y firmes. Realizó trabajos cardinales sobre los 
fundamentos de la aritmética y el análisis, el cálculo de variaciones y la geometría alge- 
braica. Debido a la meticulosidad con que preparaba sus presentaciones, fue un confe- . 
rencista en extremo popular; no era raro que disertara sobre temas de matemáticas 
avanzadas frente a auditorios de más de 250 asistentes. Entre quienes lo escucharon se- 
encuentran Georg Cantor, Sonya Kovalevsky, Gósta Mittag-Leffler, Max Planck, Otto 
Holder, David Hilbert y Oskar Bolza (quien tuvo muchos alumnos de doctorado esta- 
dounidenses). A través de sus escritos y conferencias, Weierstrass ejerció una profunda 
influencia sobre las matemáticas contemporáneas., | 


En la sección 5.4 se introduce la noción de capital importancia de continuidad 
uniforme. La distinción entre continuidad y continuidad uniforme es un tanto sutil 
y no fue apreciada del todo hasta el trabajo de Weierstrass y los matemáticos de 
su época, pero resultó ser de gran importancia en las aplicaciones. Se presenta una 
aplicación de la idea de aproximar funciones continuas mediante funciones más 
elementales (tales como polinomios). 

En la sección 5.5 se introduce la noción de “medida” y se utiliza como un mé- 
todo alternativo para demostrar las propiedades fundamentales de las funciones 
continuas. El significado principal de este concepto se encuentra, sin embargo, en 
el área de la teoría de integración, donde las medidas son esenciales para definir 
la integral de Riemann generalizada. El tema se examina en el capítulo 10. 

Las funciones monótonas son una clase importante de funciones con sólidas 
propiedades de continuidad y se estudian en la sección 5.6. 


En esta sección, que es muy similar a la sección 4.1, se define lo que se entiende 
al decir que una función es continua en un punto, o en un conjunto. Esta noción 
de continuidad constituye uno de los conceptos centrales del análisis matemático 
y se usa prácticamente en todo el resto del material de este libro. Por consiguien- 
te, es esencial que el lector lo domine. 


5.1.1 Definición Sea Æ cR, seaf:A— R y sea c e 4. Se dice que fes conti- 
nua en c si, dado cualquier número € > 0, existe ô> 0 tal que si x es cualquier 
punto de A que satisface |x — c| < ô, entonces | f(x) — f(c)] < e. 

Si fno es continua en c, entonces se dice que f es discontinua en c. 


Como en el caso de la definición de límite, la definición de continuidad en un 
punto puede formularse muy bien en términos de vecindades. Esto se hace en el 
siguiente resultado. Se le deja al lector la verificación como un importante ejerci- 
cio. Véase la figura 5.1.1. 


5.1 


Funciones continuas 


VU) 


26 


Figura 5.1.1 Dada V(/(c)), debe determinarse una vecindad Vs (c). 


4 


5.1.2 Teorema . Una función f : A > R es continua en un punto c € A si y sólo 
si dada cualquier vecindad-e V(£(c)) de f(c) existe una vecindad- Vg(c) de c tal 
que si x es cualquier punto de A N Vg(c), entonces f(x) pertenece a V¿(f(c)), es 
decir, 


FAN Tate) EVO). 


Observaciones 1) Sice 4 es un punto de acumulación de A, entonces la com- 
paración de las definiciones 4.1.4 y 5.1.1 indica que f es continua en c si y sólo si 


Fc)= do: (1) 


Por tanto, si c es un punto de acumulación de 4, entonces deben cumplirse tres 
condiciones para que f sea continua en c: 


(1) f debe estar definida en c (para que f(c) tenga sentido), 
(ii) el límite de fen c debe existir en R (para que lím f(x) tenga sentido), y 
xoc 


(111) estos dos valores deben ser iguales. 


2) Sice Ano es un punto de acumulación de 4, entonces existe una vecindad 
Vs(c) de c tal que 4 N Vs(c) = {c}. Se concluye por tanto que una función fes con- 
tinua automáticamente en un punto c e Á que no es un punto de acumulación de 
A. Tales puntos suelen denominarse “puntos aislados” de 4. Son de escaso interés 
práctico aquí, ya que no tienen relación con los procesos de límites. Puesto que la 
continuidad es automática en tales puntos, por lo general sólo se investiga la con- 
tinuidad en puntos de acumulación. Así, la condición (1) se considera caracteris- 
tica de la continuidad en c. 


Una ligera modificación de la demostración del teorema 4.1.8 para límites da 
lugar a la siguiente versión en términos de sucesiones de la continuidad en un 
punto. 
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5.1.3 Criterio de sucesiones para la continuidad Una función f : A —> R es 
continua en el punto c € A si y sólo si para toda sucesión (Xp) en A que conver- 
ge ac, la sucesión (£(X,)) converge a f(c). 


El siguiente criterio de discontinuidad es una consecuencia del teorema ante- 
rior. Deberá compararse con el criterio de divergencia 4.1.9a con L = f(c). Le 
corresponde al lector desarrollar la demostración en detalle. 


5.1.4 Criterio de discontinuidad Sea A c R, sea f: A > R y sea c € A. En- 
tonces f es discontinua en e si y sólo si existe una sucesión (X,) en A tal que (Xp) 
converge a c, pero la sucesión (t(x,)) no converge a f(c). 


Hasta ahora se ha examinado la continuidad en un punto. Para tratar la conti- 
nuidad de una función en un conjunto, tan sólo se plantea el requisito de que la 
función sea continua en cada punto del conjunto. Lo anterior se enuncia formal- 
mente en la siguiente definición. 


5.1.5 Definición Sea A CR y sea f: A — R. Si B es un subconjunto de Á, se 
dice que fes continua en el conjunto B si f es continua en cada punto de B. 


5.1.6 Ejemplos a) La función constante f(x) := b es continua en R. 
En el ejemplo 4.1.7a se”vio que si c € R, entonces se tiene lím f(x) = b. Puesto 
xc 


que f(c) = b, se tiene lím f(x) = f(c) y, por consiguiente, f es continua en cada 
SC 
punto c € R. Por lo tanto, fes continua en R. 


b) g(x) := x es continua en R. 
En el ejemplo 4.1.7b se vio que si c e R, entonces se tiene lim g = c. Puesto 
x—>c 


que g(c) = c, entonces g es continua en cada punto c € R. Por lo tanto, g es con- 
tinua en R. 
©) Ax) :=x? es continua en R. 


En el ejemplo 4.1.7c se vio que si c € R, entonces se tiene lím h = ¢?. Puesto 
x—>c 


que h(c) = c?, entonces h es continua en cada punto c € R. Por lo tanto, h es con- 
tinua en R. 
d) oŒ) := 1/x es continua en 4 := {xe R: x> 0}. 


"En el ejemplo 4.1.7d se vio que si c e A, entonces se tiene lim p= 1/c. Puesto 
x>C A 


que p(c) = 1/c, con esto se demuestra que y es continua en cada punto c e A. Por 
lo tanto, p es continua en A. 
e) ox) := 1/x.no es continua en x= 0. 

De hecho, si p(x) = 1/x para x > 0, entonces Y no está definida en x = 0, por lo 
que no puede ser continua ahí. De manera alternativa, en el ejemplo 4.1.10a se 


vio que lím Ọ no existe en R, de modo que ọ no puede ser continua en x = 0. 
A 


f) La función signo sgn no es continua en Q. 
La función signo se definió en el ejemplo 4.1.10b, donde también se estable- 
ció que | lím sen(x) no existe en R. Por lo tanto, sgn no es continua en x = 0 (aun 


cuando ón 0 sí está definida). 
Éste es un ejercicio que demuestra que sgn es continua en cada punto c + 0: 


à 
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g) Sea A := R y sea f la “función discontinua” de Dirichlet definida por 


F= f si xes racional 

O si  xesirracional. 
Se afirma que f es no continua en cualquier punto de R. (Esta función fue intro- 
ducida en 1829 por P G. L. Dirichlet.) 

De hecho, si c es un número racional, sea (x,) una sucesión de números irra- 
cionales que converge a c. (El corolario 2.4.9 del teorema de densidad 2.4.8 ase- 
gura la existencia de esta sucesión.) Puesto que f(x,,) = 0 para toda n e N, se tiene 
lím (f(x) = 0, mientras que f(c) = 1. Por lo tanto, f es no continua en el número 
racional c. 

Por otra parte, si b es un número irracional, sea (y,) una sucesión de números 
racionales que converge a b. (El teorema de densidad 2.4.8 asegura la existencia 
de esta sucesión.) Puesto que f(y,,) = 1 para toda n e N, se tiene lim (F(Y) = 1, 
mientras que f(b) = 0. Por lo tanto, fes no continua en el número irracional b. 

Puesto que cualquier número real es racional, o bien irracional, se deduce que 
fes no continua en todo punto de R. 

h) Sea 4 :=(x€ R:x>0). Para cualquier número irracional x > 0 se define A(x) = 0. 
Para un número racional en Æ de la forma m/n, con los números naturales m, n sin 
factores comunes excepto 1, se define h(m/n) := 1/n. (Véase la figura 5.1.2.) 


0.8 


0.6 


Figura 5.1.2 Función de Thomae. 


Se afirma que h es continua en cualquier número irracional en A y que es dis- 
continua en cualquier número racional en A. (Esta función fue introducida en 
1875 por K. J. Thomae.) - 

De hecho, si a > 0 es racional, sea (x,) una sucesión de números irracionales 
en A que converge a a. Entonces lím (h(x,)) = 0, mientras que h(a) > 0. En con- 
secuencia, h es discontinua en a. 

Por otro lado, si b es un número irracional y £ > 0, entonces (por la propiedad 
de Arquímedes) existe un número natural no tal que 1/17 < e. Sólo existe un núme- 
ro finito de racionales con denominador menor que ny en el intervalo (b — 1, b + 1). 
(¿Por qué?) En consecuencia, puede elegirse ô> 0 tan pequeña que la vecindad 


md 
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(b— ô, b + õ) no contenga números racionales con un denominador menor que ng. 
Se sigue entonces que para |x—b| < ô, x € A, se tiene |A) — AO] = [Aœ] < 
1/nọ < e. Por tanto, h es continua en el número irracional b. 

Por consiguiente, se deduce que la función de Thomae A es continua precisa- 
mente en los puntos irracionales de A. la 


5.1.7 Observaciones a) En ocasiones una función f: A — R es no continua 
en un punto c porque no está definida en ese punto. Sin embargo, si la función f 
tiene límite £ en el punto c y si se define F en 4 U {c} —> R por 
q L ara x=C, 
Fl)):= P 
FO) para  x€dA, 
entonces F es continua en c. Para ver por qué, es necesario verificar que lim F= L, 
. š r XA 
pero este hecho se infiere (¿por qué?), ya que lim f= L. Eje 
x>C 


b) Si una función g : 4 —> R no tiene límite en c, entonces no hay forma de obte- 
ner una función G : A U {c} — R que sea continua en c definiendo 
para  x=C, 


G(a):= g 
gœ) para  xE€A. 


Para ver por qué, obsérvese que si lím G existe y es igual a C, entonces lím g 
xoc xc 


también debe existir y ser igual a C. 


5.1.8 Ejemplos a) La función g(x) := sen(1/x) para x + 0 (véase la figura 4.1.3) 
no tiene límite en x = 0 (véase el ejemplo 4.1.10c). En consecuencia, no hay nin- 
gún valor que pueda asignarse a x = 0 a fin de obtener una extensión continua de 
genx=0. 

b) Sea f(x) = x sen(1/x) para x + 0. (Véase la figura 5.1.3.) Puesto que f no está 
definida en x= 0, la función fno puede ser continua en este punto. Sin embargo, en 
el ejemplo 4.2.8f se vio que lim (x sen(1/x)) = 0. Por lo tanto, de la observación 


5.1.7a se sigue que si se define F : R —> R por 


Poa 0 para x=0, 
xsen(1/x) para xæ=0. 
entonces F es continua en x = 0. oO 


Figura 5.1.3 Gráfica de f(x) = x sen(1/x)  (x%0). 


$ 
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Ejercicios de la sección 5.1 


1. 
2. 


3. 


10. 


11. 
12. 
13. 


14. 


15. 


Demostrar el criterio de sucesiones 5.1.3. 
Establecer el criterio de discontinuidad 5.1.4. 


Seaa<b<c. Suponer que fes continua en [a, b], que g es continua en [b, c] y que 


F (6) = g(b). Definir h en [a, c] por A(x) := fŒ) para x e [a, b] y Aœ) := gœ) para x € (b, cl. 


Demostrar que h es continua en [a, c]. 


Si x e R, se define [x] como el entero mayor n e Z tal que n < x. (Así, por ejemplo, 
[8.3] = 8, [x] = 3, [~-r] 4.) La función x > [x] se llama la función del entero 
mayor. Determinar los puntos de continuidad de las funciones siguientes: 


a) fœ = kd, b) gœ) := xf], 
c) h(x) := [sen x], r d ko =A]  (x%0). 


Sea que festé definida para toda x e R, x # 2, por fO) = (1? + x — 6(x—2). ¿Es posi- 
ble definir f en x = 2 de tal modo que f sea continua en este punto? 


Sea A CR y sea f : A — R continua en un punto c e A. Demostrar que para cualquier 
€> 0 existe una vecindad Vs(c) de c tal que si x, y e A N Vs(c), entonces | f(x) A y)| < €, 


Sea f: R > R continua en c y sea f(c) > 0. Demostrar que existe una vecindad Vs(c) 
de c tal que six e Ys(c), entonces f(x) > 0. 


Sea f: R > R continua en R y sea S := {x € R : f(x) = 0) el “conjunto cero” de f. Si 
(x,) está en S y x = lím (x,,), demostrar que x € S. 


Sea A C B CR, sea f: B — R y sea g la restricción de fa A (es decir, g(x) = f(x) para 
x€ A). 


a) Sif'es continua en c e A, demostrar que g es continua en c. 


b) Demostrar con un ejemplo que si g es continua en c, no se sigue necesariamente 
que fes continua en c. 


Demostrar que la función valor absoluto f(x) := |x| es continua en todo punto c e R. 


Sea K > 0 y sea que f: R > R satisfaga la condición | f(x) -O)| <K|x-y]| para 
toda x, y e R. Demostrar que fes continua en todo punto c e R. 


Suponer que f : R — R es continua en R y que f(r) = 0 para todo número racional r. 
Demostrar que f(x) = 0 para toda x € R. 


Definir g : R > R por g(x) := 2x para x racional y g(x) := x + 3 para x irracional. 
Encontrar todos los puntos en los que g es continua. 


Sea A := (0, 00) y sea que k : 4 > R esté definida como sigue. Para x € 4, x irracio- 
nal, se define k(x) = 0; para x e 4 racional y de la forma x = m/n con los números natu- 
rales m, n sin factores comunes excepto 1, se define k(x) := n. Demostrar que k no está 
acotada en todo intervalo abierto en 4. Concluir que k no es continua en ningún punto 
de A. (Véase el ejemplo 5.1.6h.) 


Sea que f: (0, 1) >R esté acotada pero tal que lím SA no existe. Demostrar que existen 


dos sucesiones (x,) y (Y„) en (0, 1) con lim (x,) = 0 = = lím (y,,), pero tales que lim (f(x,,)) 
y lim (£0,,)) existen pero no son iguales. 
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SECCIÓN 5.2 


Sea A CR y sean f y g funciones que están definidas de A a R, y sea b e R. En la. 
definición 4.2.3 se definieron las funciones suma, diferencia, producto y múltiplo 
denotadas por f+ g; f — g, fe, bf. Además, si h : A —> R es tal que A(x) + 0 para 
toda x e A, entonces se definió la función cociente denotada por f/h. 

El siguiente resultado es similar al teorema 4.2.4, del cual se deriva. 


5.2.1 Teorema Sea A CR, sean fy g funciones de A a R, y sea b e R. Supo- 
ner que c € À y que fy g son continuas en c. 

a) Entonces f + g, f — g, fg y bf son continuas en c. 

b) SIh:A>R es continua en c € A y si h(x) + kaa toda x € A, entonces el 
cociente f/h es continuo en c. 


Demostración. Sice A no es un punto de acumulación de 4, entonces la con- 
clusión es automática. En consecuencia, se supone que c es un punto de acumula- 
ción de A. 

a) Puesto que fy g son continuas en c, entonces 


fo=lmf y  g(c)=lime. 


x—>c x>C 


Por consiguiente, del teorema 4.2.4a se sigue que 
(f+gXc)= fc) + g(c)= lim (f + 8). 
x>Cc 
Por lo tanto, f + g es continua en c. Las demás afirmaciones del inciso a) se 


demuestran de manera similar. 
b) Puesto que c e A, entonces h(c) + 0. Pero como h(c) = lim A, del teorema 
xa 


4.2.4b se sigue que 
lim f 
E E E 
h h) limh x>əc\ h 
"rat 
Por lo tanto, f/h es continua en c. Q.E.D. 


El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema 5.2.1, apli- 
cada a cualquier punto de 4. Sin embargo, puesto que se trata de un resultado de 
extrema importancia se enuncia formalmente. 


5.2.2 Teorema Sea A CR, sean f y g continuas de A a R y sea b e R. 

a) Las funciones f+ g, f — g, fe y bf son continuas en A. 

b) Sih: A > R es continua en A y h{x) + 0 para x € A, entonces el cociente fh 
es continuo en À. 


és 


5.2 Combinaciones de funciones continuas 157 


Observación Para definir cocientes, en ocasiones es más conveniente proceder 
como sigue. Si p: 4 —> R, sea 4; := {x € A: pc) + 0), puede definirse el cocien- 
te f/ọ en el conjunto 4; por 


BN PAN 1) : 
Eje E A dl 


Si ọ es continua en un punto c e 44, es claro que la restricción q, de pa 4; 
también es continua en c. Por lo tanto, del teorema 5.2.1b aplicado a p, se sigue que 
fp, es continua en c e A. Puesto que (A/O) = (p para x e A, se sigue 
que f/ọ es continua en c € 44. Del mismo modo, si f'y y son continuas en 4, enton- 
ces la función //p, definida en 4, por (1), es continua en 4}. 


5.2.3 Ejemplos a) Funciones polinómicas. 
Si p es una función polinómica, de tal modo que p(x) = ax" + a, 0 + 
ax + ay para toda x e R, entonces del ejemplo 4.2.5f se sigue que p(c) = lím p para 
x>C 


cualquier c e R. Por tanto, una función polinómica es continua en R. 
b) Funciones racionales. 

Si p y q son funciones polinómicas en R, entonces hay a lo sumo un número 
finito 0%], * * *, Œn de raíces reales de q. Six € (0%, * * *, Om}, entonces q(x) + 0, 
por lo que puede definirse la función racional r por 


Ay 20 


para xef, "Ap. 
q) 


En el ejemplo 4.2.5g se vio que si (c) + 0, entonces 


nS g(c) = q) a di 


En otras palabras, r es continua en c. Puesto que c es cualquier número real que 
no es una raíz de q, se infiere que una función racional es continua en todo núme- 
ro real en el que está definida. 
c) Se demuestra a continuación que la función seno sen es continua en R. 

Para ello, se hace uso de las siguientes propiedades de las funciones seno y 
coseno. (Véase la sección 8.4.) Para toda x, y, z e R se tiene: 


[sen z|<|z|],  |cosz|<1, 


sen x — sen y =2sen E (x »] cos $ (x +) 


En consecuencia, si c e R, entonces se tiene 
1 
[sen x — sen (52: h-d-1==d. 


Por lo tanto, sen es continua en c. Puesto que c e R es arbitrario, se sigue que sen 
es continua en R. 
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d) La función coseno es continua en IR. 
A E $ A y 
Se hace uso de las siguientes propiedades de las funciones seño y coseno. Para 
toda x, y, z € R se tiene: 


Isen.z|<|zl, [sen z|<1, 
1 1 
cos x — cos y = —2 sen il y) |sen zę -y)}. 
En consecuencia, si c € R, entonces se tiene 


los x- coses 2-1:Żle-xl=l-cl 


Por lo tanto, cos es continua en c. Puesto que c € R es arbitrario, se sigue que cos 
es continua en R. [De manera alternativa, podría haberse utilizado la relación 
cos x = sen(x + 7/2).] e 
e) Las funciones tan, cot, sec, csc son continuas donde están definidas. 

Por ejemplo, la función cotangente está definida por 


COS x 


cot x:= 

sen x 
siempre que sen x # 0 (es decir, siempre que x + nm, n € Z). Puesto que sen y cos 
son continuas en R, se sigue (véase la observación antes del ejemplo 5.2.3) que la 
función cot es continua en su dominio. Las demás funciones trigonométricas se 
abordan del mismo modo. 


5.2.4 Teorema Sea AGR, sea f: A — Ry sea que |f| esté definida por |f|(x) := 
|[E&)| para x e A. 

a) Si fes continua en un punto c € A, entonces |f| es continua en c. 

b) Sif es continua en A, entonces |f| es continua en A. 


Demostración. Este resultado es una consecuencia inmediata del ejercicio 
4.2.13. Q.E.D. 


5.2.5 Teorema Sea A cR, sea f: A > R y sea f(x) 2 0 para toda x € A. Se 
hace que Vf esté definida para x e A por (E JON := VFG). 

a) Si fes continua en un punto c € A, entonces Vf es continua en c. 

b) Si fes continua en A, entonces WT es continua en A. 


Demostración. Este resultado en sí es una consecuencia inmediata del ejerci- 
cio 4.2.14. Q.E.D; 


Composición de funciones continuas 


7 


Se demuestra ahora que si la función f: A — R es continua en un punto c y que si 
g : B > R es continua en b = f(c), entonces la composición g o f es continua en 
c. A fin de tener la seguridad de que g o f está definida en la totalidad de A, es nece- 
sario suponer también que f(4) c B. 


C] 
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5.2.6 Teorema Sean A, B c R y sean f: A — R y g : B —> R funciones tales 
que F(A) c B. Si f es continua en un punto c € À y g es continua en b = f(c) € B, 
entonces la composición g o f: A > R es continua en c. 


Demostración. Sea W una vecindad-e de g(b). Puesto que g es continua en 
b, existe una vecindad-6 V de b = f(c) tal que si y e B NM FV, entonces g(y) e W. 
Puesto que fes continua en c, existe una vecindad-y U de c tal que six e 4 N U, 
. entonces f(x) e Y. (Véase la figura 5.2.1.) Puesto que /(4) c B, se sigue que si 
xE AN U, entonces f(x) e BN FV, de donde g o f(x) = g(£00)) e W. Pero como W 
es una vecindad-e arbitraria de g(b), esto implica que g o fes continua en c. Q.E.D. 


Figura 5.2.1 La composición de fy g. 


5.2.7 Teorema Sean A, BCR, sea f : A — R continua en A y sea g : B > R 
continua en B. Si f(A) c B, entonces la función compuesta g of: A > R es con- 
tinua en À. 


Demostración. El teorema se sigue de inmediato del resultado precedente si f 
y g son continuas en todo punto de 4 y B, respectivamente. Q.E.D. 


Los teoremas 5.2.6 y 5.2.7 son de gran utilidad para establecer que ciertas fun- 
ciones son continuas. Pueden usarse en muchas situaciones en las que sería dificil 
aplicar directamente la definición de continuidad. 


5.2.8 Ejemplos a) Sea g(x) := |x| para x e R. De la desigualdad del trián- 
gulo se sigue que 


lg] 6) 81 (cI<|x=c] 


para toda x, c e R. En consecuencia, g; es continua en c € R. Sif: 4 — R es 
cualquier función que sea continua en 4, entonces el teorema 5.2.7 implica que 
gı o° f= | f | es continua en 4. Este resultado proporciona otra definición del teo- 
rema 5.2.4. 
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b) Sea g(x) := Vx para x 2 0. De los teoremas 3.2.10 y 5.1.3 se sigue que g, es 
continua en cualquier número c > 0. Si f: 4 > R es continua'en A y si f(x) > 0 
para toda x e 4, entonces del teorema 5.2.7 se sigue que g) o f= Vf es continua 
en A. Este resultado proporciona otra definición del teorema. 5.2.5. 
e) Sea g300) := sen x para x.e R. En el ejemplo 5.2.3c se vio que g3 es continua - 
en R. Si f: 4 > R es continua en 4, entonces del teorema 5.2.7 se sigue que g, o f 
es continua en A. : 
En particular, si f(x) := l/x para x + 0, entonces la función g(x) := sen(1/x) es 
continua en todo punto c + 0. [Se ha visto ya, en el ejemplo 5.1.8a, que g no puede 
definirse en 0 a fin de convertirla en una función continua en ese punto.] 


Ejercicios de la sección 5.2 


1. Determinar los puntos de continuidad de las siguientes funciones e indicar los teore- 
mas que se usan en cada caso. 


/ 


2 
a) 10: EZ eR), d)efmi=dxi+ Ax E20, 


c) ros E &z0, d) kœ) :=cosy1+ x? (x eR). 


2. Demostrar que si f: A > R es continua en A c R y si n € N, entonces la función f” 
definida por f"(x) = (£(x))" para x e A es continua en A. 


3. Dar un ejemplo de funciones f y g que sean ambas discontinuas en un punto c en R y 
tales que: a) la suma f+ g sea continua en c, b) el producto fg sea continuo en c. 


4. Sea que x => |x] denote la función del entero mayor (véase el ejercicio 5.1.4). 
Determinar los puntos de continuidad de la función f(x) := x — [x], x e R. 


5. Sea que g esté definida en R por g(1) :=0 y gx) :=2 sixx%1l, y sea f(x) :=x + 1 para 
toda x e R. Demostrar que lim go f=+(goĦofX0). ¿Por qué esto no contradice el teo- 
rema 5.2.6? Ez i 


6. Sea que f, g estén definidas en R y sea c e R. Suponer que lím J= b y que g es continua 
x> 
en b. Demostrar que lim g o f= g(b). (Comparar este resultado con el teorema 5.2.7 y 
xoc 


con el ejercicio precedente.) 


7. Dar un ejemplo de una función f: [0, 1] > R que sea discontinua en todo punto de 
[0, 1] pero tal que | f | sea continuo en [0, 1]+ 


8. Sean f, g continuas de R a R y suponer que f(r) = g(r) para todos los números racio- 
nales r. ¿Se cumple que fœ) = g(x) para toda x e R? 


9, Sea h: R —> R una función continua en R que satisface h(m/2") = 0 para toda m e Z, 
n € N. Demostrar que h(x) = 0 para toda x e R. 


10. Sea f: R — R continua en R y sea P := {x € R : f(x) > 0). Sic e P, demostrar que 
existe una vecindad Vstc) c P. 
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11. Sify g son continuas en R, sea S := {x € R : fo) > 200). Si (s,) ES y lím (s,) =s, 
a demostrar que s e S. 


E i f 12. Se dice que una función f: R — R es aditiva si f(x + y) = /@) +f) para toda x, y en 
R. Demostrar que si f es continua en algún punto xp, entonces es continua en todo 
punto de R. (Véase el ejercicio 4.2.12.) 


13. Suponer que fes una función continua aditiva en R. Si c := (1), demostrar que se tiene - * 
Fx) = cx para toda x e R. [Sugerencia: probar primero que si r es un número racio- ` 
nal, entonces f(r) = cr.] 


14. Sea que g : R — R satisfaga la relación g(x + y) = g(0)2 0») para toda x, y en R. Demos- 
trar que si g es continua en x= 0; entonces g es continua en todo punto de R. Asimismo, 
si se tiene g(a) = 0 para alguna a € R, entonces g(x) = 0 para toda x e R. 


15. Sean f, g : R —> R continuas en un punto c y sea h(x) := sup fœ), gœ); para x e R. De- 
mostrar que A(x) =3 ( FO) + go) +4 |f) — g(x) | para toda x e R. Usar este resul- 
tado para demostrar que h es continua en c. Ñ 


Funciones continuas en intervalos 


Las funciones que son continuas en intervalos tienen varias propiedades muy 
importantes que las funciones continuas en general no poseen. En esta sección se 
establecen algunos resultados profundos que son de gran importancia y que se apli- 
can más adelante. En la sección 5.5 se presentan demostraciones alternativas de 
estos resultados. 


5.3.1 Definición Se dice que una función f : A — R está acotada en Á si exis- 
te una constante M > 0 tal que | f(x)| < M para toda x € 4. 


En otras palabras, una función está acotada en un conjunto si su codominio es 
un conjunto acotado en R. Decir que una función no está acotada en un conjunto 
dado significa que ningún número particular puede servir como cota para su codo- 
minio. En lenguaje preciso, una función fno está acotada en el conjunto Á si dada 
cualquier M > 0 existe un punto xy € A tal que |f (x)| > M. Por lo que se dice 
que fno está acotada en 4 en este caso. 

Por ejemplo, la función f definida en el intervalo A := (0, 00) por f (x) := 1/x 
no está acotada en A porque para cualquier M > 0 puede tomarse el punto xy := 
1/(M + 1) en A para obtener f(xy) = 1/x,4 = M + 1 > M. Este ejemplo indica que 
no es necesario que las funciones continuas estén acotadas. Sin embargo, en el 
siguiente teorema se establece que las funciones continuas en cierto tipo de inter- 
valo necesariamente están acotadas. 


5.3.2 Teorema de acotabilidad* Sea I := [a, b] un intervalo acotado cerrado 
y sea f : I > R continua en 1. Entonces f está acotada en 1. 


*Este teorema, así como el 5.3.4, es verdadero para un conjunto acotado, cerrado arbitrario. Para estos desarrollos, 
véanse las secciones 11.2 y 11.3. 


Capítulo 5 Funciones continuas 


Demostración. — Suponer que f no está acotada en I. Entonces, para cualquier 
n e N existe un número x, € 7 tal que | f(x,)] >n. Puesto que 7 está acotado, la su- 
cesión X := (x,) está acotada. Por lo tanto, el teorema de Bolzano-Weierstrass 3.4.8 
implica que existe una subsucesión X” (x,,) de X que converge a un número x. 
Puesto que / es cerrado y los elementos de X” pertenecen a J, por el teorema 3.2.6 
se sigue que x e 7. Entonces fes continua en x, por lo que (f(x, )) converge a f(x). 
Se concluye entonces por el teorema 3.2.2 que la sucesión convergente (f(x, )) 
debe estar acotada. Pero esto es una contradicción, ya que 


Jœ, >, 25  paratoda reN. 


Por lo tanto, la suposición de que la función continua fno está acotada en el inter- 
valo acotado cerrado / lleva a una contradicción. Q.E.D. 


A fin de demostrar que cada una de las hipótesis del teorema de acotabilidad 
es necesaria, pueden construirse ejemplos donde la conclusión falla si cualquiera 
de las hipótesis se relaja. 

(i) El intervalo debe estar acotado. La función f(x) := x para x en el interva- 
lo cerrado no acotado A := [0, 00) es continua pero no está acotada en 4. 

Gii) El intervalo debe ser cerrado. La función g(x) := 1/x para x en el interva- 
lo semiabierto B := (0, 1] es continua pero no está acotada en B. 

(iii) La función debe ser continua. La función A4 definida en el intervalo cerra- 
do C :=[0, 1] por A(x) := 1/x para x e (0, 1] y A(0) := 1 es discontinua y no está 
acotada en C. 


Teorema del máximo-mínimo 


5.3.3 Definición Sea Ac R y sea f: 4 > R. Se dice que f tiene un máximo 
absoluto en Á si existe un punto x* e A tal que 


fœ) 2 fœ) paratoda xe. 
Se dice que f tiene un mínimo absoluto en A si existe un punto x, € A tal que 
f Œ <A) paratoda xe€ 4. 


Se dice que x* es un punto máximo absoluto de f en 4, y que x,, es un punto 
minimo absoluto de fen A, si existen. 


Cabe señalar que una función continua en un conjunto A no necesariamente 
tiene un máximo o un mínimo absoluto en el conjunto. Por ejemplo, f(x) := 1/x no 
tiene ni un máximo absoluto ni un mínimo absoluto en el conjunto 4 := (0, 00). 
(Véase la figura 5.3.1.) No puede haber ningún máximo absoluto de fen A porque 
fno está acotada por arriba en A y no hay ningún punto donde f alcance el valor 
0 = inf{ f(x) :x € A}. La misma función tampoco tiene un máximo absoluto ni un 
mínimo absoluto cuando se restringe al conjunto (0, 1), mientras que tiene tanto 
un máximo absoluto como un minimo absoluto cuando se restringe al conjunto 
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[1, 2]. Además, f(x) = 1/x tiene un máximo absoluto pero no un mínimo absoluto 
cuando se restringe al conjunto [1, co), pero no tiene ni máximo absoluto ni míni- 
mo absoluto cuando se restringe al conjunto (1, 00). 
Se ve de inmediato que si una función tiene un punto máximo absoluto, enton- 
* ceseste punto no necesariamente se encuentra determinado de manera única. Por 
ejemplo, la función g(x) := x? definida para x e A := [-1, +1] tiene los dos puntos 
x =+l que producen un máximo absoluto en 4 y el punto único x = 0 que produ- 
ce su mínimo absoluto en 4. (Véase la figura 5.3.2.) Para citar un ejemplo extre- 
mo, la función constante A(x) := 1 para x e R es tal que todo punto de R es a la 
vez un punto máximo absoluto y un punto mínimo absoluto de A. 


2 
Figura 5.3.1 La función Figura 5.3.2 La función 
FG) =1/x (x > 0). g) =x (|x| <1). 


5.3.4 Teorema del máximo-mínimo  Seal:=[a, b] un intervalo acotado cerra- 
do y sea f: I —> R continua en I. Entonces f tiene un máximo absoluto y un míni- 
mo absoluto en I. 


Demostración. Considerar el conjunto no vacío f(D) := (f(x) : x e I} de los 
valores de fen 7. En el teorema 5.3.2 se estableció que f (7) es un subconjunto aco- 
tado de R. Sea s* := sup f(D) y sy := inf f(1). Se afirma que existen los puntos x* 
y xx en T tales que s* = f(x*) y Są = (Xx). Se establecerá la existencia del punto 
x*, dejándole al lector la demostración de la existencia de xx 

Puesto que s* = sup f (2), sin e N, entonces el número s*— 1/n no es una cota 
superior del conjunto (1). Por consiguiente, existe un número x, € / tal que 


Alt E para toda  neN. 0) 
n 


Puesto que / está acotado, la sucesión X := (x,) está acotada. Por lo tanto, por el 
teorema de Bolzano-Weierstrass 3.4.8, existe una subsucesión A” = (x,,) de X 
que converge a algún número x*. Puesto que los elementos de A” pertenecen a 
I= [a, b], por el teorema 3.2.6 se sigue que x* e 7. Por lo tanto, f es continua en 
x* de tal modo que lím(F(x,, )) = f(*). Puesto que de (1) se sigue que 


1 
sE-—< f(x, )<s* ara toda  reN, 
n, p 
A, 
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por el teorema de compresión 3.2.7 se concluye que lím (f(x, )) =s*. Por lo tanto, 
se tiene i 


FA = limY (xy, )) = s* = sup fU). 
Se concluye que x* es un punto máximo absoluto de fen Z. Q.E.D, 


El siguiente resultado es la base teórica para localizar las raíces de una función 
continua por medio de los cambios de signo de la función. La demostración pro- 
porciona también un algoritmo, conocido como el método de bisección, para calcu- 
lar las raíces con un grado especificado de precisión y cuya programación en una 
computadora es sencilla. Es una herramienta convencional para encontrar las solucio- 
nes de ecuaciones de la forma f(x) = 0, donde fes una función continua. Una demos- 
tración alternativa del teorema se indica en el ejercicio 11. 


5.3.5 Teorema de localización de raíces Sea I= [a, b] y sea £ : 1 — R continua 
en L Si f(a) < 0 < f(b), o si f(a) > 0 > f(b), entonces existe un número c € (a, b) 
tal que f(c) = 0. 


Demostración. Se supone que f(a) < 0 < f(b). Se generará una sucesión de 
intervalos por bisecciones sucesivas. Sea J} := [a;, b,], donde a; := a, bj := b, y 
sea pı el punto medio p} =) (a; + b1). Si f(p¡) = 0, se toma c := p; y se termina 
la demostración. Si f(p¡) + 0, entonces o /(p,)> 0 0 f(p1) <0. Si f(p,) > 0, enton- 
ces se hace a) := 41, ba := pı, mientras que si f(p¡) < 0, entonces se hace a, := pj, 
b, := b4. En cualquiera de los dos casos, se hace J := [a», b2]; entonces se tiene 
h ch y f(a7) <0, fb) > 0. 

Se continúa el proceso de bisección. Suponer que los intervalos 7, J25 ©, Ly 
se han obtenido por bisección sucesiva de la misma manera. Entonces se tiene 
Fay) <0 y (bx) > 0, y se hace Pr:= Ha; t by). Si (pr) = 0, se toma c ‘= pr y $e 
termina la demostración. Si f(py) > 0, se hace ayy := Ap bk1 (= Pi mientras 
que si f(py) < 0, se hace ap] := Pp Djs] := by En cualquiera de los dos casos, se 
hace 1441 = [A j41, br]; entonces Iyi Ly y flar) < 0, fbr) > O. 

Si el proceso concluye con la localización de un punto p, tal que f(p,,) = 0, enton- 
ces se ha terminado. Si el proceso no concluye, entonces se obtiene una sucesión ani- 
dada de intervalos cerrados acotados /,, := [a,,, b,] tal que para toda n e N se tiene 


fla,)J<0 y  f(,)>0. 


Además, puesto que los intervalos se obtienen por bisección repetida, la longitud 
de J, es igual a b, — a, = (b — a)/2"!, De la propiedad de los intervalos anidados 
2.5.2 se sigue que existe un punto c que pertenece a 7, para toda n e N. Puesto que 
a, < c < b, para toda n e N, se tiene entonces 0 <c—a, < b, — a, =(b-ay2* 
y 0Sb, -c.Sb, - a, =(b—a)/2"!. En consecuencia, se sigue que lim (a,) = c = 
lím (b,,). Puesto que f es continua en c, se tiene 


lim(fa,))= fc) =lim(f0,,)). 


e 
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El hecho de que f(a,) < 0 para toda n e N implica que /(c) = lim((a,)) < 0. 
Asimismo, también el hecho de que /(b,,) > 0 para toda n e N implica que f(c) = 
lím(/(0,,)) > 0. En consecuencia, se concluye que f(c) = 0. Por consiguiente, c es 
vna raíz de f. l Q.E.D. 


El siguiente ejemplo ilustra cómo se aplica el método de bisección de manera 
sistemática para encontrar raices, 


5.3.6 Ejemplo La ecuación f(x) = xe* — 2 = 0 tiene una raíz c en el intervalo 
[0, 1] porque fes continua en este intervalo y f(0) =-2<0y/f(1)=e-2>0. Se 
construye la siguiente tabla, donde el signo de f(p,,) determina el intervalo en el 
paso siguienté. La columna de la extrema derecha es una cota superior del error 
cuando p,, se usa para aproximar la raíz c, debido a que se tiene 


1 
Pr c]< n a) =1/2”. 


Se encontrará una aproximación p,, con un error menor que 107?, 


n an by Pn f (Pn) 50, an) 
1 0 1 5 -1.176 70) 
2 S 1 TS - 412 25 
3 15 1 .875 + .099 .125 
4 15 .875 .8125 - .169 .0625 
5 .8125 .875 .84375 — .0382 .03125 
6 .84375 .875 .859375 + .0296  .015625 
T .84375 .859375 .8515625 - .0078125 


El proceso se ha detenido en n= 7, obteniéndose c = py =0.8515625 con un error 
menor que 0.0078125. Éste es el primer paso en que el error es menor que 1072. 
Los valores de las cifras decimales de p, después de la segunda no pueden tomar- 
se seriamente, pero puede concluirse que 0.843 < c < 0.860. 


Teorema de Bolzano  mmsumnmossoomissans 


El siguiente resultado es una generalización del teorema de localización de raíces. 
Este asegura que una función continua en un intervalo asume (al menos una vez) 
cualquier número que esté entre dos de sus valores. 


5.3.7 Teorema del valor intermedio de Bolzano Sea I un intervalo y sea f : 
I > R continua en L Sia, be ly sike R satisface f(a) < k < f(b), entonces exis- 
te un punto c € I entre a y b tal que f(c) =k. 


Demostración. — Suponer que a < b y sea g(x) := f (x) — k; entonces g(a) <0 < g(b). 
Por el teorema de localización de raíces 5.3.5, se tiene que existe un punto c con 
a<c<b tal que 0 = g(c) = f(c) — k. Por lo tanto, f(e) = k. 

Si b <a, sea h(x) := k ~ f(x) de tal modo que h(b) < 0 < h(a). Por lo tanto, exis- 
te un punto cconb<c<a tal que 0 = h(c) = k — f(e), de donde f(c) =k. Q.E.D, 
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5.3.8 Corolario Sea l=|[a, b] un intervalo acotado cerrado y sea f: I —> R con- 
tinua en 1. Sik € R es cualquier número que satisface 


inf f) < k< sup f(D, 
entonces existe un número c € 1 tal que f(c) =k. 


Demostración. ` Del teorema del máximo-mínimo 5.3.4 se sigue que existen los 
puntos C, y c* en Z tales que 


inff =f) Sks f(c”) = sup f(D). 


La conclusión se sigue ahora del teorema de Bolzano 5.3.7. QE.D. 


El siguiente teorema resume los principales resultados de esta sección. Establece 
que la imagen de un intervalo acotado cerrado bajo una función continua también es 
un intervalo acotado cerrado. Los puntos terminales del intervalo de la imagen son 
los valores mínimo absoluto y máximo absoluto de la función, y la enunciación de 
que todos los valores entre el mínimo absoluto y el máximo absoluto pertenecen a 
la imagen es una forma de describir el teorema del valor intermedio de Bolzano. 


5.3.9 Teorema Sea lun intervalo acotado cerrado y seaf:1—>R continua en 
L Entonces el conjunto f(D := (f(x) : x € I} es un intervalo acotado cerrado. 


Demostración. Si se hace m := inf f(D) y M := sup F(), entonces por el teore- 
ma del máximo-mínimo 5.3.4 se sabe que m y M pertenecen a f(T). Además, se 
tiene f(1) € [m, M]. Si k es cualquier elemento de [m, M], entonces del corolario 
precedente se sigue que existe un punto c e J tal que k = f(c). En consecuencia, 
k e f(T) y se concluye que [m, M] c fO). Por lo tanto, f(T) es el intervalo [m, M]. 

< Q.E.D. 


Atención SiZ :=[a, b] es un intervalo y f: Z — R es continua en /, se ha demos- 
trado que f(1) es el intervalo [m, M]. No se ha demostrado (y no siempre se cum- 
ple) que f(T) es el intervalo [ f(a), f(b)]. (Véase la figura 5.3.3.) 


PO) poro fon 


A AAA 


Figura 5.3.3 f) =[m, M]. 


& 
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El resultado precedente es un teorema de “preservación” en el sentido de que 
establece que la imagen continua de un intervalo acotado cerrado es un conjunto 
del mismo tipo. El siguiente teorema amplía este resultado a intervalos generales. 
Sin embargo, cabe hacer notar que aun cuando se ha demostrado que la imagen 
continua de un intervalo es un intervalo, no se cumple que el intervalo de la ima- 
gen tiene necesariamente la misma forma que el intervalo del dominio. Por ejem- 
plo, la imagen continua de un intervalo abierto no es necesariamente un intervalo 
abierto. De hecho, si f(x) := 1/6? + 1) para x e R, entonces fes continua en R 
(véase el ejemplo 5.2.3b). Es sencillo ver que si /, := 1, 1), entonces f(1,) = 
8, 1], que no es un intervalo abierto. Asimismo, si J := [0, co), entonces 
FU) = (0, 1], que no es un intervalo cerrado. (Véase la figura 5.3.4.) 


Figura 5.3.4 La gráfica de f(x) = 1/0 + 1) œ € R). 


Para demostrar el teorema de preservación de intervalos 5.3.10 se usa el teo- 
rema 2.5.1 de caracterización de intervalos. 


5.3.10 Teorema de preservación de intervalos Sea I un intervalo y seaf:1—>R 
continua en L Entonces el conjunto fT) es un intervalo. 


Demostración. Sean Y, Be f(T) con œ< p; entonces existen los puntos a, b € 7 
tales que Y = f(a) y B = f(b). Además, del teorema del valor intermedio de 
Bolzano 5.3.7 se sigue que si k e (œ, P), entonces existe un número c e 7 con 
a k=f(c) e f(T). Por lo tanto, [œ, B] Cf), con lo que se demuestra que f(1) posee 
la propiedad (1) del teorema 2.5.1. Por lo tanto, f(T) es un intervalo. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 5.3 


1. Sea ]:=[a, b] y sea f: Z — R una función continua tal que f(x) > 0 para toda x en Z. 
Demostrar que existe un número & > 0 tal que f(x) > & para toda x € 7. 


2. Sea I:=[a, b] y sean f: I — R y g : 1 — R funciones continuas en /. Demostrar que 
el conjunto E := {x € 1: f(x) = g(%)) tiene la propiedad de que si (x,) CS £ y xy — Xo; 
entonces xy e E. 


3. Sea 7 :=[a, b] y sea f: I — R una función continua en / tal que para toda x en / existe 
y en Ital que |fO)| <+|f(x) |. Demostrar que existe un punto c en / tal que f(c) = 0. 


4. Demostrar que todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos 
una raíz real. 


10. 


11. 


12 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Demostrar que el polinomio p(x) := x4 + 7x1? — 9 tiene al menos dos raíces reales. Usar 
una calculadora para localizar estas raíces con dos cifras decimales de precisión. 


Sea f continua en el intervalo [0, 1] a R y tal que /(0) =/(1). Demostrar que existe un 
punto c en [0, 4 tal que f(c) =f(c +4). [Sugerencia: considerar g(x) =f @) -fœ +4] 
Concluir que existen, en cualquier momento, puntos antípodas en el ecuador terrestre 
que tienen la misma temperatura. 


Demostrar que la ecuación x = cos x tiene una solución en el intervalo [0, 7/2]. Usar 
el método de bisección y una calculadora para encontrar una solución aproximada de 
esta ecuación, con un error menor que 107. 


Demostrar que la función f(x) := 2 ln x + Vx- 2 tiene una raíz en el intervalo [1, 21. 
Usar el método de bisección y una calculadora para encontrar la raíz con un error 
menor que 107. 


a) La función f(x) := (x — 1)(% — 2X(x — 3)(x — 4) — 5) tiene cinco raíces en el inter- 
valo [0, 7]. Si se aplica el método de bisección en este intervalo, ¿cuál de las raí- 
ces se localiza? 

b) Contestar la misma pregunta para g(x) := (x — 2)(x — 3)(x — 4)(x — 5 Mx — 6) en el 
intervalo [0, 7]. 


Si se aplica el método de bisección en un intervalo de longitud 1 para encontrar p„ con 
un error |p„ — c| < 1073, determinar el valor mínimo de n que asegura esta precisión. 


Sea 7 := [a, b], sea f : I — R continua en / y suponer que fía) < 0, f(b) > 0. Sea W := 
{xe [:f(x)<0) y sea w := sup W. Demostrar que f(w) = 0. (Este resultado propor- 
ciona una demostración alternativa del teorema 5.3.5.) 


Sea 7 := [0, 7/2] y sea que f: I — R esté definida por f(x) := sup(x?, cos x} para x € I. 
Demostrar que existe un punto mínimo absoluto xy e / para f en I. Demostrar que xo 


es una solución de la ecuación cos x = x2. 


Suponer que f: R —> R es continua en R y que lím f=0y lím F=0. Demostrar que 
r x>300 x>00 


Jfestá acotada en R y que alcanza o un máximo o un mínimo en R. Dar un ejemplo 


para demostrar que no necesariamente alcanza un máximo y un mínimo. 


Sea f: R —> R continua en R y sea Be R. Demostrar que si xy e R es tal que f(xp) < £, 
entonces existe una vecindad-Ó U de xy tal que f(x) < £ para toda x e U. 


Examinar qué intervalos abiertos [o bien, cerrados] son mapeados por f(x) := x? para 
x € R en intervalos abiertos [o bien, cerrados]. 


Examinar el mapeo de intervalos abiertos [o bien, cerrados] bajo las funciones g(x) := 
1/02 +1) y hœ) = para x e R. 


Sif: [0, 1] >R es continua y sólo tiene valores racionales [o bien, irracionales], ¿debe 
ser constante f ? Demostrar la respuesta. 


Sea I := [a, b] y sea f: Z — R una función (no necesariamente continua) con la propie- 
dad de que para toda x e /, la función f está acotada en una vecindad Vs Œœ) de x (en 
el sentido de la definición 4.2.1). Demostrar que f está acotada en 7. 


Sea J := (a, b) y sea g : J — R una función continua con la propiedad de que para toda 
x € J, la función g está acotada en una vecindad Vs (x) de x. Demostrar con un ejem- 
plo que g no necesariamente está acotada en J. 
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ntinuidad uniforme 


` Sea A CR y sea f: A> R. La definición 5.1.1 establece que los siguientes enun- 
ciados son equivalentes: 

G) fes continua en todo punto u € A; 

(ii) dadas £> 0 y u € A, existe Í(e, u) > 0 tal que para toda x tal que x e A y 
|x- u| < ó(e, u), entonces | f(x) -N| <e* 

El punto que quiere enfatizarse aquí es que ô depende, en general, tanto de e > 0 
como de u € A. El hecho de que ô dependa de u es un reflejo del hecho de que la fun- 
ción f puede cambiar de valor rápidamente cerca de ciertos puntos y lentamente cerca 
de otros. [Por ejemplo, considerar f(x) := sen(1/x) para x > 0; véase la figura 4.1.3.] 

Ahora bien, con frecuencia sucede que la función f es tal que el número ô 
puede elegirse de tal modo que sea independiente del punto u e A y que dependa 
tan sólo de €. Por ejemplo, si f(x) := 2x para toda x e R, entonces 

x-ul, 


Sœ) -/(9] =2 


y entonces puede elegirse Ó(e, u) := €/2 para toda £ > 0, u e R. (¿Por qué?) 
Por otro lado, si g(x) := 1/x para x e A := {x € R : x> 0], entonces 


u 


(1) 


-x 
g&)-gu)= . 
ux 
Si u € A está dada y si se toma 


i 1 
8(E€,u):=ínf s >u, —=U?E p, 2 
(e,u):= ín ER | (2) 


entonces si |x —u| < ó(e, u), se tiene |x- u| <4 u, de modo que 4u <x< łu, 
de donde se sigue que 1/x < 2/u. Por tanto, si |x— u] < +u, la igualdad (1) da como 
resultado la desigualdad 


lg) = g0) < (2/2) |x- ul. (3) 


a 


Por consiguiente, si |x — u| < ô(£, u), entonces (2) y (3) implican que 


e-so Jude Joe 


Se ha visto que la selección de ó(e, u) con la fórmula (2) “funciona” en el sen- 
tido de que permite dar un valor de ô que asegure que |g(x) — g(u)| < e cuando 
|x- u| < yx, u € 4. Se observa que el valor de ó(e, u) dado en (2) depende sin 
lugar a dudas del punto u e A. Si desea considerarse toda u e A, la fórmula (2) no 
lleva a un solo valor ó(€) > 0 que “funcione” al mismo tiempo para toda u > 0, ya 
que infíó(e, u) : u > 0} = 0. 

Un lector atento habrá observado que hay otras selecciones que pueden hacer- 
se para ô. (Por ejemplo, también pudo haberse elegido ô;(e, u) := inf{4} u, $ e}, 
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como el lector demostrará; sin embargo, se sigue teniendo ínfí ô (e, u) : u> 0} =0.) 
De hecho, no hay manera de elegir un valor de ô que “funcione” para toda u > 0 
para la función g(x) = 1/x, como se verá. 

La situación se ilustra gráficamente en las figuras 5.4.1 y 5.4.2 donde, para una 
vecindad-e V;(}) alrededor de ) =f(2) y de V(2) alrededor de 2 = f(4), se ve que 
los valores máximos correspondientes de 9son considerablemente diferentes. Cuan- 
do u tiende a 0, los valores permitidos de ô tienden a 0. 


2 
AN 
eL x 
vecindad- vecindái-5 


Figura 5.4.1 g(0)=1/x @>0). Figura 5.4.2 g(x)=1V/x @>0). 


5.4.1 Definición Sea cR y seaf:A-— R. Se dice que fes uniformemente 
continua en Á si para toda €> 0 existe Ó(€) > 0 tal que si x, u e A son números 
cualesquiera que satisfacen |x — u| < $(€), entonces | f(x) — fN] < e. 


Es claro que si f es uniformemente continua en 4, entonces es continua en 
cualquier punto de 4. En general, sin embargo, el recíproco no es verdadero, como 
lo muestra la función g(x) = 1/x en el conjunto A := {x € R:x> 0). 

Resulta conveniente formular una condición equivalente a decir que f no es 
uniformemente continua en 4. En el siguiente resultado se presentan estos crite- 
rios, dejándole la demostración al lector como ejercicio. 


5.4.2 Criterios de continuidad no uniforme Sea A C R y sea f: A > R. En- 

tonces los siguientes enunciados son equivalentes: 

(1) fno es uniformemente continua en A. f 

(ii) Existe una ey > 0 tal que para toda ò> 0 existen los puntos xg, ug en A tales 
que |x5 — us] < 8 y |£(x5) — f(uz)| > £o. 

Gii) Existe una eq > 0 y dos sucesiones (X,) y (Up) en A tales que lím(x, —- u,)=0. 
y |£(x,) — fun) | > £ para toda n e N. 


Este resultado puede aplicarse para demostrar que g(x) := 1/x no es uniforme- 
mente continua en A := {x € R:x>0). Si x, := l/n y u, := V(n + 1), entonces se 
tiene lím(x,, — 4,,) = 0, pero | g(x,,) — g(u,)] = 1 para toda n e N. 


Se presenta ahora un importante resultado que asegura que una función conti- 
nua en un intervalo acotado cerrado / es uniformemente continua en /. En las sec- 
ciones 5.5 y 11.3 se presentan otras demostraciones de este teorema. 


a 
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5.4.3 Teorema de continuidad uniforme Sea Į un intervalo acotado cerrado 
y sea f: I > R continua en L Entonces f es uniformemente continua en L 


- Demostración. Si fno es uniformemente continua en /, entonces, por el resulta- 


do precedente, existen £y >0 y dos sucesiones (x,,) y (t) en 7 tales que Xy — up| < Un 
y | f(x.) Sa) | > £ para toda n e N. Puesto que / está acotado, la sucesión (x„) 
está acotada; por el teorema de Bolzano-Weierstrass 3.4.8 existe una subsucesión 
(xy) de (x) que converge a un elemento z. Puesto que / es un intervalo cerrado, 
el límite z pertenece a /, por el teorema 3.2.6. Es evidente que la subsucesión 
correspondiente (u,,) también converge a z, ya que 


[tn = z] S |in, = Xn; T Em —2l. 


Ahora bien, si f es continua en el punto z, entonces ambas sucesiones (£(x,,)) y 
(Hu, )) deben converger a f(z). Pero esto no es posible ya qué 


| FG) -= f (un)| 2 E0 


para toda n e N. Por tanto, la hipótesis de que fno es uniformemente continua en 
el intervalo acotado cerrado / implica que fno es continua en algún punto z e 7. 
Por consiguiente, si f es continua en todo punto de /, entonces f es uniformemen- 
te continua en /. Q.E.D. 


Funciones de Lipschitz 


Si se da una función uniformemente continua en un conjunto que no es un inter- 
valo acotado cerrado, entonces en ocasiones es difícil establecer su continuidad 
uniforme. Sin embargo, hay una condición que ocurre con frecuencia y que es 
suficiente para garantizar la continuidad uniforme. 


5.4.4 Definición SeaA CR yseaf: 4 -— R. Si existe una constante K > 0 tal que 


Iœ -W| <K|x=u| (4) 


para toda x, u e 4, entonces se dice que fes una función de Lipschitz (o que satis- 
face una condición de Lipschitz) en 4. 

La condición (4) de que una función f: 7 > R en un intervalo / es una función 
de Lipschitz puede interpretarse geométricamente como sigue. Si la condición se 
escribe como 


Sf- 


x—u 


<K, x,uEel,xŁu, 


entonces la cantidad dentro de los valores absolutos es la pendiente del segmento de 
recta que une los puntos (x, £(<)) y (u, f(u)). Por tanto, una función f satisface una 
condición de Lipschitz si y sólo si las pendientes de todos los segmentos de recta que 
unen dos puntos en la gráfica de y = f(x) en I están acotados por algún número K. 
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5.4.5 Teorema Sif:A —>R es una función de Lipschitz, entonces f es unifor- 
memente continua en À. 


Demostración. Si la condición (4) se satisface, entonces dada € > 0 puede 
tomarse Ó := e/K. Si x, u € A satisfacen |x — u| < ô, entonces 


E 
YO rK: =e 
K 
Por lo tanto, fes uniformemente continua en A. Q.E.D. 


5.4.6 Ejemplos a) Sif(x) :=x? en A := [0, b], donde b > 0, entonces 


|f0) -FW = |x+u| |x 


para toda x, u en [0, b]. En consecuencia, f satisface (4) con K := 2b en A y, por lo 
tanto, f es uniformemente continua en 4. Desde luego, como fes continua y Á es 
un intervalo acotado cerrado, este resultado también puede deducirse del teorema 
de continuidad uniforme. (Adviértase que fno satisface la condición de Lipschitz 
en el intervalo [0, 00).) 

b) No toda función uniformemente continua es una función de Lipschitz. 

Sea g(x) := Y x para x en el intervalo acotado cerrado 7 := [0, 2]. Puesto que g 
es continua en /, del teorema de continuidad uniforme 5.4.3 se sigue que g es unl- 
formemente continua en /. Sin embargo, no hay ningún número K > 0 tal que 
|e(0)] <€K|x| para toda x e /. (¿Por qué no?) Por lo tanto, g no es una función de 
Lipschitz en /. 

c) El teorema de continuidad uniforme y el teorema 5.4.5 pueden combinarse en 
ocasiones para establecer la continuidad uniforme de una función en un conjunto. 

Se considera g(x) := Vx en el conjunto 4 :=[0, 00). La continuidad uniforme 
de g en el intervalo / :=[0, 2] se sigue del teorema de continuidad uniforme, como 
se señaló en el inciso b). Si J := [1, 00), entonces si tanto x como u están en J, se 
tiene 


Xx uj = col iS 
lei -V -EL |x-u]. 


Por tanto, g es una función de Lipschitz en J con constante K =} y, en consecuen- 
cia, por el teorema 5.4.5, g es uniformemente continua en [1, co). Puesto que 
A =IUJ, se sigue [tomando ó(e) := ínf(1, Ó,(€), 0/(€)+] que g es uniformemen- 
te continua en A. Se le dejan los detalles al lector. O 


El teorema de extensión continua . 


Se han visto ejemplos de funciones que son continuas pero no uniformemente 
continuas en intervalos abiertos; por ejemplo, la función f(x) = 1/x en el intervalo 
(0, 1). Por otra parte, por el teorema de continuidad uniforme, una función que es 


& 
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continua en un intervalo acotado cerrado es siempre uniformemente continua. 
Entonces surge la pregunta: ¿bajo qué condiciones es uniformemente continua una 
función en un intervalo acotado abierto? La respuesta revela el alcance de la con- 
tinuidad uniforme, pues se demostrará que una función en (a, b) es uniformemen- 
te continua si y sólo si puede definirse en los puntos terminales para producir una 
función que es continua en el intervalo cerrado. Se establece primero un resulta- 
do que es de interés por derecho propio. 


5.4.7 Teorema Sif:A >R es uniformemente continua en un subconjunto 
A de R y si (xp) es una sucesión de Cauchy en A, entonces (£(Xx,)) es una sucesión 
de Cauchy en R. 


Demostración. Sea (x„) una sucesión de Cauchy en A y sea £ > 0 dada. Primero 
se elige ô> 0 tal que si x, u en A satisfacen |x—u| < ô, entonces | fœ) -(u)| < e. 
Puesto que (x,,) es una sucesión de Cauchy, existe H(9) tal que |x, — x,,| < ô para 
toda n, m > H(ô). Por la elección de ô, esto implica que pata n, m > H(8) se tiene 
| FG) FG) | < €. Por lo tanto, la sucesión (F(x,)).es una sucesión de Cauchy. 
Q.E.D. 


El resultado anterior proporciona una manera alternativa de ver que f(x) := 1/x 
no es uniformemente continua en (0, 1). Se observa que la sucesión dada por 
Xp := 1/n en (0, 1) es una sucesión de Cauchy, pero la sucesión de la imagen, donde 
FG) = n, no es una sucesión de Cauchy. 


5.4.8 Teorema de extensión continua Una función f es uniformemente conti- 
nua en el intervalo (a, b) si y sólo si puede definirse en los puntos terminales a y 
b de tal modo que la función extendida sea continua en [a, b]. 


Demostración. — (<=) Esta dirección es trivial. 

(=) Suponer que f es uniformemente continua en (a, b). Se indicará cómo 
extender fa a; el razonamiento para b es similar. Primero se procede demostran- 
do que lím f@) = L existe, lo cual se consigue usando el criterio de sucesiones 

X 


para límites. Si (x,) es una sucesión en (a, b) con lím (x,) = a, entonces es una 
sucesión de Cauchy y, por el teorema precedente, la sucesión (f (x„)) también es 
una sucesión de Cauchy y, en consecuencia, es convergente por el teorema 3.5.5. 
Así, el límite lím(f(x,)) = L existe. Si (u,) es otra sucesión en (a, b) que conver- 
ge a a, entonces lím(u, — x,) = a — a = 0, por lo que, por la continuidad uniforme 
de f, se tiene 


lim(Au,)) = úm( Aun) = Fr) + lim( 40) 
=0+£=L. 


Puesto que se obtiene el mismo valor L para toda sucesión que converge a a, por 
el criterio de sucesiones para límites se infiere que f tiene límite LZ en a. Si se defi- 
ne f(a) := L, entonces fes continua en a. El mismo razonamiento se aplica a b, por 
lo que se concluye que f tiene una extensión continua al intervalo [a, b]. Q.E.D. 
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Capítulo 5 Funciones continuas 


5.4.5 Teorema  Sif: A >R es una función de Lipschitz, entonces f es unifor- 
meimente continua en À. 


Demostración. Si la condición (4) se satisface, entonces dada £ > 0 puede 
tomarse ô := e/K. Si x, u e A satisfacen |x- u| < ô, entonces 


E 
[46)-f(] <K-—=e. 
K 
Por lo tanto, f es uniformemente continua en 4. Q.E.D. 


5.4.6 Ejemplos a) Sif(x) :=x? en A :=[0, b], donde b > 0, entonces 
A-| = |x+u| |x- u| <2b |x- u] 


para toda x, u en [0, b]. En consecuencia, f satisface (4) con K := 2b en A y, por lo 
tanto, f es uniformemente continua en 4. Desde luego, como fes continua y A es 
un intervalo acotado cerrado, este resultado también puede deducirse del teorema 
de continuidad uniforme. (Adviértase que fno satisface la condición de Lipschitz 
en el intervalo [0, 00).) 

b) No toda función uniformemente continua es una función de Lipschitz. 

Sea g(x) := Vx para x en el intervalo acotado cerrado 7 := [0, 2]. Puesto que g 
es continua en /, del teorema de continuidad uniforme 5.4.3 se sigue que g es uni- 
formemente continua en I. Sin embargo, no hay ningún número K > 0 tal que 
|eœ)| < K|x] para toda x e 7. (¿Por qué no?) Por lo tanto, g no es una función de 
Lipschitz en 7. 

e) El teorema de continuidad uniforme y el teorema 5.4.5 pueden combinarse en 
ocasiones para establecer la continuidad uniforme de una función en un conjunto. 

Se considera g(x) := Vx en el conjunto A := [0, 00). La continuidad uniforme 
de g en el intervalo / := [0, 2] se sigue del teorema de continuidad uniforme, como 
se señaló en el inciso b). Si J := [1, 00), entonces si tanto x como u están en J, se 
tiene 


x—ul y 


dardo 


Por tanto, g es una función de Lipschitz en J con constante K =4 y, en consecuen- 
cia, por el teorema 5.4.5, g es uniformemente continua en [1, 00). Puesto que 
A=IU J, se sigue [tomando ó(€) := ínf(1, 9/(€), 0,(€))] que g es uniformemen- 
te continua en 4. Se le dejan los detalles al lector. 


26) 2(0]=|4x-/u|= 


asu] 


El teorema de extensión continua 


Se han visto ejemplos de funciones que son continuas pero no uniformemente 
continuas en intervalos abiertos; por ejemplo, la función f(x) = 1/x en el intervalo 
(0, 1). Por otra parte, por el teorema de continuidad uniforme, una función que €s 


d 
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continua en un intervalo acotado cerrado es siempre uniformemente continua. 
Entonces surge la pregunta: ¿bajo qué condiciones es uniformemente continua una 
función en un intervalo acotado abierto? La respuesta revela el alcance de la con- 


. tinuidad uniforme, pues se demostrará que una función en (a, b) es uniformemen- 


te continua si y sólo 'si puede definirse en los puntos terminales para producir una 
función que es continua en el intervalo cerrado. Se establece primero un resulta- 
do que es de interés por derecho propio. 


5.4,7 Teorema Sif: A —R es uniformemente continua en un subconjunto 
A de R y si (Xp) es una sucesión de Cauchy en A, entonces (£(x,)) es una sucesión 
de Cauchy en R. 


Demostración. Sea (x,) una sucesión de Cauchy en 4 y sea £ > 0 dada. Primero 
se elige ô> 0 tal que si x, u en A satisfacen |x —u] < Ó, entonces | f(x) —f(u)] < e. 
Puesto que (x,,) es una sucesión de Cauchy, existe A(9) tal que |x, — Xm] < Ó para 
toda n, m > H(9). Por la elección de ô, esto implica que para n, m > H(0) se tiene 
| fn FO) < £ Por lo tanto, la sucesión (f(x,)) es una sucesión de Cauchy. 
Q.E.D. 


El resultado anterior proporciona una manera alternativa de ver que f(x) := 1/x 
no es uniformemente continua en (0, 1). Se observa que la sucesión dada por 
Xp := 1/n en (0, 1) es una sucesión de Cauchy, pero la sucesión de la imagen, donde 
FG) = n, no es una sucesión de Cauchy. 


5.4.8 Teorema de extensión continua Una función f es uniformemente conti- 
nua en el intervalo (a, b) si y sólo si puede definirse en los puntos terminales a y 
b de tal modo que la función extendida sea continua en [a, b]. 


Demostración. — (<=) Esta dirección es trivial. 

(=) Suponer que f es uniformemente continua en (a, b). Se indicará cómo 
extender fa a; el razonamiento para b es similar. Primero se procede demostran- 
do que lím JO) = L existe, lo cual se consigue usando el criterio de sucesiones 


para límites. Si (x,) es una sucesión en (a, b) con lím (x,) = a, entonces es una 
sucesión de Cauchy y, por el teorema precedente, la sucesión (/(x,)) también es 
una sucesión de Cauchy y, en consecuencia, es convergente por el teorema 3.5.5. 
Así, el límite lím(f(x,)) = L existe. Si (u,) es otra sucesión en (a, b) que conver- 
ge a a, entonces lím(w, — x,) = a — a = 0, por lo que, por la continuidad uniforme 
de f, se tiene 


lim(A(u,)) = lim(A(u,,) — Fry) + Mim) 
=0+L=L. 


Puesto que se obtiene el mismo valor L para toda sucesión que converge a a, por 
el criterio de sucesiones para límites se infiere que f tiene límite Z en a. Si se defi- 
ne f(a) := L, entonces fes continua en a. El mismo razonamiento se aplica a b, por 
lo que se concluye que f tiene una extensión continua al intervalo [a, b]. Q.E.D. 


Capítulo 5 Funciones continuas 


Puesto que el límite de f(x) := sen(1/x) en O no existe, del teorema de exten- 
sión continua se infiere que la función no es uniformemente continua en (0, b] 
para ninguna b > 0. Por otra parte, ya que lím x sen(1/x) = 0 existe, la función 

x> 


gx) := x sen(1/x) es uniformemente continua en (0, b] para toda b > 0. 


Aproximación* An me 


En muchas aplicaciones es importante poder aproximar funciones continuas me- 
diante funciones de carácter elemental. Aun cuando hay una variedad de definicio- 
nes que pueden usarse para hacer más preciso el término “aproximar”, una de las 
más naturales (así como una de las más importantes) consiste en requerir que, en 
todo punto del dominio dado, la función de aproximación no diferirá de la función 
dada en más del error preasignado. 


5.4.9 Definición Seal Cc R un intervalo y sea s : 7 > R. Entonces s se deno- 
mina función escalonada si sólo tiene un número finito de valores diferentes, con 


cada valor siendo asumido en uno o más intervalos en 1. 


Por ejemplo, la función s : [-2, 4] —> R definida por 


O, -2 <x<-l, 
1, -1 <x< 0, 
1 1 
> 0<x< 5 
2” 2 > 
s():= 
6 3 7 áx< 1, 
—2, 1<x< 3, 
2 3<x< 4 


v 


es una función escalonada. (Véase la figura 5.4.3.) 


y 


——— 


Figura 5.4.3 Gráfica de y = s(x). 


*El resto de esta sección puede omitirse en una primera lectura de este capitulo. 
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Se demuestra ahora que una función continua en un intervalo acotado cerrado 
I puede aproximarse arbitrariamente cerca por funciones escalonadas. 


5,410 Teorema Sea lun intervalo acotado cerrado y sea f : I —>R continua 


` enl. Sig > 0, entonces existe una función escalonada sẹ: I > R tal que (f(x) — 


se(x)| < e para toda x e 1. 


Demostración. Puesto que (por el teorema de continuidad uniforme 5.4.3) la 
función f es uniformemente continua, se sigue que dada £ > 0 existe un número 
ó(e) > 0 tal que six, y € 7y |x- y] < (8), entonces | fœ) -fY)| < €. Sea Z := [a, b] 
y sea m € N lo suficientemente grande para que h := (b — am < (e). Se divide 
ahora / = [a, b] en m intervalos disjuntos de longitud h; a saber, J; := [a, a + A] e 
Ly:=(a+(k-— 1)h, a+ kh] para k=2,: +, m. Puesto que la longitud de cada subin- 
tervalo J, es A < (£), la diferencia entre dos valores cualesquiera de f en J, es 
menor que e. Se define ahora 


$ 


Se(x):= f(a + kh) para x€lp k=1,::5m, (5) 


de modo que s¿ es constante en cada intervalo /;. (De hecho, el valor de s, en J, es 
el valor de fen el punto terminal derecho de 7}. Véase la figura 5.4.4.) Por consi- 
guiente, si x € Jp entonces 


IS&) -se| = 1460) -fa + kh)| < e. 


Por lo tanto, se tiene | f(x) — s¿(x)| < € para toda x € 1. Q.E.D. 


y=f(0)+e 


y = SDE 


y» =/00) 


l 
l 
l 
1 
l 
l 
l 
l 
l 


a b 


Figura 5.4.4 Aproximación por funciones escalonadas. 


Adviértase que la demostración del teorema anterior establece algo más de lo 
que se anunció en la enunciación del teorema. De hecho, se ha demostrado la si- 
guiente afirmación, que es más precisa. 


5.4.11 Corolario Sea I := [a, b] un intervalo acotado cerrado y seaf:1—>R 
continua en 1. Sig > 0, existe un número natural m tal que si se divide 1 en m inter- 
valos disjuntos Ll, de longitud h := (b — aj/m, entonces la función escalonada Sg 
definida en la ecuación (5) satisface | f(x) — s¿(x)| < e para toda x e 1. 


Capítulo 5 Funciones continuas 


Las funciones escalonadas son de carácter en extremo elemental, pero no son 
continuas (excepto en los casos triviales). Puesto que con frecuencia es deseable 
aproximar funciones continuas mediante funciones continuas elementales, se verá 
ahora que es posible aproximar funciones continuas mediante funciones lineales 
por partes que son continuas. 


5.4.12 Definición Sea Z := [a, b] un intervalo. Entonces se dice que una fun- 
ción g : I > R es lineal por partes en / si 7 es la unión de un número finito de 
intervalos disjuntos J, + -, [,, tales que la restricción de g a cada intervalo J; es una 
función lineal. 


Observación Es evidente que para que una función lineal por partes g sea con- 
tinua en /, los segmentos de recta que forman la gráfica de g deben coincidir en 
los puntos terminales de los subintervalos adyacentes ly, ly +1 (k= 1,74 m-— 10). 


5,4.13 Teorema Sea l un intervalo acotado cerrado y sea f : 1 > R continua 
en I Si € > 0, entonces existe una función lineal por partes continua g, : 1 > R 
tal que |f(x) — g0)| < £ para toda x € I. 


Demostración. Puesto que fes uniformemente continua en / := [a, b], existe un 
número Ó(€) > 0 tal que six, y € Iy |x— y] < (£), entonces | f(x) -f| < E€ 
Sea m e N lo suficientemente grande para que h := (b — a)/m < (€). Se divide 
I= [a, b] en m intervalos disjuntos de longitud h; a saber, sea J; = [a, a + h] y sea 
Ly =(a+(k-— 1D)h, a+ kh] para k=2, : +, m. En cada intervalo /, se define g como 
la función lineal que une los puntos 


(a+(k-Dh,fla+(k- DM) y  (a+kh,fía+kh). 


Entonces g, es una función lineal por partes continua en Z. Puesto que para x € Ip 
el valor de f(x) está dentro de e unidades de f(a + (k — 1)h) y f(a + kh), es un ejer- 
cicio demostrar que | f(x) — gx) | < € para toda x e Iy; por lo tanto, esta desigual- 
dad se cumple para toda x e /. (Véase la figura 5.4.5.) Q.E.D. 


O 
y E0 7 


Figura 5.4.5 Aproximación por funciones lineales por partes. 
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Esta sección se cierra enunciando el importante teorema de Weierstrass refe- 
rente a la aproximación de funciones continuas mediante funciones polinómicas. 
Como sería de esperarse, a fin de obtener una aproximación dentro de una €> 0 
preasignada arbitrariamente, es necesario estar preparados para usar polinomios 
de grado arbitrariamente alto. . 


5.4.14. Teorema de aproximación de Weierstrass Sea l= [a, b] y sea f: I —> 
R una función continua. Si € > 0 está dada, entonces existe una función polinómi- 
ca pz tal que |£(x) — p(x)| < € para toda x € I. 


Hay varias demostraciones de este resultado. Desafortunadamente, todas ellas 
son bastante intrincadas o emplean resultados con los que aún no se cuenta. Una 
de las demostraciones más elementales se basa en el siguiente teorema, debido a 
Serge Bernsteín, para funciones tontinuas en [0, 1]. Dada f: [0, 1] > R, Bernstein 
definió la sucesión de polinomios: 


noS) (= x)", 2: (6) 
k=0 


La función polinómica B,, se llama el n-ésimo polinomio de Bernsteín para f, es 
un polinomio a lo sumo de grado n y sus coeficientes dependen de los valores de 
la función fen los n + 1 puntos separados por la misma distancia 0, 1/n, 2/n,: : >, 
k/n, +++, 1 y de los coeficientes binomiales 


nj nl _am-1)(n—k+1) 
kJ) kUn—-k) 1:2-k 


5.4.15 Teorema de aproximación de Bernstein Sea f: [0, 1] >R continua y 
sea 2 > 0. Existe una n € N tal que si n > n,, entonces se tiene | f(x) — B (x)| < € 
para toda x e [0, 1]. 


La demostración del teorema de aproximación de Bernsteín se presenta en 
[ERA, pp. 169-172]. 

El teorema de aproximación de Weierstrass 5.4.14 puede deducirse del teore- 
ma de aproximación de Bernstein 5.4.15 mediante un cambio de variable. 
Específicamente, se reemplaza f: [a, b] > R por una función F : [0, 1] — R defi- 
nida por 


F(t) := f(a + (b — a)i) para te [0, 1]. 


La función F puede aproximarse con polinomios de Bernsteín para F en el inter- 
valo [0, 1], los cuales producen entonces polinomios en [a, b] que aproximan f. 


Ejercicios de la sección 5.4 


1. Demostrar que la función f(x) := 1/x es uniformemente continua en el conjunto 4 := 
[a, 00), donde a es una constante positiva. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Capítulo 5 Funciones continuas 


- Demostrar que la función f(x) := 1/x? es uniformemente continua en Á := [1, 00), pero 


que no es uniformemente continua en B := (0, 00). 


. Usar los criterios de continuidad no uniforme-5.4.2 para demostrar que las siguientes 


funciones no son uniformemente continuas en los conjuntos dados. 


a) fœ =x, . 4:=[0 1 
b) g(x) := sen(1/x), B := (0, 00). 


. Demostrar que la función f(x) := 1/(1 + x?) para x e R es uniformemente continua 


en R. 


. Demostrar que si f y g son uniformemente continuas en un subconjunto 4 de R, enton- 
"ces f+ g es uniformemente continua en A. 


Demostrar que si f y g son uniformemente continuas en 4 CR y si ambas están aco- 
tadas en A, entonces su producto fg es uniformemente continuo en 4. 


Si f(x) :=x y g(x) := sen x, demostrar que tanto f como g son uniformemente continuas : 
en R, pero que su producto fg no es uniformemente continuo en R. 


Demostrar que si f y g son cada una de ellas uniformemente continuas en R, entonces 
la función compuesta fo g es uniformemente continua en R. 


Si fes uniformemente continua en A c R y |f@)| 2 k> 0 para toda x e A, demostrar 
que 1/fes uniformemente continua en Á. 


Demostrar que si f es uniformemente continua en un subconjunto acotado A de R; 
entonces f está acotada en A. 


Si g(x) := Vx para x e [0, 1], demostrar que no existe una constante K tal que |g] < 
K|x| para toda x e [0, 1]. Concluir que la función uniformemente continua g no es 
una función de Lipschitz en [0, 1]. 


Demostrar que si f es continua en [0, 00) y uniformemente continua en [a, co) para 
alguna constante positiva a, entonces f es uniformemente continua en [0, 00). 


Sea A CR y suponer que f: 4 > R tiene la siguiente propiedad: para toda £ > 0 existe 
una función g, : 4 —>R tal que g, es uniformemente continua en A y | fœ) - gd] <£ 
para toda x e A. Demostrar que fes uniformemente continua en 4. 


Se dice que una función f: R — R es periódica en R si existe un número p > 0 tal que 
fœ + p) =f) para toda x e R. Demostrar que una función periódica continua en R 


está acotada y es uniformemente continua en R. 


Si f(x) := 1 para x e [0, 1], calcular algunos de los primeros polinomios de Bernstein 
para fọ- Demostrar que coinciden con fọ. [ Sugerencia: el teorema del binomio estable- 


ce que 
n 
(a+b)” -$7 ea 
k 


k=0 


a 
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16. Sifi(x) :=x para x e [0, 1], calcular algunos de los primeros polinomios de Bernstein 
para f}. Demostrar que coinciden con f}. 


17. Sip) :=x para x e [0, 1], calcular algunos de los primeros polinomios de Bernstein 
para f}. Demostrar que B,(x) = (1 — 1/m + (U/nyx. 


Se introducen ahora algunos conceptos que se usarán más adelante —en especial 
en los capítulos 7 y 10 en la teoría de la integración—. Sin embargo, consideramos 
conveniente introducir ahora la noción de “medida” debido a su conexión con el 
estudio de las funciones continuas. Se define primero la noción de partición eti- 
quetada de un intervalo. 


5.5.1 Definición Una partición de un intervalo 7 := [a, b] es una colección 
P= {h, ***,1,) de intervalos cerrados no traslapados cuya unión es [a, b]. Por lo 
general los intervalos se denotan por J; := [x;-1, x;], donde 


A=ZXO< LX IGL <xp=0b. 


Los puntos x; (i = 0, * : -, n) se denominan los puntos de partición de P. Si se ha 
elegido un punto t, de cada intervalo J, para i = 1, < +, n, entonces los puntos t; se 
denominan las etiquetas y el conjunto de pares ordenados 


PEN 


se denomina una partición etiquetada de /. (El punto significa que la partición 
está etiquetada.) 


La “finura” de una partición P se refiere a las longitudes de los subintervalos 
en P. En lugar de requerir que todos los subintervalos tengan una longitud menor 
que alguna cantidad específica, con frecuencia resulta conveniente permitir grados 
variables de finura para diferentes subintervalos 7; en P. Esto se consigue median- 
te el uso de una “medida”, la cual se define a continuación. 


5.5.2 Definición Una medida sobre 7 es una función estrictamente positiva 
definida en 7. Si es una medida sobre /, entonces se dice que una partición (eti- 
quetada)P es fina-Ó si 


te lait- slt), t, + et) para Aa AE () 


Cabe señalar que la noción de finura-Ó requiere que la partición esté etiqueta- 
da, por lo que no es necesario decir “partición etiquetada” en este caso. 

Una medida ó sobre un intervalo / asigna un intervalo [t — 4(1), t+ Ó(1)] a cada 
punto te I. La finura-Ó de una partición P requiere que cada subintervalo /, de P 
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esté contenido en el intervalo determinado por la medida ôy la etiqueta t; para ese 
subintervalo. Esto se indica por la inclusión en (1); véase la figura 5.5.1. Adviét- 
tase que la longitud de los subintervalos también está controlada por la medida y 
las etiquetas; el siguiente lema refleja dicho control. 


i-l “i 
S AAA O 
t,- ôl) i t- ôt) 


1 


` Figura 5.5.1 Inclusión (1). 


5.5.3 Lema Si una partición P del:= [a, b] es fina- y x € I, entonces existe 
una etiqueta t; en P tal que |x —t,] < S(t;). 


Demostración. Six € I, existe un subintervalo [x,_;, x;] de P que contiene a x. 
Puesto que P es fina-Ó, entonces 


t; = Ó(1;) < Xi-1 <x< Xi < t; + 9(t;), (2) 
de donde se sigue que |x — t| < ôl). QED. 


En la teoría de la integración de Riemann se usarán medidas ô que son funcio- 
nes constantes para controlar la finura de la partición; en la teoría de la integral de 
Riemann generalizada, el uso de medidas no constantes es esencial. Pero las fun- 
ciones medida no constante surgen de manera muy natural en conexión con las 
funciones continuas. Para ver por qué, sea f: IZ > R continua en / y sea e > 0 que 
está dada. Entonces, para cada punto f e 7 existe Ó¿(1) > 0 tal que si |x — t| < Sat) 
y x € I, entonces | f(x) -f(A | < e. Puesto que ô, está definida y es estrictamente 
positiva en /, la función ô, es una medida sobre /. Más adelante en esta sección se 
usarán las relaciones entre medidas y continuidad para ofrecer demostraciones 
alternativas de las propiedades fundamentales de las funciones continuas discuti- 
das en las secciones 5.3 y 5.4. 


5.5.4 Ejemplos a) Si ôy yson medidas sobre 7 := [a, b] y si 0 < Ó(x) < y(x) 
para toda x e /, entonces toda partición P que es fina-Ó es también fina-y. Esto se 
sigue de inmediato de las desigualdades 


ti- yS- ôt) y  +0()<1 +70) 
las cuales implican que 
1, € [h Ó(tj), 1, + Ó(£)] C [4 — YE), + Yy()] paa i=1,*>>,ñ. 
b) Si ô y ô son medidas sobre / := [a, b] y si 


ôx) := min{ ôx), 94604 para toda xe, 


a 
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entonces Ó también es una medida sobre /. Además, ya que $(x) < 6,(%), entonces 
toda partición fina-Ó es fina-Ó,. Del mismo modo, toda partición fina-ô es también 
fina-0». 

- €) Suponer que ô está definida en 7 :=[0, 1] por 


9(0):= 10 
L si 0< x<l. 

2 
Entonces ô es una medida sobre [0, 1]. Si0<1< 1, entonces [ż — (£), t + &(D] = 
Ht 31], que no contiene el punto 0. Por tanto, si P es una partición fina-ô de Z, 
entonces el único subintervalo en P que contiene a O debe tener el punto 0 como 


etiqueta. 
d) Sea que y esté definida en 7 :=[0, 1] por 


E si x=0 o x=], 
10 
Y (0) :=3 —x si vez 
2 2 
1 


li 
—(l-x si —=<x<l. 
A ) 2 


Entonces yes una medida sobre / y queda como un ejercicio demostrar que los 
subintervalos en cualquier partición fina-y que contiene los puntos O o 1 debe 
tener estos puntos como etiquetas. O 


Existencia de particiones finas~Ô ci 


Con base en los ejemplos anteriores, no es obvio que una medida ô arbitraria 
admita una partición fina-Ó. Se usa ahora la propiedad del supremo de R para esta- 
blecer la existencia de particiones finas-ó. En los ejercicios se describe una demos- 
tración basada en el teorema de los intervalos anidados 2.5.2. 


5.5.5 Teorema  SiSes una medida definida en el intervalo [a, b], entonces exis- 
te una partición fina- de [a, b]. 


Demostración. Sea que E denote el conjunto de todos los puntos x e [a, b] 
tales que existe una partición fina-Ó del subintervalo [a, x]. El conjunto E es no 
vacío, ya que el par ([a, x], a) es una partición fina-Ó del intervalo [a, x] cuando 
x € [a, a+ Ó(a)] y x < b. Puesto que E c [a, b], el conjunto E también está aco- 
tado. Sea u := sup Æ, por lo que a < u < b. Se demostrará que u e E y que u = b. 

Se afirma que u e E. Puesto que u — Ó(u) < u = sup E, existe v € E tal que 
u — Ó(u) <v < u. SeaP, una partición fina-Ó de [a, v] y sea Pz :=P, U ([v, u], w). 
Entonces P, es una partición fina-Ó de [a, u], por lo que u € E. 
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Siu< b, sea w e [a, b] tal que u <w<u + Ó(u). Si Oj es una partición fina: 
ô de [a, u], se hace Q, :=9 ¡ U ([u, w], u). Entonces Q, es una partición fina-Ó de 
[a, w], de donde w e E. Pero esto contradice el supuesto de que u es una cota supe- 
rior de E. Por lo tanto, u = b. Q.E.D: 


Algunas aplicaciones 


Siguiendo a R. A. Gordon (véase su artículo en Monthly), se muestra ahora que 
algunos de los principales teoremas de las dos secciones anteriores pueden demos- 
trarse usando medidas. 


Demostración alternativa del teorema 5.3.2: Teorema de acotabilidad. Puesto 
que fes continua en /, entonces para toda t e 7 existe (f) > 0 tal que six e Ty 
|x- t| < (À, entonces | f(x) —£(0)| < 1. Por tanto, 6 es una medida sobre /. Sea 
((;, ti)} una partición fina-Ó de Z y sea K := máx(|f(t)| : i= 1, + >>, nj. Por el 
lema 5.5.3, dada cualquier x e / existe i con |x — t| < (t), de donde 


FIS 1760 fp | + |f0)| <1+K. 
Puesto que x e / es arbitraria, entonces f está acotada por 1 + K en Z. Q.E.D: 


Demostración alternativa del teorema 5.3.4: Teorema del máximo-mínimo. Se 
demostrará la existencia de x*. Sea M := supíf(x) : x € 1} y suponer que f(x) <M 
para toda x e I. Puesto que fes continua en /, para toda te 7 existe Ó(f) > O tal que 
sixe ly |x- t| < 6(2), entonces f(x) < HM + /(0)). Por tanto, $ es una medida 
sobre I y si ((1,, t;))f_, es una partición fina-Ó de /, se hace 


Mi mix {M + f) MA FU) 


Por el lema 5.5.3, dada cualquier x € /, existe i con |x — t| < ô(t), de donde 


SOTMESA. 


Puesto que x e / es arbitraria, entonces M (< M) es una cota superior de fen Z, lo 
cual contradice la definición de M como el supremo de f. Q.E.D. 


Demostración alternativa del teorema 5.3.5: Teorema de localización de raíces: 
Se supone que f(£) + 0 para toda £ e /. Puesto que f es continua en ż, el ejerci- 
cio 5.1.7 implica que existe Ó(£) > O tal que six €e Zy |x- t| < 4(£), entonces 
JŒ) <0 si fÀ <0, y f(x) > 0 si f (2) > 0. Entonces Ó es una medida sobre 7 y se 
hace que ((), £,)3/_, sea una partición fina-Ó. Adviértase que para toda i, f(x) < 0 
para toda x € [x;_¡, x,] o bien f(x) > 0 para estas x. Puesto que f(xp) = fa) < 0, 
esto implica que f(x;) < 0, lo cual a su vez implica que f(x) < 0. Al continuar 
de esta manera, se tiene f(b) = f(x,) < 0, lo cual contradice la hipótesis de que 
f(b) > 0. Q.E.D: 
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Demostración alternativa del teorema 5.4.3: Teorema de continuidad uniforme. 
Sea £> 0 que está dada. Puesto que fes continua en f e J, existe Ó(£) > 0 tal que si 
xe ly |x- t| <26(0), entonces |f(x) -f| < Le. Portanto, $ es una medida 
. sobre Z. Si {Q t) y}; es una partición fina-Ó de Z, sea Ôp := min(ó(t]), * * *, Ó(t,)). Se 
supone ahora que x, we Iy |x- u| < 8,, y se elige i con |x—1,] < 4(t;). Puesto que 


Ju- t| < lu=x| + |x- t| < ô+ Slt) < 26(1,), 


e 


se sigue entonces que 


LO-FI- SEHE- eese. 
Por lo tanto, fes uniformemente continua en /. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 5.5 


1. Sea la medida sobre [0, 1] definida por (0) :=} y ê(®Ð) :=+4 t para te (0, 1]. 


a) Demostrar que P, = (([0, 4]; 0), (E +} 4), (> 1 
b) Demostrar que P, := {([0, 4}, 0), (+44) (E 1 
2. Suponer que ô es la medida definida por 6,(0) :=], &(® =31 para t e (0, 1]. ¿Las 


particiones dadas en el ejercicio 1 son finas-Ó,? Adviértase que Ó(1) < 6,(1) para toda 
te [0, 1]. 


,+)). es fina-6. 
3 
5 


,+)), no es fina-ô. 


3. Suponer que ô, es la medida definida por 8,(0) := |, y 9(1) := $) t para t e (0, 1]. 
¿Las particiones dadas en el ejercicio 1 son finas-9)? 


4. Sea y la medida del ejemplo 5.5.4d. 


a) Si t e (0, 4], demostrar que [t - y, t+ y(0] = kt 31] c (0, $]. 
b) Site G, 1), demostrar que [t— y(®, t+ yO] < G, 1). 


5. Sea a< c< by sea una medida sobre [a, b]. SiP’ es una partición fina-8 de [a, c] y 
si P” es una partición fina-ô de [c, b], demostrar que P' U P" es una partición fina-ô 
de [a, b] que tiene a c como punto de partición. 


6. Seaa<c<b y sean ô y ô” medidas sobre [a, c] y [c, b], respectivamente. Si d está 


definida en [a, b] por 
9'(t) si fela,c), 
9(1):=3miní9'(c),0"(c)) si t=c, 
ê” (t) si te(c,bl, 


entonces ô es una medida sobre [a, b]. Además, si P’ es una partición fina-Ó' de [a, c] 
y P” es una partición fina-9” de [c, b], entonces P' U P” es una partición etiquetada 
de [a, b] que tiene a c como punto de partición. Explicar por qué P! U P” no puede ser 
fina-Ó. Dar un ejemplo. 
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7. Sean Ó' y 9” como en el ejercicio precedente y sea que ĝ* esté definida por 
min(S(0),F(c=0)) si te[a,c), 
9*(t):=3minf9'(c),0"(c) si t=c, 


min{8" (N, Lacy si te(c,b]. 


Demostrar que ô* es una medida sobre [a, b] y que toda partición fina-5* P de [a, b] 
que tiene a c como punto de partición da lugar a una partición fina-ô' P’ de Ta, c] y a 
una partición fina-9"P” de [c, b] tales que P =P" U P". 


8. Sea ôuna medida sobre / := [a, b] y suponer que / no tiene una partición fina-ô. 


a) Sea c:= Ha + b). Demostrar que al menos uno de los intervalos [a, c] y [c, b] no 
tiene una partición fina-ó. 

b) Construir una sucesión anidada (7,,) de subintervalos con una longitud de /, iguala 
(b — ay/2" tal que 7, no tenga una partición fina-ó. 

c) Sea ¿e No, y sea p € N tal que (b — a)/2P < Ó(E). Demostrar que 2, c [5 (8), 
E+ 6(6)], de donde el par Q, 6) es una partición fina-Ó de 1, 


9. Sea l:=[a, b] y sea f: I —> R una función (no necesariamente continua). Se dice que 
festá “acotada localmente” en c e T si existe (c) > 0 tal que f está acotada en 7 A 
[c — Ó(c), c + ÍS(c)]. Demostrar que si f está acotada localmente en todo punto de Å, 
entonces festá acotada en T. 


10. Sea T := [a, b} y f : I — R. Se dice que fes “creciente localmente” en c € {si existe 
ô(c) > 0 tal que fes creciente en IN [c — Ó(c), c + S(c)]. Demostrar que si fes crecien- 
te localmente en todo punto de /, entonces fes creciente en /. 


Recuérdese que si 4 C R, entonces se dice que una función f: A — R es crecien- 
te en Á si siempre que x4, xy € A y x1 € X2, entonces f (x1) < f(@Œx2). Se dice que la 
función fes estrictamente creciente en A si siempre que x4, x € Á y x4 < X3, 
entonces f(x) < fœ). Del mismo modo, se dice que una función g : 4 — R es 
decreciente en A si siempre que xy, X2 € Á y xı € x3, entonces g(x) > g(x2). Se 
dice que la función es estrictamente decreciente en Æ si siempre que x], xX, € Á 
y xı < 32, entonces g(x) > g(x2). 

Si una función es creciente, o bien, decreciente en 4, se dice que es momóto- 
na en 4. Si fes estrictamente creciente, o bien estrictamente decreciente, en Æ, se 
dice que es estrictamente monótona en Á. 

Cabe señalar que si f: A — R es creciente en 4, entonces g := ~-f es decrecien- 
te en 4; del mismo modo, si p : Æ — R es decreciente en 4, entonces Y := —( €s 
creciente en A. 

En esta sección se tratan las funciones monótonas que están definidas en un 
intervalo / œ R. Se examinan explícitamente las funciones crecientes, pero ës 


5.6 
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claro que existen los resultados correspondientes para las funciones decrecientes. 
Estos resultados pueden obtenerse directamente de los resultados para las funcio- 
nes crecientes o bien demostrarse con razonamientos similares. 

Las funciones monótonas no son necesariamente continuas. Por ejemplo, si 


$0) := 0 para x € [0, 1] y si f(x) := 1 para x € (1, 2], entonces fes creciente en 


[0, 2], pero deja de ser continua en x = 1. Sin embargo, el siguiente resultado 
establece que una función monótona siempre tiene límites por los dos lados 
(véase la definición 4.3.1) en R en todo punto que no sea un punto terminal de 
su dominio. 


5.6.1 Teorema Seal CR un intervalo y sea f : I —> R creciente en 1. Suponer 
que ce Ino es un punto terminal de I. Entonces 
O lim f=supífG):xe Lx<cj, 

i ar a Saa 


(ii) lim f =infíf(x):x€ Lx>o0). 


Demostración. ` (1) Se observa primero que six e y x< c, entonces f(x) <f(c). 
En consecuencia, el conjunto { f(x) : x e I, x< c}, que es no vacío ya que c no es 
un punto terminal de /, está acotado por arriba por f(c). Por tanto, el supremo indi- 
cado existe; se le denota por L. Si € > 0 está dada, entonces L — € no es una cota 
superior de este conjunto. En consecuencia, existe ys € I, Ye < c tal que L — € < 


Fe) SL. 


Puesto que f es creciente, se deduce que si ôs := € — y¿ y si 0 < c — y < Ó,, enton- 
ces Ye < y < c, de modo que 


L-€<f(ve) SFY) SL. 


Por lo tanto, |f(y) — L| < e cuando 0 < c — y < ô. Puesto que £> 0 es arbitraria, 
se infiere que (1) se cumple. 
La demostración de (ii) es similar. Q.E.D. 


El siguiente resultado presenta los criterios para la continuidad de una función 
creciente fen un punto c que no es un punto terminal del intervalo en el que está 
definida f. 


5.6.2 Corolario SeaI cR un intervalo y sea f : 1 — R creciente en 1. Suponer 
que ce Ino es un punto terminal de I. Entonces los siguientes enunciados son 
equivalentes. 


a) fes continua en c. 


b) lím f=f(c)=lím £ 
x>oe- x—>Cc+ 


c) sup{fx): x€ I, x<c)=f(c)=iínf[f():xe Lx>c0). 


Estos resultados se siguen con facilidad de los teoremas 5.6.1 y 4.3.3. Se le 
dejan los detalles al lector. 
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Sea Tun intervalo y sea f : / — R una función creciente. Si a es el punto ter- 
minal izquierdo de /, se deja como ejercicio demostrar que f es continua en a si y 
sólo si 


Fa) = m0) :xeL a<xj 


o si y sólo si f(a)= lím f. Condiciones similares se aplican a un punto terminal 
Xt 


derecho, así como para funciones decrecientes. 

Sif: I — R es creciente en / y si c no es un punto terminal de 7, se define el 
salto de fên c como jy(c) := lím f— lím f. (Véase la figura 5.6.1.) Del teorema 
5.5.1 se sigue que EREA DERES 


J(e) = inf{ fŒ): x E€ Ix >c} - sup{f@):xe L x< c} 


para una función creciente. Si el punto terminal izquierdo a de / pertenece a /, se 
define el salto de fen a como jp(a) := lím f-f(a). Si el punto terminal derecho b 
x> 


de / pertenece a /, se define el salto de fen b como jp(b) := f(b) — lim Fe 
Para 


Figura 5.6.1 El salto de fen c. 


5.6.3 Teorema Seal cR un intervalo y sea f : I —> R creciente en I. Sice I, 
entonces f es continua en c si y sólo si jẹ(c) = 0. 


Demostración. Si c no es un punto terminal, del corolario 5.6.2 se sigue de 

inmediato la conclusión. Si c e / es el punto terminal izquierdo de J, entonces f es 

continua en c si y sólo si f(c)= lím f, que es equivalente a jy(c) = 0. Observaciones 
xet 


similares se aplican al caso del punto terminal derecho. Q.E.D. 


Se demuestra ahora que puede haber a lo sumo un conjunto contable de pun- 
tos en los que una función monótona es discontinua. 


5.6.4 Teorema  SealCR un intervalo y sea f : 1 — R monótona en 1. Entonces 
el conjunto de puntos D c I en los que f es discontinua es un conjunto contable. 


è 
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Demostración. Se supone que fes creciente en T. Por el teorema 5.6.3 se sigue 
que D= (x € T: jx) 4 0]. Se considerará el caso en que I := [a, b] es un inter- 
valo acotado cerrado, dejándole al lector el caso de un intervalo arbitrario. 

Se observa primero que como f es creciente, entonces jy(c) > 0 para toda 
c € I. Además, si a Sx] <' +: <x, S b, entonces (¿por qué?) se tiene 


Ha) S fla) +j +: > + Jn) SSO), (1) 
de donde se sigue que 
HODE EO SSO) — Ha). 


(Véase la figura 5.6.2.) Por consiguiente, puede haber a lo sumo k puntos en / = 
[a, b] donde jy(x) 2 (f(b) ~ f(a))/k. Se concluye que hay a lo sumo un solo punto 
x € I donde jy(x) = f(b) — f(a); hay a lo sumo dos puntos en / donde ¡y(x) 2 
(FO) fi (a))/2; hay a lo sumo tres puntos en 7 donde ¡p(x) 2 (F(b) — f(a))/3, y asi 
sucesivamente. Por lo tanto, hay a lo sumo un conjunto contable de puntos x donde 
Jy(x) > 0. Pero como todo punto en D debe estar incluido en este conjunto, se dedu- 
ce que D es un conjunto contable. Q.E.D. 


F 
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LI 
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1 
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1 1 
l 1 
OO 
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1 1 I l 
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i 1 1 l 
1 l 1 1 : 
i 1 1 f | 
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4 l ! 1 I : 
¿peo | po | 
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1 1 1 1 1 1 
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a Xx; Xz Xx; x4 b 


Figura 5.6.2 ja) +: EEn) SSO) —/(a). 


El teorema 5.6.4 tiene algunas aplicaciones útiles. Por ejemplo, en el ejercicio 
5.2.12 se vio que si h : R — R satisface la identidad 


h(x + y) =h(x) + A(y) para toda x,ye€eR, (2) 


y si h es continua en un punto particular xy, entonces h es continua en todo punto 
de R. Por tanto, si h es una función monótona que satisface (2), entonces h debe 
ser continua en R. [De este hecho se sigue que A(x) = Cx para toda x e R, donde | 
C:=A(1).] | 

| 


188 


Capítulo 5 Funciones continuas: * 


Funciones inversas : AEE it 


Se considera ahora la existencia de la inversa de una función que es contmua en un 
intervalo / c R. Se recuerda (véase la sección 1.1) que una función f: 7 — R tiene 
una función inversa si y sólo si fes inyectiva (= uno a uno); es decir, six, y e Ty 
x % y implica que f(x) + f(y). Se observa que una función estrictamente monóto- 
na es inyectiva y en consecuencia tiene una inversa. En el siguiente teorema se 
establece que si f: Z > R es una función continua estrictamente monótona, enton- 
ces f tiene una función inversa g en J := (1) que es estrictamente monótona y con- 
tinua en J. En particular, si fes estrictamente creciente, entonces también lo es g, 
y si f es estrictamente decreciente, entonces también lo es g. 


5.6.5 Teorema de la inversa continua Sea Ic R un intervalo y sea f : I — R 
estrictamente monótona y continua en 1. Entonces la función g inversa de f es estric- 
tamente monótona y continua en J := f(D. 


Demostración. Se considera el caso en que fes estrictamente creciente, deján- 
dole al lector el caso en que fes estrictamente decreciente. 

Puesto que fes continua e / es un intervalo, del teorema de preservación de inter- 
valos 5.3.10 se sigue que J := f(D) es un intervalo. Además, como f es estrictamente 
creciente en /, es inyectiva en /; por lo tanto, la función g : J > R inversa de f existe. 
Se afirma que g es estrictamente creciente. De hecho, si y1, y, e J con y, < yo, enton- 
ces y, =f (x1) y y2 = (2) para alguna x4, x, € Z. Debe tenerse xı < x3; de lo contra- 
rio, x1 2X2, lo cual implica que y, = fœ) > (,) = y2, que contradice la hipótesis de 
que yı < yz. Por lo tanto, se tiene g(y¡) =x, < x2 = g(y,). Puesto que y, y y, son ele- 
mentos arbitrarios de J con y; < y2, se concluye que g es estrictamente creciente en J. 

Falta demostrar que g es continua en J. Sin embargo, ésta es una consecuencia 
del hecho de que g(J) =/ es un intervalo. De hecho, si g es discontinua en un punto 


c € J, entonces el salto de g en c es diferente de cero, de modo que lím g< lím e. 
yo y>c+ 


Si se elige cualquier número x + g(c) que satisfaga lím g<x< lim g, entonces x 
x>C- X-et 


tiene la propiedad de que x + g(y) para cualquier y € J. (Véase la figura 5.6.3.) En 
consecuencia, x £ J, lo cual contradice el hecho de que / es un intervalo. Por lo 
tanto, se concluye que g es continua en J. Q.E.D. 


— ~ 


Figura 5.6.3. g(y)*x para y e J. 


é 
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La función raiz n-ésima a z Inra 


Se aplicará el teorema de la inversa continua 5.6.5 a la función potencia n-ésima. 
Es necesario distinguir dos casos: (1) n par, y (11) n impar. 

(1) n par. A fin de obtener una función que sea estrictamente monótona, se res- 
tringe la atención al intervalo 7 := [0, 00). Por tanto, sea f(x) := x” para x e 1 
(Véase la figura 5.6.4.) Se vio ya (en el ejercicio 2.1.23) que si 0 < x < y, enton- 

-ces f(x) = x” < y” = f(y); por lo tanto, f es estrictamente creciente en /. Además, 
del ejemplo 5.2.3a se sigue que fes continua en /. Por lo tanto, por el teorema de 
preservación de intervalos 5.3.10, J := f(T) es un intervalo. 

Se demostrará que J = [0, 00). Sea y > 0 arbitraria; por la propiedad de 
Arquímedes, existe ke N tal que 0 < y < k. Puesto que 


f0)=0<y<k< e =f, 


del teorema del valor intermedio de Bolzano 5.3.7 se sigue que y e J. Puesto que 
y 20 es arbitraria, se deduce que J = [0, 00). 

Del teorema de la inversa continua 5.6.5 se concluye que la función g que es 
la inversa de f(x) = x” en 7 = [0, 00) es estrictamente creciente y continua en J = 
[0, 00). Suele escribirse 


gasin o g)= Hz 


para x > 0 (n par) y llamar a x!” = Ñx la raíz n-ésima de x > 0 (n par). A la fun- 
ción g se le llama la función raíz n-ésima (n par). (Véase la figura 5.6.5.) 


y y 
X Xx 
Figura 5.6.4 Gráfica de Figura 5.6.5 Gráfica de 
fŒ) =x" (x 20, n par). 2) =x" (x 20, n par). 


Puesto que g es la inversa de f, se tiene 


g(a) =x y  flm)=x para toda x € [0, 00). 


Estas ecuaciones pueden escribirse en la siguiente forma: 
papa =x y y" =x 


para toda x e [0, 00) y n par. 
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(ii) n impar. En este caso se hace F(x) := x” para toda x e R; por 5.2.3a, F es 
continua en R. Se le deja al lector demostrar que F es estrictamente creciente en 
R y que F(R) = R. (Véase la figura 5.6.6.) 

Del teorema de la inversa continua 5.6.5 se sigue que la función G, que es la 
inversa de F(x) = x” para x e R,.es estrictamente creciente y continua en R. Se 
acostumbra escribir 


Glo)=x1/ o G@œ@=ğx para xeR, nimpar, 


y llamar a x!” la raíz n-ésima de x e R. A la función G se le llama la función 
raíz n-ésima (n impar). (Véase la figura 5.6.7.) Se tiene aquí 


(ey ión =x y (alma =x 


para toda x e R y n impar. 


y y 
Xx Xx 
Figura 5.6.6 Gráfica de Figura 5.6.7 Gráfica de 
F(x) =x" (x e R, n impar). G(x) =x!" (x e R, n impar). 


Potencias racionales 


Ahora que se han definido las funciones raíz n-ésima para n € N, es sencillo defi- 
nir las potencias racionales. 


5.6.6 Definición (i) Si m, n € N y x 2 0, se define x”/" := (x1My”. 
(ii) Si m, n e N y x > 0, se define x™” := (1 Umm. 


Por consiguiente, se ha definido x” cuando r es un número racional y x > 0. Las 
gráficas de x > x” dependen de sir>1,r=1,0<r<1l,r=00r<0. (Véase la 
figura 5.6.8.) Puesto que un número racional r e Q puede escribirse en la forma 
r=mínconme Z, ne N, de muchas maneras, es necesario demostrar que la defi- 
nición 5.6.6 no es ambigua. Es decir, si r = m/n = p/q con m, pe Zyn,q e Ny 
si x > 0, entonces (x1/?)" = (x1/2)P. Se deja como ejercicio para el lector establecer 
esta relación. 


E 
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Figura 5.6.8. Gráfica de x > x” (x 2 0). 


5.6.7 Teorema Sime Z,ne Nyx>0, entonces x™ = (xmln, 


Demostración. Six>0ym,ne€ Z, entonces (x)" = xx" = (x”)". Ahora bien, 
sea y = x" = (gl > 0 de modo que y” = (rY) = (e Uny?y7 =x", Por lo tanto, 
se sigue que y = (17) Un, QE.D. 


El lector también deberá demostrar, en un ejercicio, que six > 0 yr,s € Q, 
entonces 


xa = xes = xx y F = x = Y: 


Ejercicios de la sección 5.6 


1. SiZ :=[a, b] es un intervalo y f: I — R es una función creciente, entonces el punto a 
[o bien b] es un mínimo [o bien un máximo] absoluto para fen Z. Si fes estrictamen- 
te creciente, entonces a es el único punto mínimo absoluto para f en £. 


2. Sif y g son funciones crecientes en un intervalo 7 c R, demostrar que f+ g es una fun- 
ción creciente en /. Si fes estrictamente creciente en 7, entonces f+ g es estrictamen- 
| te creciente en 7. 


| 3. Demostrar que tanto f(x) := x como g(x) := x — 1 son estrictamente crecientes en / := 
[0, 1], pero que su producto fg no es creciente en 7. 


4. Demostrar que si f y g son funciones crecientes positivas en un intervalo /, entonces su 
producto fg es creciente en 7. 
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5. Demostrar que si 7 := [a, b] y f: 1 >R es creciente en /, entonces fes continua en a si 
y sólo si f(a) = infíf(0) :xe (a, bh}. 


6. Sea 7 c R un intervalo y sea f: I > R creciente en /. Suponer que c e Jno es un punto 
terminal de /. Demostrar que f es continua en c si y sólo si existe una sucesión (x,) en ' 
Ital que x, < c para n = 1, 3, 5, u °; x, > c para n = 2, 4, 6, * °, y tal que c = lim (x,,) 


y fc) = lím (f). 


7. Sea 7 c R un intervalo y sea f: 7 > R creciente en Z. Si c no es un punto terminal de 
I, demostrar entonces que el salto j¢(c) de fen c está dado por nf{ fO) —f() :x<c<y, 
xyelj. 

3. Sean f, g crecientes en un intervalo 7 c R y sea f(x) > g(x) para toda x e I. Si y € 
FO) A 20), demostrar que f(y) < gy). [Sugerencia: interpretar primero geométri- 
camente este enunciado. ] 


9. Sea que 7 :=[0, 1] y sea que f: 7 >R esté definida por f(x) := x para x racional y por 
f(x) := 1 — x para x irracional. Demostrar que fes inyectiva en I y que f(£(x)) = x para 
toda x € 7. (En consecuencia, ¡es su propia función inversa!) Demostrar que f sólo es 
continua en el punto x =>. 


10. Sea / := [a, b] y sea f: I — R continua en Z. Si f tiene un máximo [o bien un mínimo] 
absoluto en un punto interior c de Z, demostrar que fno es inyectiva en /. 


11. Sea f(x) := x para x e [0, 1] y f(x) := 1 +x para x e (1, 2]. Demostrar que fy f7} son 
estrictamente crecientes. ¿Son f y f7! continuas en todo punto? 


| 12. Sea f: [0, 1] — R una función continua que no asume dos veces ninguno de sus valo- 
l res y con f(0) < f(1). Demostrar que fes estrictamente creciente en [0, 1]. 


j 

i 13. Sea»: [0, 1] — R una función que asume exactamente dos veces cada uno de sus valo- 
l res. Demostrar que h no puede ser continua en todo punto. [Sugerencia: si cy < c, son 
los puntos donde A alcanza su supremo, demostrar que c4 = 0, c) = 1. Examinar des- 
pués los puntos donde h alcanza su ínfimo.] 


14. Sea x € R, x> 0. Demostrar que sim, p e Z, n, q € N y mq = np, entonces Gem = 
DP, 


15. Sixe R,x>0, y sir,se Q, demostrar que xxs =x" +$ = xx" y (XY = x” = (xY. 


Antes del siglo XVI, una curva se describía generalmente como un lugar geométrico 
de los puntos que satisfacían alguna condición geométrica y las rectas tangentes 
se obtenían por construcciones geométricas. Esta perspectiva cambió de manera 
radical con la creación de la geometría analítica en los años 1630 por René 
Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665). En este nuevo escenario, 
los problemas se replanteaban en términos de expresiones algebraicas y las nuevas 
clases de curvas se definían no por condiciones geométricas sino algebraicas. El 
concepto de derivada evolucionó en este nuevo contexto. En los años 1630, Fermat 
fue el primero en vislumbrar una relación entre el problema de encontrar rectas 
tangentes y el problema aparentemente inconexo de encontrar valores máximos o 
mínimos. Y la relación entre las rectas tangentes a curvas y la velocidad de una 
partícula en movimiento fue descubierta por Isaac Newton a fines de los años 1660, 
La teoría de las “fluxiones” de Newton, la cual se basaba en una noción intuitiva 
de límite, llegaría a ser familiar para cualquier estudiante moderno de cálculo dife- 
rencial una vez que se hicieran algunos cambios en la terminología y notación. 
Pero la observación fundamental, hecha por Newton y, de manera independiente, por 
Gottfried Leibniz en los años 1680, fue que el área bajo una curva se podía calcu- 
lar invirtiendo el proceso de derivación. Esta innovadora técnica, que resolvía con 
facilidad problemas de áreas antes complicados, despertó enorme interés entre los 
matemáticos de la época y desembocó en una teoría coherente que llegó a cono- 
cerse como cálculo diferencial e integral. 


Isaac Newton 

Isaac Newton (1642-1727) nació en Woolsthorpe, en Lincolnshire, 
Inglaterra, el día de Navidad; su padre, un agricultor, había muer- 
to tres meses antes. La madre contrajo nuevas nupcias cuando 
Newton tenía tres años de edad y el niño fue enviado a vivir con la 
abuela. Regresó con su madre a los 11 años de edad, tan sólo para 
ser enviado a un internado en Grantham el año siguiente. Por 


fortuna, un maestro perceptivo reparó en su talento para las ma- 
temáticas y, en 1661, Newton ingresó al Trinity College en la Uni- 
versidad de Cambridge, donde estudió bajo la tutela de Isaac Barrow. 

Cuando se desató la plaga de peste bubónica de 1665-1666, la cual cobró la vida de 
casi 70 mil personas en Londres, la universidad cerró y Newton pasó dos años en Wools- 


(continúa) 
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thorpe. Fue durante este periodo cuando formuló sus ideas básicas referentes a la ópti- 
ca, la gravitación y su método de las “fluxiones”, llamado más tarde “cálculo”. Volvió 
a Cambridge en 1667 y fue nombrado Profesor Lucasiano en 1669. Sus teorías de la 
gravitación universal y del movimiento planetario fueron publicadas en 1687 para ob- 
tener el reconocimiento mundial bajo el título Philosophicve Naturalis Principia Ma- 
thematica. Sin embargo, omitió publicar su método de las tangentes inversas para 
encontrar áreas y otros trabajos de cálculo, lo cual llevó a una controversia sobre 
la prioridad con Leibniz. 
Después de una enfermedad, se retiró de la Universidad de Cambridge y en 1696 
fue nombrado Guardián de la Casa de Moneda británica. Sin embargo, se mantuvo en 
contacto con los avances de la ciencia y las matemáticas y fungió como presidente de la 
Real Sociedad de 1703 hasta su muerte en 1727. En su funeral, Newton fue encomiado 


como “el genio más grande que haya vivido jamás”. Su tumba en la Abadía de 
| Westminster es un popular sitio turístico. z 


En este capítulo se desarrolla la teoría de la derivación. La teoría de la inte- 
gración, incluyendo el teorema fundamental que relaciona la derivación con la 
integración, será el tema del siguiente capítulo. Se supone que el lector se 
encuentra familiarizado con las interpretaciones geométricas y físicas de la deri- 
vada de una función según se describen en los cursos introductorios de cálculo. 
For consiguiente, la exposición se concentra en los aspectos matemáticos de la 
derivada sin hacer mención a sus aplicaciones en geometría, física, economía, 
etcétera. 

La primera sección se dedica a la presentación de los resultados básicos refe- 
rentes a la derivación de funciones. En la sección 6.2 se examina el fundamental 
teorema del valor medio y algunas de sus aplicaciones. En la sección 6.3 se pre- 

« sentan las importantes reglas de L Hôpital para el cálculo de ciertos tipos de lími- 

tes “indeterminados”. 

~ En la sección 6.4 se ofrece una breve discusión del teorema de Taylor y algu- 
nas de sus aplicaciones —por ejemplo, en funciones convexas y en el método de 
Newton para la localización de raíces. 


SECCIÓN 6. t 


En esta sección se presentan algunas de las propiedades- elementales de la deriva- 
da. Se empieza con la definición de la derivada de una función. 


6.1.1 Definición Sea / C R un intervalo, sea f : I — R y sea c e I. Se dice que 
un número real Z es la derivada de f en c si dada cualquier € > O existe qe) >0 
tal que six e I satisface 0 < | x—c | < Ó(£), entonces 


FS Cc) 


t 


-L|<e. 


`~ 


En este caso, se dice que f es derivable en c y se escribe f(c) en lugar de L. 


En otras palabras, la derivada de fen c está dada por el límite 


O. 


x>C AC 


(2) 


siempre que el límite exista. (Se deja abierta la posibilidad de que c sea el punto 
terminal del intervalo.) 


Nota Es posible definir la derivada de una función que tiene un dominio más 
general que un intervalo (ya que sólo es necesario que el punto c sea un elemento 
del dominio a la vez que un punto de acumulación del dominio), pero el signifi- 
cado del concepto se pone de manifiesto de manera más natural para funciones de- 
finidas en intervalos. En consecuencia, se restringe la atención aquí a tales 
funciones. 


Siempre que la derivada de f : 7 — R exista en un punto c € J, su valor se deno- 
ta por f(c). De esta forma, se obtiene una función f” cuyo dominio es un subcon- 
junto del dominio de f: Al trabajar con la función f’, es conveniente considerarla 
también como una función de x. Por ejemplo, si f(x) := x? para x e R, entonces en 
cualquier punto c en R se tiene i 


ES A E A 
MAC 


f'(c)= lím 
x>C x=>c X>C€ x>oc 


Así, en este caso la función f” está definida en la totalidad de R y f(x) = 2x para 


xe R. 


Se demuestra a continuación que la continuidad de fen un punto c es una con- 
dición necesaria (pero no suficiente) para la existencia de la derivada en c. 


6.1.2 Teorema Sif: I— R tiene derivada en c € I, entonces f es continua en c. 


Demostración. Para toda x e J, x = c, se tiene 


Ha) fe)= 


O es 
x=C 


Puesto que Y’ (c) existe, puede aplicarse el teorema 4.2.4 relativo al límite del pro- 
ducto para concluir que 


lím (f (x)- f (c) = lim PERO) lím (1-0) 
x—>cC x>C e Smk E xc 
=f (e): 0=0. 
Por lo tanto, lím f(x) = f(c), por lo que f es continua en c. Q.E.D. 


x>c 
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La continuidad de f: / — en un punto no asegura la existencia de la deriva- 
da en ese punto. Por ejemplo, si f (x) := |x| para x e R, entonces para x + 0 se 
tiene (fœ) —F(0)/(x — 0) = |x|/x, que es igual a 1 six > 0 y es igual a —1 si x < 0. 
Por tanto, el límite en 0 no existe (véase el ejemplo 4.1.10b) y por lo tanto la fun- 
ción no es derivable en 0. En consecuencia, la continuidad en un punto c no es una 
condición suficiente para que la derivada exista en c. 


Observación Al tomar combinaciones algebraicas simples de funciones de la 
forma x => |x — c|, no es muy difícil construir funciones continuas que no tienen 
derivada en un número finito (o inclusive contable) de puntos. En 1872, Karl 
Weierstrass sorprendió al mundo matemático al ofrecer un ejemplo de una función 
que es continua en todo punto pero cuya derivada no existe en ninguno de ellos. 
Tal función desafiaba la intuición geométrica acerca de las curvas y las rectas tan- 
gentes, y en consecuencia estimuló investigaciones mucho más a fondo de los con- 
ceptos del análisis real. Puede demostrarse que la función f definida por la serie 


FQ):= y- cos(3”x) 
2n 
n=0 : 
posee la propiedad citada. Una discusión histórica muy interesante acerca de este 
ejemplo y de otros de funciones continuas no derivables se presenta en Kline, pp. 


955-966, así como en Hawkins, pp. 44-46. En el apéndice E se incluye una demos- 
tración detallada de un ejemplo ligeramente diferente. 


Hay varias propiedades básicas de la derivada que son de gran utilidad en el 
cálculo de las derivadas de diferentes combinaciones de funciones. Se proporcio- 
na a continuación la justificación de algunas de estas propiedades, las cuales le 
serán familiares al lector por cursos previos. 


6.1.3 Teorema Sea Ic R un intervalo, sea c e 1yseanf:1>R y g: IR 

funciones que son derivables en c. Entonces ' 

a) Si œe R, entonces la función af es derivable en c, y 
(af y (c)= af (o). 


b) La función f + g es derivable en c y 


6) 


DOFO + gc). (4) 
c) (Regla del producto) La función fg es derivable en c, y 
YO =F gtc) +f cg (e). 6) 
d) (Regla del cociente) Si g(c) + 0, entonces la función fjg es derivable en c, y 
£) (y. FOORE © 
g (ec)? 


Demostración. Se demuestran los incisos c) y d), y se dejan los incisos a) y b) 
como ejercicios para el lector. 
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c) Sea p := fg, entonces para x e T, x %c, se tiene 


p(x)-p(e) fe) f(cdalo) 


x=e LC, E 
— | S-o a)+flega)- fate) 
o = 
FOO anrod 
y ol 


Puesto que g es continua en c, por el teorema 6.1.2, entonces ta 80) = glo). 


Puesto que f y g son derivables en c, del teorema 4.2.4 sobre las. propisdadés de 
los límites se infiere que 


lím p(x)- o 


x>c A 


=f (c)glc)+ f(c)g (c). 


Por tanto, p := fg es derivable en c y se cumple la expresión (5). 

d) Sea q :=//g. Puesto que g es derivable en c, es continua en ese punto (por 
el teorema 6.1.2). Por lo tanto, ya que g(c) + 0, por el teorema 4.2.9 se sabe que 
existe un intervalo J C Z con c € J tal que g(x) + 0 para toda x e J. Para x € J, 
x +c, se tiene 


gate). fe) -fege _ fede le) e) 
X=0 LEC g(x)e(cXx-c) 
_£Œœ)ele)-fgle)+ f legle- fleg) 
g(x)g(c)(x-c) 


1 xX xX (c 
a LLO gto- piy a a 
8(x)8(c) x=c =c 
Haciendo uso de la continuidad de g.en c y de la derivabilidad de f y g en c, se 
obtiene 
q) = lim LOU LOLO- 
xc xc (g(c))? 
Por tanto, q = fjg es derivable en c y se cumple la ecuación (6). Q.E.D. 


Puede usarse la indùcción matemática para obtener las siguientes ampliacio- 
nes de las reglas de derivación. 


6.1.4 Corolario Sif}, f2, `, f, son funciones en un intervalo de l a R que son 
derivables en c € L entonces: 


a) La función fi + b +: + fp es derivable en e y 


NAL+ +A OSSO + (O + Eae. (7) 
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b) La función fı fz : * fọ es derivable en e y 


AR A OSKORO h O ANO tc) (8) 
+ EICO) cf lc). 


Un importante caso especial de la regla del producto ampliada (8) ocurre si las 
funciones son iguales, es decir, si f = f> =` + = fy = f. Entonces (8) queda como 


(LY) =kA JOY" fc) ©) 


En lo particular, si se toma JŒ) := x, entonces se encuentra que la derivada de 
200) =x" es g'(x) = nx" 1, n e N. La fórmula se generaliza para incluir enteros 
negativos aplicando la regla del cociente 6.1.3d. 

Notación SiZ CR es un intervalo y f: Z >R, se ha introducido la notación f! 
para denotar la función cuyo dominio es un subconjunto de / y cuyo valor en un 
punto c es la derivada f’ (c) de fen e. Hay otras notaciones que se usan en ocasio- 
nes para f”; por ejemplo, a veces se escribe Df en vez de f”. Así, las fórmulas (4) 
y (5) pueden escribirse en la forma: 


D(f +g) =Df+ Dg, DD = (Df) g +f (Dg). 


Cuando x es la “variable independiente”, en los cursos elementales es común 
escribir d//dx en vez de f”. Así, la fórmula (5) en ocasiones se escribe en la forma 


d (a de 
Laso Lojaro| Eo) 


Esta última notación, debida a Leibniz, tiene ciertas ventajas. Sin embargo, tam- 
bién presenta ciertas desventajas y debe usarse con cierto cuidado. 


La regla de la cadena 


Se pasa ahora al teorema sobre la derivación de funciones compuestas conocido 
como la “regla de la cadena”. Proporciona una fórmula para encontrar la derivada 
de una función compuesta g o fen términos de las derivadas de g y f. 

Se establece primero el siguiente teorema referente a la derivada de una fun- 
ción en un punto que aporta un método muy interesante para demostrar la regla de 
la cadena. También se usa en la deducción de la fórmula para derivar funciones 
inversas. 


6.1.5 Teorema de Carathéodory Sea que f esté definida en un intervalo 1 que 
contiene el punto c. Entonces f es derivable en c si y sólo si existe una función Y 
en I que es continua en c y satisface 


f(O)-f(0)=0 0) (-c) para xel (10) 


En este caso, se tiene y (c) = f(c). 
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Demostración. (=) Si f(c) existe, p puede definirse por 


f(x)- f(e) parax#c, x€ E 
p(x):= x—cC l ` 
fe) para x =c. 


La continuidad q se sigue del hecho de que lim p œ) =f'(c). Si x = c, entonces 
x>C 


ambos miembros de (10) son iguales a 0, mientras que si x + c, entonces la mul- 
tiplicación de g(x) por x — c da como resultado (10) para cualquier otro valor 
dexe £ 

(S) Ahora se supone que existe una función y que es continua en c y que satis- 
face (10). Si se divide (10) entre x — c + 0, entonces la continuidad de p implica que 


p(c)= lim p(x)= tim L) 
nda x>cC x—cC 
existe. Por lo tanto, f es derivable en c y f'(c) = p(c). ES 


Para ilustrar el teorema de Carathéodory, se considera la función f definida por 
fœ) :=x3 para x e R. Para c e R, a partir de la factorización 


-?A=(t+co+c) e-o) 


se observa que p(x) := x? + cx + c? satisface las condiciones del teorema. Por lo 
tanto, se concluye que f es derivable en c e R y que f'(c) = p(c) = 3c?. 


Se establece ahora la regla de la cadena. Si fes derivable en c y g es derivable 
en f(c), entonces la regla de la cadena establece que la derivada de la función com- 
puesta g o fen c es el producto (g o fY(c) = g'e) - f (c). Adviértase que esta 
expresión puede escribirse 

oY =(8 of) f. 
Una forma de abordar la regla de la cadena consiste en la observación de que el 
cociente diferencial puede escribirse, cuando f(x) + f(c), como el producto 


AUDACIA CIA, 
x-c Foc) x-e f 


Esto sugiere el valor límite correcto. Desafortunadamente, el primer factor en el 
producto de la derecha no está definido si el denominador f(x) — f(c) es igual a 0 
para valores de x próximos a c, lo cual representa un problema. Sin embargo, el 
uso del teorema de Carathéodory salva elegantemente esta dificultad. 


6.1.6 Regla de la cadena Sean I, J intervalos en R, sean g:1>Ryf:J —>K 
funciones tales que F(J) C I, y sea c € J. Si f es derivable en c y si g es derivable 
en f (c), entonces la función compuesta g o f es derivable en c y 


(goce) =8g M0) fo). (11) 
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Demostración. Puesto que f'(c) existe, el teorema de Carathéodory 6.1.5 implica 
asimismo que existe una función p en J tal que p es continua en c y f(x) -f (c) = 
p ŒC —c) para x € J, y donde p (c) = f' (c). Asimismo, ya que g'(f (c)) existe, 
hay una función Y definida en / tal que y es continua en d := (c) y g (y) — g(d) = 


yO) — d) para y e I, donde y (d) = g'(d). La sustitución de y= f (x) y d=f(c) 
produce entonces a 


ge 00) = 2 Fc) = Y (F 00) ($6) =f (0) = Uy o FLO) : p 60] (x= e) 


para toda x e J tal que f (x) e 7. Puesto que la función (y o f') ọ es continua en 
c y su valor en c es g'(F(c)) : f '(c), el teorema de Carathéodory da como resulta- 
do (11). Q.E.D. 


Si g es derivable en /, si f es derivable en J y si f (J) C 1, entonces de la regla 
de la cadena se sigue que (g o fY =(g' of): f', que también puede escribirse en 
la forma Dí(gof)=(Dgof): Df. 


6.1.7 Ejemplos a) Sif: 1 —>R es derivable en / y g(y) := y” pra ye Ry 
n € N, entonces, ya que g'(y) = ny”7 l, de la regla de la cadena 6.1.6 se sigue que 


(gofY00)=8g FA S para xel 


Se tiene, por tanto, ("Y C) = nf œŒ" 7 1f'(x) para toda x € Z, como se vio en (9). 
b) Suponer que f: 7 >R es derivable en [ y que fœ) +0 y f'@œ) #0 paraxe. 
Si h(y) := 1/y para y + 0, entonces es un ejercicio demostrar que h’ (y) =-1/y? para 
y € R, y %0. Se tiene, por lo tanto, o 


' 


(+) (x)=(ho fY (x)= a EEE 


(SaD? 


para x € 1. 


c) La función valor absoluto g(x) := |x| es derivable en toda x + 0 y tiene deri- 
vada g'(x) = sgn(x) para x # 0. (La función signo se define en el ejemplo 4.1.10b.) 
Aun cuando sgn está definida en todas partes, no es igual a g’ en x= 0 ya que 
g'(0) no existe. 

Ahora bien, si fes una función derivable, entonces la regla de la cadena impli- 
ca que la función g o f= | f | también es derivable en todos los puntos x donde 
JŒ) 70 y su derivada está dada por 


rome o. IO 
f(x) y fœ) <9. 
Si fes derivable en un punto c con f (c) = 0, entonces es un ejercicio demostrar que 
| f | es derivable en c si y sólo si f' (c) = 0. (Véase el ejercicio 7.) 

Por ejemplo, si f(x) :=x?— 1 para x e R, entonces la derivada de su valor abso- 
luto | f|()=|x?-—1| es iguala | f |") =sgnt?—1)- (2x) para x + 1, —1. Véase 
la figura 6.1.1 para una gráfica de | f |.. 


a 
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AM: (BE D LIJI iiYViriitiit,y y 
—2 1 1 2 


Figura 6.1.1 La función |f |œ) = |x? - 1]. 


d) Más adelante se demuestra que si S(x) := sen x y C(x) := cos x para toda x € 
R, entonces 
S'œ)=cosx= Cœ) y  C'(x)=-senx=-—S(x) 


para toda x € R. Si se usan estos hechos junto con las definiciones 


sen x 1 
tanx:= ; secx:= ; 
cosx cosx 


para x + (2k + 1)z/2, ke Z, y se aplica la regla del cociente 6.1.3d, se obtiene 


(cosx cos x)-(senx)(=senx) 


Dtanx= = (secx)?, 
(cos x )2 
-1( 
Dsecx = PEE) Pc = (secx) (tan x) 
(cosx)? (cosx)? 
para x # (2k + 1)7/2, ke Z. 
Del mismo modo, ya que 
cosx 1 
cotx:= 5 escx:= 
sen x sen x 


para x + kx, k € Z, se obtiene entonces 
D cotx=-(esc x}? y  Descx=-(esc x) (cot x) 


para x + kr, ke Z. 
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e) Suponer que f está definida por 


P x2sen(1/x) para x%#0, 
Fx): ( 


para x=0, 


Si se usa el hecho de que D sen x = cos x para toda x e R y se aplica la regla del 
producto 6.1.3c y la regla de la cadena 6.1.6, se obtiene (¿por qué?) 


F'0)=2x sen(1/x) — cos(l/x) para xx%0. 


Si x = 0, ninguna de las reglas para calcular la derivada pueden aplicarse. (¿Por 
qué?) Por consiguiente, la derivada de f en x = 0 debe encontrarse aplicando la 
definición de derivada. Se encuentra que 


4 Em O a 
E 


x>0 x x>0 


F"(0)= lím 


>0 


En consecuencia, la derivada f” de f existe en toda x e R. Sin embargo, la función 
f' no tiene límite en x = 0 (¿por que) y, por tanto, f’ es discontinua en x = 0. Por 
consiguiente, una función f que es derivable en todo punto de R no tiene necesa- 
riamente una derivada f’ continua. C 


Funciones inversas 


Se relaciona ahora la derivada de una función con la derivada de su función inver- 
sa, cuando esta inversa existe. La atención se restringe a una función estrictamen- 
te monótona y se usa el teorema de la inversa continua 5.6.5 para asegurar la 
existencia de una función inversa continua. 

Si fes una función monótona estrictamente continua en un intervalo /, enton- 
ces su función inversa g =f7! está definida en el intervalo J := f (1) y satisface la 
relación 


gfo) =x para xel 


Sice ly d:=f(c), y si se supiera que tanto f '(c) como g'(d) existen, entonces 
podrían derivarse ambos miembros de la ecuación y aplicar la regla de la cadena 
al primer miembro para obtener g'(f (c)) -f '(c) = 1. Por tanto, si f (c) + 0, se 
obtendría 


1 
fc) 
Sin embargo, es necesario deducir la derivabilidad de la función inversa g a partit 


de la derivabilidad supuesta de f antes de que este cálculo pueda realizarse. Esto 
se consigue en forma muy adecuada usando el teorema de Carathéodory. 


g'(d) 


6.1.8 Teorema Seal un intervalo en R y sea f : 1—> R estrictamente monótona 
y continua en L Sea J := f (I) y sea g : J —R la función estrictamente monótona y. 


a 
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continua inversa de f. Si f es derivable en c e Iy sif'(c) #0, entonces g es deri- 
vable en d := f (c) y 


S IA 
fio) fUeld) 


2 (d)= (12) 


Demostración. Dada c € R, con el teorema de Carathéodory 6.1.5 se obtiene 


. una función q en / con las propiedades de que p es continua en c, f(x) -f (c) = 


o x)(x ~ c) para x e Ty p(c) =f'"(c). Puesto que q (c) + 0 por hipótesis, existe 
una vecindad V := (c — Ó, c + ô) tal que (x) + 0 para toda x e V N 1. (Véase el 
teorema 4.2.9.) Así, si U := f (V N I), entonces la función inversa g satisface 
f(e 0) =y para toda y e U, de modo que 


y =d=f (E) Fc) = p (80) * (80) — g(a). 


Puesto que ( (g (y) + 0 para y e U, puede hacerse la división para obtener 


20) -2(d)= 


1 
-( d). 
a 


Como la función 1/(ọ o g) es continua en d, se aplica el teorema 6.1.5 para con- 
cluir que g'(d) existe y que g'(d) = 1/0 (g(d)) = 1/9 (c) = 1/f'(c). Q.E.D. 


Nota La hipótesis, hecha en el teorema 6.1.8, de que f'(c) + 0 es esencial. De 
hecho, si f'(c) = 0, entonces la función inversa g nunca es derivable en d =(c), 
ya que la existencia supuesta de g'(d) llevaría a 1 = f'(c)g'(d) = 0, que es imposi- 
ble. La función f (x) := x con c = 0 es un ejemplo de esta situación. 


6.1.9 Teorema Sea lun intervalo y sea f := I > R estrictamente monótona en I. 
Sea J := f T) y sea g : J > R la función inversa de f. Si f es derivable en I y f'(x) +0 
para x e ], entonces g es derivable en J y 
g'= l 
6 =a á 
PE 


(13) 


Demostración. Si fes derivable en /, entonces el teorema 6.1.2 implica que f es 
continua en 7 y por el teorema de la inversa continua 5.6.5, la función inversa g 
es continua en J. La ecuación (13) se sigue ahora del teorema 6.1.8. Q.E.D. 


Observación Sify g son las funciones del teorema 6.1.9 y sixe [y y € J están 
relacionadas por y =f (x) y x = g(y), entonces la ecuación (13) puede escribirse en 
la forma 


1 1 
A EA O: yEJ, o (g'o fa) xel. 
($ "08)(y) Fx) 
También puede escribirse en la forma g' (y) = 1/f'(x), siempre que se tenga presen- 
te que x y y están relacionadas por y = f (0) y x = g(p). 


2 (y)= 
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6.1.10 Ejemplos a) La función f: R — R definida por f (x) := x? + 4x + 3 es 
continua y monótona estrictamente creciente (ya que es la suma de dos funciones 
estrictamente crecientes). Además, f'(x) = 5x* + 4 nunca es cero. Por lo tanto, por 
el teorema 6.1.8, la función inversa g =f7! es derivable en cada punto. Si se toma 
c = 1, entonces, ya que f (1) = 8, se obtiene g'(8) = g F(M) = Uf 711) = 1/9. 

b) Sea n e N par, sea Z := [0, 00) y sea f (x) := x” para x e I. Al final de la sec- 
ción 5.6 se explicó que fes estrictamente creciente y continua en /, por lo que su 
función inversa g(y) := y!” para y e J :=[0, 00) también es estrictamente crecien- 
te y continua en J. Además, se tiene f'(x) = nx! para toda x e /. En consecuen- 
cia, se sigue que si y > 0, entonces g'(y) existe y 


Pae A a 
FEY nle nya 


Se deduce por tanto que 


e E E para y>0. 
n 


Sin embargo, g no es derivable en 0. (Para una gráfica de fy g, véanse las figuras 
5.6.4 y 5.6.5.) 

©) Seane N, nz 1, impar, sea F(x) := x" para x e R y sea G(y) := y!" su función 
inversa definida para toda y e R. Como en el inciso b), se encuentra que G es deri- 
vable para y + 0 y que G'(y) = (1/n)y 4-1 para y + 0. Sin embargo, G no es deriva- 
ble en 0 aun cuando G sí es derivable para toda y + 0. (Para una gráfica de F y G, 
véanse las figuras 5.6.6 y 5.6.7.) 

d) Sear := mjn un número racional positivo, sea /.:=[0, 00) y sea R(x) := x” para' 
x € I. (Recordar la definición 5.6.6.) Entonces R es la composición de las funcio- 
nes f (x) = x” y gœ) :=x1/%, x e I. Es decir, Rœ) = f (e(x) para x e T. Si se apli- 
ca la regla de la cadena 6.1.6 y los resultados del inciso b) [o del inciso c), 
dependiendo de si n es par o impar], se obtiene entonces 


R' (x)= f'e (0) 0) = mima Lama 
n 


= (min) = part 
n 


para toda x > 0. Si r > 1, entonces es un ejercicio demostrar que la derivada 
también existe en x = 0 y R'(0) = 0. (Para una gráfica de R, véase la figura 
5.6.8.) 

e) La función seno es estrictamente creciente en el intervalo { := [—1/2, 7/2]; por 
lo tanto, su función inversa, que se denotará por arcsen, existe en J := [-1, 1]. Es 
decir, six e [-7/2, 1/2] y y e [-1, 1], entonces y = sen x si y sólo si arcsen y = x. 
En el ejemplo 6.1.7d se afirmó (sin demostración) que sen es derivable en / y que 


& 
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D sen x = cos x para x € /. Puesto que cos x + 0 para x en (-1/2, 7/2), del teore- 
ma 6.1.8 se sigue que 
1 1 
D arcsen y = = l 
Dsenx cosx 


1 1 
fi (sen x)? ay? 


para toda y e 1, 1). La derivada de arcsen no existe en los puntos —1 y 1. 


Ejercicios de la sección 6.1 


1. Usar la definición para encontrar la derivada de cada una de las funciones siguientes: 


a) Ff6):=xY paraxe R, b) gœ) :=1/x paraxe R,x#0, 
c) h(x):= Vx para x> 0, d) kœ) = 1x para x > 0. 


2. Demostrar que f (1) := x13, x e R, no es derivable en x = 0. 
3. Demostrar el teorema 6.1.3a, b. 


4. Sea que f: R — R esté definida por f (x) := x? para x racional, f (x) := 0 para x irracio- 
nal. Demostrar que f es derivable en x = 0 y encontrar f’ (0). 


5. Derivar y simplificar: 
i =. b) g(x):=45-2x+x2, 
+x 
c) h(x):= (sen x*)” param, ke N, d) k(x):=tan(x?) para |x| 477 /2. 


a f(x):= 


6. Sean e N y sea que f: R > R esté definida por f (x) := x” para x 2 0 y f(x) :=0 para 
x< 0. ¿Para qué valores de n es continua f’ en 0? ¿Para qué valores de n es derivable 
f’ eno? 


7. Suponer que f: R > R es derivable en c y que f (c) = 0. Demostrar que g(x) := [f(x)| es 
derivable en c si y sólo si f'(c) = 0. i 


8. Determinar en dónde es derivable cada una de las siguientes funciones de R a R y 
encontrar la derivada: 


a fœ@ = lx] + ]x+1!l, b) gœ) :=2x+ |x|, 
o) Moi=xlxl, d) Ko = |sen x]. 

9. Demostrar que si f: R > R es una función par [es decir, f (~x) = f (x) para toda x e R] 
y tiene derivada en todo punto, entonces la derivada f’ es una función impar [es decir, 


FE) = -f'(x) para toda x e R]. Demostrar también que si g : R —R es una función 
derivable impar, entonces g’ es una función par. 


10. Sea que g : R > R esté definida por g(x) := x? sen(1/x?) para x + 0 y e(0) := 0. 
Demostrar que g es derivable para toda x e R. Demostrar también que la derivada g’ 
no está acotada en el intervalo [-1, 1]. 
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11. Suponer que existe una función £ : (0, 00) > R tal que L'(x) = 1/x para x > 0. Calcular 
las derivadas de las siguientes funciones: i 


a) f(x) :=L(2x + 3) para x > 0, b) g(x) := (L (Y para x> 0, 
c) A(x) := Lax) paraa >0,x> 0, d) HKx):=L(L(x)) cuando L(x} > 0, x > 0. 


12. Sir > 0 es un número racional, sea que f: R —> R esté definida por f (x) := x" sen(1/x) 
para x + 0, y f (0) := 0. Determinar los valores de r para los que f '(0) existe. 


13. Si f: R —> R es derivable en c e R, demostrar que 
F'© = lim (1 fe + 1/n) -FO 


Sin embargo, demostrar con un ejemplo que la existencia del limite de esta sucesión no 
implica la existencia de f” (c). 


14. Dado que la función h(x) := x? + 2x + 1 para x e R tiene una inversa h~! en R, encon- 
trar el valor de (»x7!)'(») en los puntos correspondientes a x = 0, 1, —1. 


15. Dado que la restricción de la función coseno cos a 7 := [0, 11] es estrictamente decre- 
ciente y que cos 0 = 1, cos 7=-1, sea J := [-1, 1] y sea arccos : J — R la función inversa 
de la restricción de cos a J. Demostrar que arccos es derivable en (1, 1) y que 
D arccos y = (D/A — y2)2 para y e (=1, 1). Demostrar que arccos no es derivable 
en—-1 y1. 


16. Dado que la restricción de la función tangente tan a 7 := (—1/2, 1/2) es estrictamente 
creciente y que tan(7) = R, sea arctan: R — R la función inversa de la restricción de tan 
a I. Demostrar que arctan es derivable en R y que D arctan(y) = (1 + y2y7 para y e R. 


17. Sea f: I — R derivable en c e J. Establecer el lema de horcajadas: dada € > 0, existe 
ô (€) > 9 tal que si u, v € Z satisfacen c— Ó(€) < u < c S v < c + ô (e), entonces se tiene 
FO -fa - w -f A| <e (v—u). [Sugerencia: 8 (€) está dada por la definición 
6.1.1. Restar y sumar el término f (c) — cf '(c) en el primer miembro y usar la desigual- 
dad del triángulo. ] 


El teorema del valor medio, el cual relaciona los valores de una función con los 
valores de su derivada, es uno de los resultados más útiles en el análisis real. En 
esta sección se establece este importante teorema y se examinan algunas de sus 
múltiples consecuencias. 

Se empieza considerando la relación entre los extremos relativos de una fun- 
ción y los valores de su derivada. Recuérdese que se dice que la función f: Z >R 
tiene un máximo relativo [o bien un mínimo relativo] en c e / si existe una vecin- 
dad V := V5(c) de c tal que f(x). <f (c) [o bien f (c) <f (x)] para toda x en V N T. Sé 
dice que f tiene un extremo relativo en c e / si tiene un máximo relativo o bien 
un mínimo relativo en c. 

El siguiente resultado proporciona la justificación teórica para el conocido 
proceso de encontrar puntos en los que f tiene extremos relativos examinando los 
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ceros de la derivada. Sin embargo, debe tenerse presente que este procedimiento 
sólo se aplica a puntos interiores del intervalo. Por ejemplo, si f (x) :=x en el inter- 
valo 7 := [0, 1], entonces el punto terminal x = 0 produce el único mínimo relati- 
vo y el punto terminal x = 1 produce el único máximo de fen Z, pero ninguno de 
ellos es un cero de la derivada de f. 


6.2.1 Teorema del extremo interior Sea c un punto interior del intervalo 1 en 
el que f : I — R tiene un extremo relativo. Si la derivada de f en c existe, enton- 
ces f'(c)=0. 


Demostración. Sólo se demuestra el caso en que f tiene un máximo relativo en - 
c; la demostración del caso de un mínimo relativo es similar. 

S1f'(c) > 0, entonces por el teorema 4.2.9 existe una vecindad Y C 7 de c tal 
que 


fœ)-f t) 


KEC 


>0 para xeVoxxc. 


Sixe V yx >c, entonces se tiene 


TERS 


x-C 


Fx) fc) =(xc) 


Pero esto contradice la hipótesis de que f tiene un máximo relativo en c. Por lo 
tanto, no puede tenerse f'(c) > 0. Del mismo modo (¿cómo?), no se puede tener 
f'(c)<0. Por lo tanto, debe tenerse f'(c) = 0. Q.E.D. 


6.2.2 Corolario Sea f:1— R continua en un intervalo I y suponer que f tiene 
; un extremo relativo en un punto interior c de I. Entonces o la derivada de f en c 
no existe o es igual a cero. 


Cabe señalar que si f(x) := |x| en 7 := [~1, 1], entonces f tiene un minimo inte- 
rior en x = 0; sin embargo, la derivada de fno existe en x = 0. 


6.2.3 Teorema de Rolle Suponer que f es continua en un intervalo cerrado Į := 
[a, b], que la derivada f existe en todo punto del intervalo abierto (a, b) y que 
f(a) = f(b) = 0. Entonces existe al menos un punto c en (a, b) tal que f(c) = 0. 


Demostración. Si f se anula en /, entonces cualquier c en (a, b) satisfará la con- 
clusión del teorema. Por consiguiente, se supone que f no se anula en 7. Al susti- 
tuir f por ~f, de ser necesario, puede suponerse que f asume algunos valores 
positivos. Por el teorema del máximo-mínimo 5.3.4, la función f alcanza el valor 
sup (x) : x € 1] > 0 en algún punto c de /. Puesto que f (a) = f (b) = 0, el punto c 
debe estar en (a, b), por lo tanto, f'(c) existe. 
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Figura 6.2.1 El teorema de Rolle. 


Puesto que f tiene un máximo relativo en c, por el teorema del extremo interior 
6.2.1 se concluye que f(c) = 0. Véase la figura 6.2.1. Q.E.D. 


Como una consecuencia del teorema de Rolle se obtiene el fundamental teo- 
rema del valor medio. 


6.2.4 Teorema del valor medio Suponer que f es continua en un intervalo 
cerrado 1 := [a, b] y que f tieñe derivada en el intervalo abierto (a, b). Entonces 
existe al menos un punto c en (a, b) tal que 


F(b)-fa) =f o) (ba). 


| Demostración. Considerar la función q definida en / por 


f&)- fla) 


E (x-a). 


p(x):= f (x)- f (a)- 


[La función y es simplemente la diferencia de fy la función cuya gráfica es el seg- 
mento de recta que une los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)); véase la figura 6.2.2.] La 


f 


e 


| 
l 
l 
l 
l 
a 


x Cc b 


Figura 6.2.2 El teorema del valor medio. 
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función ø satisface las hipótesis del teorema de Rolle, ya que y es continua en 
[a, b], derivable en (a, b) y p (a) = ọ (b) = 0. Por lo tanto, existe un punto c en (a, b) 
tal que 


Por consiguiente, f (b) — f (a) =f (NL — a). Q.E.D. 


Obseřvación La interpretación geométrica del teorema del valor medio es que 
existe un punto en la curva y = f (x) en el que la recta tangente es paralela al seg- 
mento de recta que pasa por los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)). Así, es fácil recordar 
el enunciado del teorema del valor medio trazando los diagramas apropiados. Aun 
cuando el uso de este procedimiento no debe desalentarse, tiende a sugerir que la 
importancia de este resultado es de naturaleza geométrica, lo cual es bastante 
engañoso. De hecho, el teorema del valor medio es un lobo con traje de oveja y es 
el teorema fundamental del cálculo diferencial. En el resto de esta sección se pre- 
sentan algunas de las consecuencias de este resultado. Más adelante se ofrecen 
otras aplicaciones. 


El teorema del valor medio permite sacar conclusiones acerca de la naturale- 
za de una función f a partir de información sobre su derivada f’. Los resultados 
siguientes se obtienen de esta manera. 


6.2.5 Teorema  Suponer que fes continua en el intervalo cerrado 1 := [a, b], que 
Tes derivable en el intervalo abierto (a, b) y que f (x) =0 para x € (a, b). Entonces 
fes constante en 1. 


Demostración. Se demostrará que f (x) = f (a) para toda x e I. De hecho, si está 
dada x e 7, con x > a, entonces el teorema del valor medio se aplica a fen el inter- 
valo cerrado [a, x]. Se obtiene un punto c (que depende de x) entre a y x tal que 
FO) -Jf (a) =f (cx — a). Puesto que f '(c) = 0 (por hipótesis), se puede deducir 
que f (x) — f (a) = 0. En consecuencia, f(x) = f (a) para toda x € 1. Q.E.D. 


6.2.6 Corolario Suponer que f y g son continuas en I := [a, b], que son deriva- 
bles en (a, b) y que f'(x) = g'(x) para toda x € (a, b). Entonces existe una cons- 
tante C tal que f=g +C enl. 


Recuérdese que se dice que una función f : 7 > R es creciente en el intervalo 
I si siempre que x4, x, en / satisfacen xı < x2, entonces f (x1) < f (x2). Recuérdese 
asimismo que fes decreciente en / si la función -f es creciente en /. 


6.2.7 Teorema Sea f: I — R derivable en el intervalo 1. Entonces: 


a) fes creciente en I si y sólo si f'(x) 2 0 para toda x € I. 
b) fes decreciente en 1 si y sólo si f'(x) < 0 para toda x e 1. 
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Demostración. a) Suponer que f'(x) > 0 para toda x e I. Si x], x, en I satisfacen 
xı < x, entonces se aplica el teorema del valor medio a f en el intervalo cerrado 
J := [x]; x2] para obtener un punto c en (x¡, x2) tal que 


© S&D =f (0), —x1). 


Puesto que f'(c) 2 0 y x, — x; > 0, se sigue que f (2) — f (%1) 2 0. (¿Por qué?) En 
consecuencia, f (x1) < f @2) y, ya que xı < x, son puntos arbitrarios en /, se con- 
cluye que fes creciente en 7. 

Para la afirmación recíproca, se supone que fes derivable y creciente en 7. Por 
tanto, para cualquier punto x + c en T se tiene (f(x) — (Cc) -— c) > 0. (¿Por qué?) 
En consecuencia, por el teorema 4.2.6 se concluye que 


e LALO e 


-c x-=C 


J'(e)=1 
X 
b) La demostración del inciso b) es similar y se omite. Q.E.D. 


Se dice que una función f es estrictamente creciente en un intervalo 7 si para 
cualesquier puntos x4, x, en J tales que xı < x2, se tiene f (x1) < f (7). Puede apli- 
carse un razonamiento en el mismo tenor de la demostración del teorema 6.2.7 
para establecer que una función que tiene una derivada estrictamente positiva en 
un intervalo es estrictamente creciente ahí. (Véase el ejercicio 13.) Sin embargo, 
la afirmación recíproca no se cumple ya que una función derivable estrictamente 
creciente puede tener una derivada que asuma valores cero en ciertos puntos.. Por 
ejemplo, la función f: R — R definida por f (x) := x? es estrictamente creciente en 
R, pero f '(0) = 0. La situación para las funciones estrictamente decrecientes es 
similar. 


Observación Es razonable definir una función como creciente en un punto si 
existe una vecindad del punto donde la función sea creciente. Podría suponerse 
que si la derivada es estrictamente positiva en un punto, entonces la función es cre- 
ciente en este punto. Sin embargo, este supuesto es falso; de hecho, la función 
derivable definida por 


x+2x? sen(1/x) si x#0, 
£)= e apta: 
0 > 

es tal que g'(0) = 1 y no obstante puede demostrarse que g es no creciente en cual- 
quier vecindad de x = 0. (Véase el ejercicio 10.) 


Se obtiene a continuación una condición suficiente para que una función tenga 
un extremo relativo en un punto interior de un intervalo. a 
6.2.8 Criterio de la primera derivada para extremos Sea f continua en el 
intervalo 1 := [a, b] y sea c un punto interior de 1. Suponer que f es derivable en 
(a, c) y (c, b). Entonces: 
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a) Si existe una vecindad (c — ô, c+ 0) G I tal que f'(x) 20 para c- Óó<x<c 

y f'(x) <0 para c < x < c + ô, entonces f tiene un máximo relativo en c. 

b) Si existe una vecindad (c — $, c + 0) C I tal que f'(x) < 0 parac- ô<x<c 
y FG)>0parac<x<c+ Ó, entonces f tiene un minimo relativo en c. 


Demostración. a) Six e (c — 6, c), entonces del teorema del valor medio se 
sigue que existe un punto c, € (x, c) tal que f (©) - f œ) = (e — x) f (cy). Puesto 
que f *(c,) 2 0, se infiere que f (x) < f (c) para x e (e — ô, c). Del mismo modo, se 
sigue (¿cómo?) que f (x) <f (c) para x e (c, c + ô). Por lo tanto, f (x) < f (c) para 
toda x e (c — ô, c + ô), por lo que f tiene un máximo relativo en c. 

b) La demostración es similar. Q.E.D. 


Observación El recíproco del criterio de la primera derivada 6.2.8 no se cum- 
ple. Por ejemplo, existe una función derivable f: R > R con mínimo absoluto en 
x = 0 pero tal que f’ asume valores tanto positivos como negativos a ambos lados 
(y arbitrariamente cerca) de x = 0. (Véase el ejercicio 9.) 


Otras aplicaciones del teorema del valor medio 


Se presentan ahora otros tipos de aplicaciones del teorema del valor medio; para 
. ello se recurrirá con mayor libertad que antes a la experiencia previa del lector y 
E a sus conocimientos acerca de las derivadas de algunas funciones muy conocidas. 


6.2.9 Ejemplos a) El teorema de Rolle puede usarse para localizar las raíces 
de una función. Si una función g se puede identificar como la derivada de una fun- 
ción f, entonces entre cualesquiera dos raíces de fhay al menos una raíz de g. Por 
ejemplo, sea g(x) := cos x; se sabe entonces que g es la derivada de f (x) := sen x. 
En consecuencia, entre dos raíces cualesquiera de sen x hay al menos una raíz de 

a cos x. Por otra parte, g'(x) = sen x = -f (x), por lo que otra aplicación del teore- 
ma de Rolle indica que entre dos raíces cualesquiera de cos hay al menos una raíz 
de sen. Por lo tanto, se concluye que las raíces de sen y cos se entrelazan entre sí. 
Quizá esta conclusión no sea nueva para el lector; sin embargo, el mismo tipo de 
razonamiento se puede aplicar a las funciones de Bessel J, de orden n = Q, 1, 
2, * * *, usando las relaciones 


EON =>, 100, ON ==" SE) para x>0. 


Se 


Le corresponde al lector proporcionar los detalles de este razonamiento. 

b) Es posible aplicar el teorema del valor medio para obtener cálculos aproxima- 
dos y estimaciones de error. Por ejemplo, suponer que quiere evaluarse V105. Se 
emplea el teorema del valor medio con f (x) : Vx, a = 100, b = 105, para obtener 


5 
Vae 


para algún número c con 100 < c < 105. Puesto que 10 < Ve < V105 < V121 =11, 
se puede afirmar que 


2 <4 105 —10< 2 E 


2(11) 2(10) 
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“igualdades. Siempre que se cuente con información acerca del codominio de la 
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de donde se sigue que 10.2272 < V105 < 10.2500. Quizá esta estimación no tenga 
la precisión deseada. Es evidente que la estimación Ve < V105 x V121 fue muy 
amplia y puede mejorarse haciendo uso de la conclusión de que V105 < 10.2500. 
Así, Ve < 10.2500 y se puede determinar con facilidad que 


0.2439<-————<+105-10. 
2(10.2500) 


La estimación mejorada es 10.2439 < V105 < 10.2500. i l E) 


Desigualdades 


N 


Un uso muy importante del teorema del valor medio es para obtener ciertas des- 


derivada de una función, dicha información puede usarse para deducir ciertas pro- 
piedades de la función en sí. Los siguientes ejemplos ilustràn el valioso papel que 
desempeña el teorema del valor medio a este respecto. 


6.2.10 Ejemplos a) La función exponencial f (x) := e* tiene la derivada f'(x) = 
e* para toda x e R. Por tanto, f (œx) > 1 para x > 0 y f'(x) < I para x < 0. A partir 
de estas relaciones, se deduce la desigualdad 


&zl+x paa xeR, (1) 


en la que la igualdad se cumple si y sólo si x = 0. 

Si x= 0, se tiene la igualdad con ambos miembros iguales a 1. Si x > 0, se apli- 
ca el teorema del valor medio a la función f en el intervalo [0, x]. Entonces para 
alguna c con 0 < c < x se tiene 


e*- eL = e(x-— 0). 


Puesto que e? = 1 y ef > 1, la expresión anterior queda como e* — 1 > x por lo que 
se tiene e* > 1 + x para x > 0. Con un razonamiento similar se establece la misma 
desigualdad estricta para x < 0. Por tanto, la desigualdad (1) se cumple para toda 
x y la igualdad ocurre solamente si x =0. 
b) La función g(x) := sen x tiene la derivada g'(x) = cos x para toda x e R. Con 
base en el hecho de que-1 < cos x < 1 para toda x e R, se demostrará que 


A 


—r<senxgx  paratoda x20. (2) 


De hecho, si se aplica el teorema del valor medio a g en el intervalo [0, x], donde 
x > 0, se obtiene 
ə 
sen x — sen 0 = (cos c) (x — 0) 


para alguna c entre O y x. Puesto que sen 0 = 0 y -1 < cos c < 1, se tiene —x $ 
sen x <x. Puesto que la igualdad se cumple en x = 0, la desigualdad (2) queda esta- 
blecida. 
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c) (Desigualdad de Bernoulli) Si œ > 1, entonces 
(A1+0%>1+0x  paratoda x>-l, (3) 


donde la igualdad ocurre si y sólo si x = 0. 
a j Esta desigualdad se estableció antes, en el ejemplo 2.1.13c, para valores ente- 
ros positivos de œ utilizando la inducción matemática. Se deduce a continuación 
una versión más general aplicando el teorema del valor medio. 

Si A(x) := (1 +x)% entonces h'(x) := 01 + x)27 1 para toda x > —1. [Para œ 
racional, esta derivada se estableció en el ejemplo 6.1.10c. La generalización a 
números irracionales se verá en la sección 8.3.] Si x > 0, del teorema del valor 
medio aplicado a h en el intervalo [0, x] se infiere que existe c con O < c < x tal 
que A(x) — h(0) = h'(c)x — 0). Por tanto, se tiene ` 


(1+2)%-1=0(1 +0 %lx. 


Puesto que c > 0 y œ— 1 >0, se sigue que (1 + c)%71> 1 y, por consiguiente, que 
(1+x)%> 1 + ax. Si-1 <x<0, una aplicación similar del teorema del valor medio 
en el intervalo [x, 0] lleva a la misma desigualdad estricta. Puesto que el caso x = 
0 resulta en la igualdad, se concluye que (3) es válida para toda x > —1 con la igual- 
dad cumpliéndose si y sólo si x = 0. 

d) Sea a un número real que satisface 0 < æ< 1 y sea g(x) = ax — x“ para x > 0. 
Entonces g'(x) = 0(1 — x%7 1), de modo que g'(x) < 0 para0<x<lyg'(x)>0 
para x > 1. Por consiguiente, si x > 0, entonces g(x) > g(1) y gŒ) = g(1) sí y sólo 
si x= 1. Por lo tanto, six> 0 y 0< æ< 1, se tiene entonces 


x“ < ax + (1-0). 


Sia>0 y b>0, y si se hace x = ajb y se multiplica por b, se obtiene la desigualdad 


aya < ga + (1-0, 


donde la igualdad se cumple si y sólo si a = b. 


La propiedad del valor intermedio de las derivadas 


Se concluye esta sección con un interesante resultado, al que con frecuencia se 
hace referencia como el teorema de Darboux. Establece que si una función f es 
derivable en todo punto de un intervalo /, entonces la función f’ tiene la propie- 
dad del valor intermedio. Esto significa que si f’ asume los valores A y B, enton- 
ces también asume todos los valores que están entre 4 y B. El lector reconocerá 
esta propiedad como una de las consecuencias importantes de la continuidad 
S según se estableció en el teorema 5.3.7. Resulta notable que las derivadas, las cua- 
ý les no son necesariamente funciones continuas, posean también esta propiedad. 


6.2.11 Lema Seal CR un intervalo, sea f : I — R, sea c € Iy suponer que f 
tiene derivada en c. Entonces: 
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a) Sif'(c) > 0, entonces existe un número Ò >0 tal que (x) > Kc) para x e 1 tal 
quec<x<c+ 8. ; 

b) Si f'(c)< 0, entonces existe un número € > 0 tal que f(x) > f(c) para x € I tal 
quec=Ó0<x<c. 


$ 


Demostración. a) Puesto que 


im LEO FCO) 
=cC 


x>oc xX 


=f"(c)>0, 


del teorema 4.2.9 se sigue que existe un número ô> 0 tal quesixe IJy0< . 


|x- c| < ô, entonces i 
FIA Nu 


x=C 


Si x e I también satisface x > c, se tiene entonces 


IN 


AE 


Fx) f(c)=(x-c) 


Por consiguiente, six e [y c <x < c+ ô, entonces f (x) > f (c). 
La demostración del inciso b) es similar. QI 


les) 


D: 


6.2.12 Teorema de Darboux Si fes derivable en 1 = [a, b] y si k es un número 
entre f (a) y f (b), entonces existe al menos un punto c en (a, b) tal que f(c) =k. 


Demostración. Suponer que f'(a) < k < f'(b). Se define g en T por g(x) := kx = 
J (x) para x e I. Puesto que g es continua, alcanza un valor máximo en /. Puesto 
que g'(a) = k- f'(a) > 0, del lema 6.2.1 la se sigue que el máximo de g no ocurre 
en x = a. Del mismo modo, puesto que g'(b) = k — f'(b) < 0, del lema 6.2.11b se 
sigue que el máximo no ocurre en x = b. Por lo tanto, g alcanza su máximo en 
algún punto c de (a, b). Entonces por el teorema 6.2.1 se tiene 0 = g'(c)= k- f(e). 
En consecuencia, f(c) = k. QED 


6.2.13 Ejemplo La función g : [-1, 1] —> R definida por 


l para O<x<l, 
g(x):=3 0 para x=0, 
-1 para -1<x<0 
(que es una restricción de la función signo), evidentemente no satisface la propie- 
dad del valor intermedio en el intervalo [-1, 1]. Por lo tanto, por el teorgma de 


Darboux, no existe una función ftal que f(x) = g(x) para toda x e [—1, 1]. E otras 
palabras, g no es la derivada de ninguna función en [-1, 1]. E 
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Ejercicios de la sección 6.2 


1. Para cada una de las siguientes funciones de R a R, encontrar los puntos de los extre- 
mos relativos, los intervalos donde la función es creciente y aquellos donde es decre- 
ciente: i 


a) fŒ) =x- 3x +5, b) gŒ) :=3x-4x, 
o0) Aa) =X 3x 4, d) kæ) =x +24. 


2. Encontrar los puntos de los extremos relativos, los intervalos donde las siguientes fun- 
ciones son crecientes y aquéllos donde son decrecientes: 


a) f@Œ):=x + 1/x para x + 0, b) gx) :=x/(? + 1) para x e R, 
c) AŒ) := Vx — 2vWx + 2 para x > 0, d) kx) := 2x + 1/x? para x # 0. 


3. Encontrar los puntos de los extremos relativos de las siguientes funciones en el domi- 
nio especificado: 
a) f@ = |x? — 1| para-4<x<4, b) gŒ) :=1!-@ -173 para 0<x<2, 
c) Aœ) :=x|x? -12| para -2 <x <3, d) kœ) :=x(x— 8)! para 0 <x <9. 


A. Sean 4], A2, * **, An números reales y sea que f esté definida en R por 
n 
f():=Y (a; -x)? paraxe R. 
BE 


Encontrar el punto único del mínimo relativo de f. 


5. Seaa>b>0 y sea n e N que satisfaga n > 2. Demostrar que a!” — b!” < (a ~ b)”, 
[Sugerencia: demostrar que f (x) := x!" — (x — 1)!” es decreciente para x > 1 y evaluar 


fen 1y afb.] 


6. Utilizar el teorema del valor medio para demostrar que |sen x — sen y| < |x- y] para 
toda x, y en R. 


7. Usar el teorema del valor medio para demostrar que (x— 1)/x < In x <x — 1 parax> 1. 
[Sugerencia: usar el hecho de que D In x = 1/x para x > 0.) 


8. Sea f: [a, b] — R continua en [a, b] y derivable en (a, b). Demostrar que si lím f(x) = 
x>a 
A, entonces f'(a) existe y es igual a A. [Sugerencia: usar la definición de f (a) y el teo- 


rema del valor medio.] 


9. Sea que f: R > R esté definida por f (x) := 2x4 + x* sen(1/x) para x # 0 y f (0) := 0. 
Demostrar que f tiene un máximo absoluto en x = 0, pero que su derivada tiene valores 
tanto positivos como negativos en toda vecindad de 0. 


10. Sea que g : R > R esté definida por g(x) := x + 2x? sen (1/x) para x % 0 y g(0) :=0. 
Demostrar que g'(0) = 1, pero que en toda vecindad de 0 la derivada g'(x) asume valores 
tanto positivos como negativos. Por tanto, g no es monótona en ninguna vecindad de 0. 


11. Dar un ejemplo de una función uniformemente continua en [0, 1] que sea derivable en 
(0, 1) pero cuya derivada no esté acotada en (0, 1). 
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13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


13. 


19. 
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SiAGo) := 0 para x < 0 y h(x) := 1 para x 2 0, demostrar que no existe una función 
f: R —=R tal que f'(x) = A(x) para toda x e R. Dar ejemplos de dos funciones, que no 
difieran por una constante, cuyas derivadas sean iguales a A(x) para toda x # 0. . 


Sea 7 un intervalo y sea f : 7 > R derivable en /. Demostrar que si f” es positiva en 7, 
entonces f es estrictamente creciente en /. 


Sea / un intervalo y sea f: Z > R derivable en /. Demostrar que si a f' nunca 
es 0 en J, entonces f'(x) > 0 para toda x e To bien f'(x) < 0 para todáxe I. - 


Sea 7 un intervalo. Demostrar que si f es derivable en / y si la derivada f’ está acotada 
en Z, entonces f satisface la condición de Lipschitz sobre /. (Véase ladefinición 5.4.4.) 


Sea f: [0, o0) >R derivable en (0, 00) y suponer que f'(x) > b cuando x > oo. 


b) Demostrar que si f(x) > a.cuando x > oo, entonces b =0. 
c) Demostrar que lím (100/x) =b. | 


x—>00 ; 


Sean f, g derivables en R y suponer que f (0) = g(0) y que f'(x) S g'@Œ) para toda x> 0. 
Demostrar que f (x) < g(x) para toda x 2 0. 


a) Demostrar que para cualquier 4 > 0 se tiene lím G &+h) -f i 
x> 00 


Sea 7 := [a, b] y sea f : I — R derivable en c e 7. Demostrar que para toda £ > 0 existe 

ô> 0 tal que si 0 < |x- y| < ya <x <c <y <b, entonces 

S-S O) p 

O) 
x= Y 


<E. 


Se dice que una función derivable f: 7 — R es uniformemente derivable en 7 := [a, b] 
si para toda €> 0 existe 9> 0 tal que si 0 < |x- y| < Ó y x, y € I, entonces 


IO-10) 
x-y 


<E. 


Fx) 


Demostrar que si f es uniformemente derivable en /, entonces f” es continua en Z. 


Suponer que f : [0, 2] —> R es continua en [0, 2] y derivable en (0, 2), y que f (0) =0, 
JO =1,f2)=1. 


a) Demostrar que existe c; € (0, 1) tal que f'(c,)= 1. 
b) Demostrar que existe c, € (1, 2) tal que f'(c,) =0. 
c) Demostrar que existe c € (0, 2) tal que f'(c) = 1/3. 


El marqués Guillame François L Hôpital (1661-1704) fue el autor del primer libro 
de cálculo, L’ Analyse des infiniment petits, publicado en 1696. Estudió el enton- 
ces novedoso cálculo diferencial de Johann Bernoulli (1667-1748), primero cuan- 
do Bernoulli visitó la finca campestre de L-Hópital y posteriormente a través. de 
una serie de cartas. El libro fue el resultado de los estudios de L Hôpital. El teore- 


6.3 Reglas de l'Hôpital 
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ma del limite que llegó a conocerse como la regla de EHópital salió a la luz en 
este libro, aunque en realidad fue descubierto por Bernoulli. 

“El teorema inicial fue objeto de depuraciones y ampliaciones, y los diferentes 
resultados se conocen en conjunto como las reglas de LHôpital. En esta sección se 


- establecen los resultados más básicos y se indica cómo se pueden deducir los demás. 


Formas indeterminadas ; 


En los capítulos anteriores con mucha frecuencia nos hemos ocupado de los méto- 
a Spaa evaluar límites. En el teorema 4.2.4b se demostró que si Á := a f œ) y 


= lím g(x), y si B + 0, entonces 
x>C 


PEE EEN 
x>cg(x) B 


Sin embargo, si B = 0, entonces no se llegó a ninguna conclusión. En el ejercicio 
2 se verá que si B = 0 y A % 0, entonces el límite es infinito (si existe). 

El caso 4 = 0, B = 0 no se ha considerado aún. En este caso, se dice que el limi- 
te del gociente f/g es “indeterminado”. Se verá que en este caso el límite puede o no 
existir 4 puede ser cualquier valor real, dependiendo de las funciones particulares f 
y g. La simbología 0/0 se usa para hacer referencia a esta situación. Por ejemplo, si 
& es cualquier número real y si se define f (x) := ox y g(x) := x, entonces 


> xX , QX F 
EA AE lim — = lím 4 =0. 
x>0 g(x) x>0x x>0 


Por tanto, la forma indeterminada 0/0 puede llevar a cualquier número real æ 
como límite. 

Otras formas indeterminadas se representan por los símbolos 00/00, 0 : oo, 0°, 
1%, 00% e oo — oo. Estas notaciones corresponden al comportamiento en el límite 
indicado y a la yuxtaposición de las funciones f y g. La atención se centra en las 
formas indeterminadas 0/0 e oo/oo.Los demás casos indeterminados por lo gene- 
ral se reducen a la forma 0/0 o co/oo tomando logaritmos, exponenciales o 
mediante operaciones algebraicas. 


Resultado preliminar 


Para mostrar que el uso de la derivación en este contexto es un desarrollo natural 
y no inusitado, se establece primero un resultado elemental que se basa simple- 
mente en la definición de la derivada. 


6.3.1 Teorema Sea que fy g estén definidas en [a, b], sea f(a) = g(a) = 0 y sea 
g(x) +0 para a<x<b. Si fy g son derivables en a y si g (a) + 0, entonces el lími- 
te de fjg en a existe y es igual a f (a)/g (a). Por tanto, 


e O 
x>ar g(x) g'(a) 
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Demostración. -Puesto que f es g(a) = 0, el cociente f @œ@)/g(x) paraa <x < b 
puede escribirse como sigue: 


FG)-f(a) 


F6)_SfG6Of(aY__ x-a "a 
g(x) g(x)-gl(a) g(x)-g(a) 
o E 


x-a S 
Al aplicar el teorema 4.2.4b, se obtiene 
im LI YN 
lím fŒ) Xat x-a Í (a) 55 
Seg) y ¿ln a po S 
x>a+ x-a / 


Atención La hipótesis de que f (a) = g(a) = 0 es esencial aquí. Por ejemplo, si 
FG) :=x +17 y gŒ) := 2x + 3 para x e R, entonces 


LI foy i 
20800) 37 mientras que z’ (0) 2 


El resultado precedente permite tratar límites tales como 


, x2+x 2:-0+1 1 
lím = =—, 
x>0sen2x 2cos0 2 


Para manejar límites cuando f y g no son derivables en el punto a se necesita una 
versión más general del teorema del valor medio debida a Cauchy. 


6.3.2 Teorema del valor medio de Cauchy Sean f y g continuas en [a, b] y deri- 
vables en (a, b), y suponer que g'(x) + 0 para toda x en (a, b). Entonces existe € 
en (a, b) tal que 


E) f()_£0) 
g(b)-g(a) go) 


Demostración. Como en la demostración del teorema del valor medio, se intro- 
duce una función a la que se aplicará el teorema de Rolle. Se observa primero que 
como g'(x) % 0 para toda x en (a, b), del teorema de Rolle se sigue que g(a) + g(b). 
Para x en la, b], se define ahora 


O O) 
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Entonces A es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ha) = h(b) =0. Por lo tanto, 


.del teorema de Rolle se sigue que existe un punto c en (a, b) tal que 


0=%'(c)= 


ote Fe) 


g(b)- 


Puesto que g'(c) + 0, el resultado deseado se obtiene dividiendo entre g'(c). 
QED. 


Observaciones El teorema precedente tiene una interpretación geométrica que 
es similar a la del teorema del valor medio 6.2.4. Puede considerarse que las fun- 
ciones f y g determinan una curva en el plano por medio de las ecuaciones para- 
métricas x =f (0) , y = g(1) donde a < t < b. Entonces la conclusión del teorema es 
que existe un punto (f (c), g(c)) sobre la curva para alguna c en (a, b) tal que la 
pendiente g'(c)f'(c) de la recta tangente a la curva en ese punto es igual a la pen- 
diente dèl segmento de recta que une los puntos terminales de la curva. 

Adviértase que si g(x) = x, entonces el teorema del valor medio de Cauchy se 
reduce al teorema del valor medio 6.2.4. 


Regla de LHópital, I 


Se establece ahora la primera de las reglas de L Hôpital. Por conveniencia, se con- 
sideran los límites por la derecha en un punto a; los límites por la izquierda y los 
límites por ambos lados se tratan exactamente de la misma manera. De hecho, el 
teorema incluso deja abierta la posibilidad de que a = —oo. El lector deberá adver- 
tir que, en contraste con el teorema 6.3.1, el siguiente resultado no supone la 
derivabilidad de las funciones en el punto a. El resultado afirma que el comporta- 
miento en el límite de f()/g(x) cuando x > a+ es igual al comportamiento en el 
límite de f*()/g'(x) cuando x — a+, incluyendo el caso en que este límite es infi- 
nito. Una hipótesis importante aquí es que tanto f como g tienden a 0 cuando 
x > at. 


6.3.3 Regla de LC Hôpital, I Sea —oo <a < b < œ y que sean f, g derivables en 
(a, b) tales que g'(x) + 0 para toda x € (a, b). Suponer que 


lim f(x)=0= on K O) 


x>oa+ 


f’ ; 
a) Si lim W) - 1 ER, entonces lím aea =L. 
x>a+ g'(x) x=a+ g(x) 
f'(x) f(x) _ 


b) Si lim ———=Lef-—oo,c0), entonces lím 
x>a+ g (x) x=>a+ g(x) 
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Demostración. Sia< œ< f< b, entonces el teorema de Rolle implica que e(6) + 
g(a). Además, por el teorema del valor medio de Cauchy 6.3.2, existe u e (œ, p) 
tal que 


FB) FO) FU) E 
e(B)e(a) g'u) qe 


Q) 


Caso a): Si L e R y si £> 0 está dada, existe c e (a, b) tal de 


L- ¿E Cu LD re para uEe(a,c) ~ 
g'(u) b 
de donde por (2) se sigue que l j 
b ¿AUDE O fag para a<a<p<c. 
SB) g(a) 
Si se toma el límite en (3) cuando. — a+, se tiene 
0 


TS para Be (a, cl. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se sigue la afirmación. 
Caso b): Si L = +00 y si M > 0 está dada, existe c e (a, b) tal que 


fu) 
g'(u) 


>M para ue (a,c), 


de donde por (2) se sigue que 


LO 4D. y para a<a<B<c. 
g(B)-gla) 
Si se toma el límite en (4) cuando œ > a+, se tiene 
NN 2M para Be (a,c). a 


Puesto que M > 0 es arbitraria, se sigue la afirmación. 
Si L = —o0, el razonamiento es similar. 


6.3.4 Ejemplos a) Se tiene 


senx _.,, cosx , 
lím = lím | ——— |= lím 24 xcosx=0. 
x>0+ 


x>0+ Ne 1/(24x) x>0+ 


Se observa que el denominador no es derivable en x = 0, por lo que el teorema 
6.3.1 no puede aplicarse. Sin embargo, f(x) := sen x y g(x) := x son derivables en 
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(0, 00) y ambas tienden a 0 cuando x => 0+. Además, g'(x) +0 en (0, 00), por lo 
que 6.3.3 es aplicable. 


b) Se tiene lím $ 

x>0 

Aquí es necesario considerar el límite tanto por la derecha como por la izquier- 

da. El cociente en el segundo límite de nuevo es indeterminado de la forma 0/0. 

Sin embargo, las hipótesis de 6.3.3 se satisfacen, por lo que es válida una segun- 
da aplicación de la regla de L'Hópital. Se obtiene, por tanto, 


l-cosx sen x , cosx 1 
lím =] = lí — 
x>0 Xx x>0 2x x>0 2 2 
Xx =l X 
c) Se tiene lím £ = lím Č =1. 
x>0 x x>0 1 


Nuevamente, es necesario considerar el límite por la izquierda y por la dere- 
cha. Del mismo modo, se tiene 


, ex —-l-x , ex—] , ex -1 
lím | =———- |= lím = lím — =. 
x2 2 


x>0 x>0 2x x>0 2 


d) Se tiene lím E lím (45) sE O 


x1| x—1 


Regla de L'Hópital, I 


Esta regla es muy similar a la primera, excepto porque trata el caso en que el deno- 
minador se hace infinito cuando x > a+. De nueva cuenta, sólo se consideran los 
límites por la derecha, pero es posible que a = —oo. Los límites por la izquierda y 
los límites por ambos lados se abordan del mismo modo. 


6.3.5 Regla de LHôpital, II Sea —oo <a <b < œ y sean f, g funciones deriva- 
bles en (a, b) tales que g'(x) 40 para toda x e (a, b). Suponer que 


lim g(x)= too. (5) 


x>a+ 


f'(x) f(x) 


a) Si lím = Le R,entonces lim =L. 
x>a+g (x x>a+ g(x) 
; f 
b) Sí lím A E lím ES) 2L 


x>oa+ g'(x) xat g(x) 
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Demostración. Se supondrá que (5) se cumple con límite oo. 

Como antes, se tiene g(P) * g(a) para 0%, Be (a, b), œ< B. Además, la ecua- 
ción (2) de la demostración de 6:33 se cumple pará alguna u e (a, P). 

Caso a): SIL e Rcon£L>0 y e> z0 está dada, existe c e (a, b) tal que (3) en 
la demostración de 6.3.3 se cumple cuando a a < B< c. Puesto que g(x) > oo, 
se puede suponer también que g(c) a Al tomar $ = = Cc en (3), se tiene 


A OS, 
glc)-g(0) 


Puesto que g(c)/g(0) > 0 cuando Y > a+, puede suponerse que 0 < g(c)/g(a) < 1 
para toda œ € (a, c), de donde se sigue que 


<L+e para QUe (a,c). (6) 


¿gla)-8l0)_,_2l)_y 


para QUe (a,c). 
g(a) g(a) 


Si se multiplica (6) por (g(o) — g(c))g(o) > 0, se tiene 
O so) D) 
g(0)) gœ) ga) g(0) 


Ahora bien, puesto que g(c)/g(0) > 0 y f(c)/g(o) > 0 cuando œ > a+, entonces 
para cualquier ô con 0 < 6 < 1 existe d e (a, c) tal que 0 < g(c)/g(a) < $ y 
lF(c)l/g(a) < $ para toda a € (a, d), de donde (7) produce 


enne AA AES. (8) 
g(a) 


Si se toma ô := mín{1, e, e((|L| + 1)}, es un ejercicio demostrar que 


f(a) 
glo) 


L-2e< <L+2e. 


Puesto que £> 0 es arbitraria, de esta expresión se obtiene la afirmación. Los casos 
L=0 y L <0 se abordan de una manera similar. 

Caso b): Si L = +00, sea M > 1 dada y sea c e (a, b) tal que f '(uw)g'(u) > M 
para toda u e (a, c). Entonces se sigue como antes que 


F(B)-f (a) 

g(P)-g(a) 
Puesto que g(x) — oo cuando x > a+, se puede suponer que c también satisface 
g(c) > 0, que |£ (c)|/g(0) < 3 y que 0 < g(c)/g(o) <t z Para toda œ e (a, c). Si 
se toma $ = c en (9) y se multiplica por 1 — g(c)/g(a%) >> se obtiene 


fa- fC) >uļı- g(c) ) SE 
g(a) gla) ? 


>M paa a<a<f$c<c. (9) 


6.3 Reglas de U'Hópital 


223 
de donde 
104 
Fo) >+M, 9 >4(M 1) para 06€ (a,c). 
g(a) g(a) ; 
Puesto que M > I es arbitraria, se sigue que lim /(0)/g(0)= 00. 
Si L = —oo, el razonamiento es similar. %>4+ Q.E.D. 


1 
6.3.6 Ejemplos a) Se considera lim 2 


x>00 Xx 
Aquí f a) := In x y g(x) := x en el intervalo (0, oo). Si se aplica la versión por 
la 


SEE : 1 
la izquierda de 6.3.5, se obtiene lím m lím (a 
x>0 X x—>00 1 


0. 


b) Se considera lím e™¥x?. 
x>00 


Se toma aquí f(x) := x? y gx) := e en R.Se-obtiene 
2 


2 

dre OS RE E 

lm — = lím —= lím —=0. 
x>0e* x>20e* x>o00e* 


. ,  Insenx 
c) Se considera lim ———. 


x>0+ lnx 


Se toma aquí f (x) := In sen x y g(x) := ln x en (0, 7). Si se aplica 6.3.5, se obtiene 


[teos 


sen x 


,  Insenx , cosx/senx g 
lim ———= lím ——————= lím 
x>0+ lnx x>0+ l/x x>0+ 


Puesto que lím [x/sen x] =1 y lím cos x= 1, se concluye que el límite bajo con- 
x—>0+ x>0+ 
sideración es igual a 1. 


Otras formas indeterminadas 

Las formas indeterminadas tales como co — 00, 0 + oo, 1%, 00, oo? pueden redu- 
cirse a los casos ya considerados mediante operaciones algebraicas y el uso de 
funciones logarítmicas y exponenciales. En lugar de formular estas variantes 


como teoremas, las técnicas pertinentes se ilustran por medio de ejemplos. 


6.3.7 Ejemplos a) Seal:=(0, 1/2) y considerar 


; 1 1 
lím | =- ; 
x>0+| x  senx 
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que tiene la forma indeterminada oo — oo. Se tiene 


i 1 1 a, SEAXX t cosx—1 
lím = lím = lim ————_——— 


x>o0+1x  senx x>0+ xsenx.  x>0+ SEN X+XCOSX 


— Sen x ES 
i 


= lím 
x>0+ 2cosx-— x sen x | 2 


b) Sea 7 := (0, 00) y considerar lím x ln x, que tiene la forma indeterminada 


0 + (=o0). Se tiene O 
1 
A EI E E E 
x>0+ x>0+1/x x1>0+-1/x2  x>0+ 


c) Sea Z := (0, 00) y considerar lím x*, que tiene la forma indeterminada 0°. 
x>0+ 
Se recuerda del cálculo (véase también la sección 8.3) que x* = e* lx, Del inciso 


b) y de la continuidad de la función y > e Y en y=0 se sigue que lím x*=e%=1, 
x>0+ 


d) Sea Z := (1, 00) y considerar lím (1 + 1/x)*, que tiene la forma indetermi- 
nada 1%, A 
Se observa que 


(1 1Y = e dt), (10) 
Además, se tiene 


lím xIn(1+1/x)= lim 2Q+10 


x>00 x>00 1/x 
(2 
E A EA y la 
a ES a 


Puesto que y > Ø es continua en y = 1, se infiere que lím (1 + 1/x)*= e 
x—>00 
e) Sea Z := (0, 00) y considerar der (1 + 1/0)% que tiene la forma indetermi- 
nada 000, uE 
Con base en la fórmula (10), se considera 


1 
Mardi 
x>0+ x>0+  l/x x>0+1+1/x 


Se tiene, por lo tanto, lím (1+1/x=e%=1. 
x>0+ 
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Ejercicios de la sección 6.3 


1. Suponer que f y g son continuas en [a, b], derivables en (a, b), que c e [a, b] y que 
4 f -= gŒ) +0 para x€ la, b], x#c. Sea A := lim fy B := lím g. SiB =0 y si lim £0d/g(0) 


x>C x=>C 


existe en R, demostrar que debe tenerse 4 = 0. [Sugerencia: f(x) = {f Ne 200) 8Gx).] 


2. Además de los supuestos del ejercicio precedente, sea g(x) > 0 para x € [a, b], x # c. 
Si A > 0 y B = 0, demostrar que debe tenerse lim f ()/g(x) = 00. Si 4<0 y B=0, 


P ar a 
demostrar que debe tenerse lim f(0)/g(x) ==00. 
Xe 


3. Sea f (1) := x? sen(1/x) para 0 < x < 1 y f (0) := 0, y sea g(x) := x? para x e [0, 1]. 
Entonces tanto f como g son derivables en [0, 1] y g(x) > O para x + 0. Demostrar que 


lim f()=0= im g(x) y que lim FDJ2Gx) no existe. ` 
x>0 =>0 


4. Sea f (x) := para x racional, sea f (x) := 0 para x irracional y sea g(x) := sen x para 
x € R. Aplicar el teorema 6.3.1 para demostrar que lim f @/e(x) = 0. Explicar por qué 
no puede usarse el teorema 6.3.3. 


5. Sea f(x) :=x? sen(1/x) para x # 0, sea f (0) := 0 y sea g(x) := sen x para x e R. Demostrar 
que lím f@)/2x) = 0 pero que lím f'()/g'(x) no existe. 
x>0 x>0 


6. Evaluar los límites siguientes, donde el dominio del cociente es el que se indica. 


2 tan 
a mt ad b) lm EL 0,2/2, 
x>0+ seny >o0+ x 
t A 
da (0, 7/2, d) lim Æ  (0,7/). 
x>l+ x x>0+ x? 
7. Evaluar los límites siguientes: 
1 
go a A. oa bi 01) 
0 x x>0 x (In x)2 
x3 
c) lím x Inx (0,00), d) lím— (0, œ). 
x>0+ x>00 e* 
8. Evaluar los límites siguientes: 
MA E b) lim > (0,05) 
1 Br Ti > > == > >» 
x>00 x? x—>00 Vx 
+1 
c) límxinsenx (0,m, d lim 22 (0,00). 
x>0 x>% xInx 
9. Evaluar los límites siguientes: 
a) lím x2?x (0,00), b) lim (1+3/x)* (0, 00), 


x>0+ x>0 


c) lím (1+3/x) (0,00), d) lím (2 : ) (0, 00). 


x>00 '*  x=>0+\x  arctanx 
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10. Evaluar los siguientes límites: 


a) límxlx (0,00), b)\ lím (senx)* (0, ®, 
x>00 | x>0+ 
J 
e) lím xsenx (0,00), d) lím (secx-tanx) (0,7/2). 
x>0+ x>71/2- 


11. Sea f derivable en (0, 00) y suponer que lím ( FO+f (0) = L. Demostrar que 
x->00 
lim f(9)=L y que lím f'()=0. [Sugerencia: f(x) = e* f(ofe*.] 
00 =A 


x—>00 x> 


tanx 


12. Intentar usar la regla de L Hôpital para encontrar el límite de cuando x — (7/2) =. 
j secx 


Evaluarlo después directamente haciendo el cambio a senos y cosenos. 


Una técnica de gran utilidad en el análisis de funciones reales es la aproxima- 
ción de funciones por polinomios. En esta sección se demuestra un teorema 
fundamental en esta área que se remonta a Brook Taylor (1685-1731), aunque 
el término del residuo no fue incluido sino mucho después por Joseph-Louis 
Lagrange (1736-1813). El teorema de Taylor constituye un poderoso resultado 
que tiene múltiples aplicaciones. Se ilustrarará la versatilidad del teorema: de 
Taylor examinando brevemente algunas de sus aplicaciones en la estimación 
numérica, desigualdades, valores extremos de una función y funciones con- 
vexas. 
El teorema de Taylor puede considerarse como una ampliación del teorema del 
valor medio para derivadas de “orden superior”. Mientras que el teorema del valor 
medio relaciona los valores de una función y su primera derivada, el teorema de 
Taylor proporciona una relación entre los valores de una función y sus derivadas 
de orden superior. a 
Las derivadas de orden mayor que uno se obtienen por una ampliación natural 
del proceso de derivación. Si la derivada f'(x) de una función f existe en todo 
punto x de un intervalo 7 que contiene un punto c, entonces puede considerarse la 
existencia de la derivada de la función f’ en el punto c. En caso de que f’ tenga 
una derivada en el punto c, se hace referencia al número resultante como la segun- 
da derivada de fen c y se denota este número por f ”(c) o por f ®(e). De manera 
similar, se define la tercera derivada f"(c) =f 4 Xc), - - -, y la n-ésima derivada 
Fc), siempre que estas derivadas existan. Cabe señalar que la existencia de la 
n-ésima derivada en c presupone la existencia de la (n — 1)-ésima derivada en un 
intervalo que contiene a c, pero se deja abierta la posibilidad de que c sea un punto 
terminal de dicho intervalo. 
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Si una función f tiene una n-ésime derivada en un punto xq, no es dificil cons- 
truir un polinomio de n-ésimo grado P, tal que P,(x9) =S (%0) y POCO =/ Oo) 
pará k= 1,2,- , n. De hecho, el polinomio 


f”(x0) 


21 


P, œ@):= KOLENE xo)+ 
S” (x0) 


Ho + HE E xp)” 
n! 


(x= x0)? (1) 


tiene la propiedad de que él y sus derivadas hasta el orden n coinciden con la fun- 
ción. f y sus derivadas hasta el orden n en el punto xy especificado. A este polino- 
mio P, se le llama el n-ésimo polinomio de Taylor para f en xp. Es natural 
esperar que este polinomio proporcione una aproximación razonable de f para 
puntos próximos a xo, pero para graduar la precisión de la aproximación es nece- 
sario tener información en cuanto al residuo R, := f — P, El siguiente resultado 
fundamental proporciona esta información. 


6.4.1 Teorema de Taylor Seane N, sea 1 := la, b] y sea f: I —> R tal que fy 
sus derivadas f', f", - + +, £® son continuas en 1 y tal que TO +U existe en (a, b). 
Si Xy € I, entonces para cualquier x en | existe un punto c entre X y xy tal que 


Da zo) 


S= Sot Fr) + 0)? (2) 


O 
n! (n+1)! 


Demostración. Sea que xy y x estén dadas y sea que J denote el intervalo cerra- 
do con puntos terminales xọ y x. Se define la función F en J por 


_ (4-1)? 
n! 


LX XQ y. 


F(O:= fœ- SA-a E- FO) 


para te J. Entonces un sencillo cálculo indica que se tiene 


Fr) LE -2 CD" fD (2). 


Si se define G en J por 


n+l 
sosro- zo | F(x0) 


XxX 


para t e J, entonces G(xp) = G(x) = 0. Al aplicar el teorema de Rolle 6.2.3, se 
obtiene un punto c entre x y xp tal que 


A 


0=G'(c)=F'(c)+(n+1) em 


Xx=X0Q 
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Se obtiene, por tanto, 


F(xp)= F(c) A 


1 (x—xp)"+! 
n+1 (x=c)" | 


. : / 
A AAA a a IU on 
n+l (x-c)" n! f < (n=+1)! EE 


que implica el resultado enunciado. | QED. 


Se usará la notación P,, para el n-ésimo polinomio de Taylor (1) de fy R,, para 
el residuo. Así, la conclusión del teorema de Taylor puede escribirse como f (x) = 
P, (00) + R,(0), donde R, está dado por 


| fOD (c) 
(a+)! 


para algún punto c entre x y xq. Se hace referencia a esta fórmula para R,, como la 
forma de Lagrange (o como la forma de derivada) del residuo. Se conocen 
muchas otras expresiones para R,,; una de ellas se expresa en términos de integra- 
ción y se examinará más adelante. (Véase el teorema 7.3.18.) e 


Ra (x): (x-xo)”! 8) 


Aplicaciones del teorema de Taylor 


El término del residuo R, en el teorema de Taylor puede usarse para estimar el 
error al aproximar una función por su polinomio de Taylor P,,. Si el número n está 
dado, entonces surge la cuestión de la precisión de la aproximación. Por otra parte, 
si se especifica una precisión determinada, entonces la cuestión es encontrar un 
valor adecuado de n. Los siguientes ejemplos ilustran cómo se resuelven estos 
casos. 


6.4.2 Ejemplos a) Utilizar el teorema de Taylor con n = 2 para aproximar 


YJl+x,x>-1. 


Se toma la función f(x) := (1 + x)!2, el punto xy = 0 y n = 2. Puesto que f'(x) = 
40a +o y 9) =C +1), se tiene f'(0) =2 y f"(0) =-2/9. Se ob- 
tiene, por tanto, 


SO =P) + Rot) =1 +33 + Rolo), 


donde Ra(x) = f(x? = ¿(1 + cy 88 para algún punto c entre 0 y x. 

Por ejemplo, si se hace x = 0.3, se obtiene la aproximación P,(0.3) = 1.09 para 
2/1.3. Además, ya que c > 0 en este caso, entonces (1 + cy 8% < 1, por lo que el 
error es a lo sumo 


3 
R,(03)<2 Als edo z, 
811.10 600 
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En consecuencia, se tiene 3 — 1.09] < 0.5 x 1072, con lo cual se asegura una 
precisión de dos cifras decimales. ý 
b) Aproximar el número e con un error menor que 1075. 

Se considera la función g(x) := e* y se toma xy = 0 yx = 1 en el teorema de 
Taylor. Es necesario determinar n de tal modo que |R,(1)| < 107%. Para ello, se 
usa el hecho de que g'(x) = e* y la cota inicial de œ < 3 para0<x<1. 

Puesto que g'(x) = e”, se sigue que g®(x) = e* para toda k e N, y por tanto 


go) = 1 para toda k e N. Por consiguiente, el n-ésimo polinomio de Taylor está 


dado por 


y el residuo para x = 1 está dado por R, (1) = e“/(n + 1)! para alguna c que satisfa- 
ce 0 < c< 1. Puesto que e” < 3, se busca un valor de n tal que 3/(n + 1)! < 1073, 
Un cálculo revela que 9! = 362 880 > 3 x 105, por lo que el valor n = 8 proporcio- 
nará la precisión deseada; además, puesto que 8! = 40 320, no hay la seguridad de 
que sea suficiente un valor menor de n. Se obtiene, por tanto, 


espayeia ta aná +1 =2.718 28 
2! 8! 


con un error menor que 10%. O 
El teorema de Taylor también puede usarse para establecer desigualdades. 


6.4.3 Ejemplos a) 1-—3x?< cos x para toda x e R. 
Usando f (x) := cos x y xy = 0 en el teorema de Taylor, se obtiene 


cosx=1->x? + R(x), 


donde para alguna c entre O y x se tiene 


F”) 3 Snc 3, 
3! 6 


R (x)= 


Si 0 < x < m, entonces 0 < c < 7 ; puesto que c y x? son ambas positivas, se tiene 
R(x) 2 0. Asimismo, si —7 < x < 0, entonces —7 < c < 0; puesto que sen c y xX? son 
ambas negativas, se tiene de nueva cuenta que R»,(x) > 0. Por tanto, se observa que 
1 -4x < cos x para |x| < 7. Si |x| > 7, entonces se tiene 1 -4x < -3 < cos x 
y es trivial la validez de la desigualdad. En consecuencia, la desigualdad se cum- 
ple para toda x e R. 


230 


Capítulo 6 Derivación 


b) Para cualquier k e N, y para toda x > 0, se tiene 
o 


Y 


1 
A E +o tae x2 kl, 
2 2k 2 2k+1 
/ 


Utilizando el hecho de que la derivada de In(1 +x) es 1/41 + x) para x > 0, se 
observa que el n-ésimo polinomio de Taylor para Ín(1 + x) con xy = 0 es 


Eo +. (1) ln 
ES P 


y el residuo está dado por 


(—1)”crtl 
n+1 


qn+l 


R, (x)= 


para alguna c que satisface O < c < x. Por tanto, para cualquier x > 0, si n = 2k es 
par, entonces se tiene R(x) > 0; y si n = 2k + 1 es impar, se tiene Raz. ¡(0) <0: 
Entonces la desigualdad enunciada se sigue de manera inmediata. 


Extremos relativos 


En el teorema 6.2.1 se estableció que si una función f : 7 > R es derivable en un 
punto c interior del intervalo /, entonces una condición necesaria para que f tenga 
un extremo relativo en c es que f '(c) = 0. Una manera de determinar si f tiene un 
máximo relativo o un mínimo relativo [o ninguno de ellos] en c es usar el criterio 
de la primera derivada 6.2.8. En caso de existir, también se pueden usar en esta 
determinación las derivadas de orden superior, como se indica a continuación. 


6.4.4 Teorema Sea I un intervalo, sea Xy un punto interior de 1 y sea n > 2. 
Suponer que las derivadas F',f",-- +, f® existen y son continuas en una vecin- 
dad de xy y que f (xp) =" +: =f0- D(xp) = 0, pero xy) # 0. 


i) Sin es par y f(x) > 0, entonces f tiene un mínimo relativo en Xq. 
.. A . r . \ . 
li) Sin es par y (xp) < 0, entonces f tiene un máximo relativo en xy. 
iii) Sin es impar, entonces fno tiene ni máximo relativo ni mínimo relativo en Xo. 


Demostración. Si se aplica el teorema de Taylor en xq, se encuentra que para 
x € Í se tiene 


F(x) = Paral x)t Raal) = f(x9)+ 


RAG XxX y)” i 
n! 

donde c es algún punto entre xy y x. Puesto que £ es continua, si f (x9) + 0, 

entonces existe un intervalo U que contiene a xp tal que f Ox) tendrá el mismo 

signo que f (xp) para x e U. Six e U, entonces el punto c también pertenece a 

U y por consiguiente F((c) y FM(xp) tendrán el mismo signo. 
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i) Sin es par y (xp) > 0, entonces para x e Use tiene fc) >0 y (x— xo)" 20, 
de tal modo que R,- ¡(x) > 0. En consecuencia, f (x) > f (xp) para x e U y por lo 
tanto f tiene un mínimo relativo en xq. 

ii) Si n es par y f ™(xọ) < 0, entonces se sigue que R, ¡(x)< 0 para x e U, 
de tal modo que f (x) < f (Xp) para x e U. Por lo tanto, f tiene un máximo relativo 
en Xo. í 

111) Si n es impar, entonces (x — xp)” es positivo si x > xy y es negativo si x < xp. 


Por consiguiente, si x e U, entonces R,  ¡(x) tendrá signos opuestos a la izquier- 


da y a la derecha de xp. Por lo tanto, fno tiene ni mínimo relativo ni máximo rela- 


tivo en xq. Q.E.D. 
SA 


Funciones convexas 


La noción de convexidad desempeña un papel importante en varias áreas, en par- 
ticular en la teoría moderna de optimización. Se examinan brevemente las funcio- 
nes convexas de una variable real y su relación con la derivación. Los resultados 
básicos, cuando se modifican de la manera apropiada, pueden generalizarse a 
espacios de dimensiones superiores. 


6.4.5 Definición Sea / C R un intervalo. Se dice que una función f: T — R es 
convexa en / si para cualquier £ que satisface 0 <1< 1 y cualesquier puntos x], X3 
en 7 se tiene 


JG -dx +) S (A -AS C) +10). 


Adviértase que si x, < x2, entonces cuando 1 varía de O a 1 el punto (1 — Axı + 
fx, recorre el intervalo de x, a x>. Por tanto, si f es convexa en I y si x¡, xp € J, 
entonces la cuerda que une dos puntos cualesquiera (x1, f (x1)) y (o, f (x))) en la 
gráfica de f queda arriba de la gráfica de f. (Véase la figura 6.4.1.) 

Una función convexa no es necesariamente derivable en cada punto, como lo 
indica el ejemplo f(x) := |x|, x e R. Sin embargo, puede demostrarse que si 7 es 


y= -Af f) 


y= (1 -x +t) 


L NEE | 


x (1-0x,+tx X2 


Figura 6.4.1 Una función convexa. 


232 


Capítulo 6 Derivación 


> 


un intervalo abierto y si f: Z — R es convexa en Z, entonces las derivadas izquier- 
da y derecha de fexisten en todo punto de /. Como consecuencia, se sigue que una 
función convexa en un intervalo abierto es necesariamente continua, No se proba- 
rán las afirmaciones anteriores ni se desarrollarán muchas otras interesantes pro: 
piedades de las funciones convexas, sino que nos limitaremos a establecer la 
conexión entre una función convexa f y su segunda derivada f”, suponiendo que f": 
exista. i 


6.4.6 Teorema Sea Iun intervalo abierto y sea que f : I — R tenga segunda 
derivada en 1. Entonces f es una función convexa en 1 si y sólo si f(x) 2 0 para 
toda Xx € l. 


Demostración. (=) Se hará uso del hecho de que la segunda derivada está dada 
por el límite 


+h)-2 + =h 
Pa) lim ZET-A) + flah) r 
h=>0 h2 
para toda a e I. (Véase el ejercicio 16.) Dada a € J, sea h tal que a + A y a-—h 
pertenecen a /. Entonces a =4 ((a + h) + (a— h)), y como fes convexa en J, se tiene 


SOf ath +i (ah) <3/(0+h)+3/ (ah. 


Por tanto, se tiene f (a + h) — 2f (a) + f (a — h) > 0. Puesto que h? > 0 para toda h + 
0, se observa que el límite en (4) debe ser no negativo. En consecuencia, se obtie- 
ne f"(a) > 0 para toda a e 1. 

(5) Se usará el teorema de Taylor. Sean x4, x2 dos puntos cualesquiera de /, 
sea0<t<l y sea xy := (1 — Ax + £x,. Al aplicar el teorema de Taylor a f en xo, 
se obtiene un punto cy entre xy y xı tal que 


Fe) =P E) +S E — xo) +3f "(cr — xo), 
y un punto c, entre xy y X tal que 
F) =f (0) +F’) — x0) +3.f "(020 — xo). 
Si f” es no negativa en /, entonces el término 
R:=4 (1 — À f" (ce — xp? +3 tf” (CDE — xo)? 
también es no negativo. Se obtiene, por tanto, 
(= AS (1) + tf Co) =f (9) +S 0) (A = 1) x1 + t — xo) 
+40- Af") - Xo) +3 if" (c2) la = x0)” 
=f (x0) +R 
2f æo) =f —1) x, + w). 


En consecuencia, f es una función convexa en 1. QED: 


6.4 Teorema de Taylor 


Método de Newton 


Con frecuencia es deseable estimar una solución de una ecuación con un grado 
elevado de precisión. El método de bisección, usado en la demostración del teore- 
ma de localización de raíces 5.3.5, proporciona un procedimiento de estimación, 
pero presenta la desventaja de converger a una solución con mucha lentitud. Un 
método que con frecuencia produce una convergencia mucho más rápida se basa 


-en la idea geométrica de obtener aproximaciones sucesivas de una curva por rec- 


tas tangentes. El nombre de este método es en honor de su descubridor, Isaac 
Newton. 

Sea funa función derivable que tiene un cero en r y sea xı una estimación ini- 
cial de r. La recta tangente a la gráfica en (x1, f (x,)) tiene la ecuación y = f (x1) + 
fa) GQ -— xı) y corta el eje x en el punto 


FG) 
F'(x1) 
(Véase la figura 64.2.) Si se sustituye xı por la segunda estimación xz, entonces 


se obtiene un punto x3, y así sucesivamente. En la n-ésima iteración se obtiene el 
punto x,,/ a partir del punto x, por la fórmula 


fa) 
a : 
S xy) 
Bajo las hipótesis adecuadas, la sucesión (x„) convergerá con rapidez a una raíz de 


la ecuación f (x) = 0, como se demuestra enseguida. El elemento clave para esta- 
blecer la rapidez de la convergencia es el teorema de Taylor. 


X2 := 


X1 


Xay = Xn 


y y=f() 


Ca, FO) 


Figura 6.4.2 El método de Newton. 


6.4.7 Método de Newton Sea I :=[a, b] y sea f : 1 — R derivable dos veces en 
I. Suponer que Kaf) < 0 y que existen las constantes m, M tales que |f'(x)| > 
m>0 y |£"G)| <M para toda x e 1 y sea K := M/2m. Entonces existe un subin- 
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tervalo 1% que contiene un cero t de f tal que para cualquier xy e 1* la sucesión 
Zp definida por 


AGN 
Fea 


pertenece a I* y (x,) converge a r. Además, 


Xn = Xp 7 


para toda - ne N, (5) 


lmi -r | SK |x,—r|?  paratoda neN. (6) 


Demostración. Puesto que f (a) f (b) < 0, los números f (a) y f (b) tienen signos 
opuestos; por tanto, por el teorema 5.3.5, existe r e I tal que f (r) = 0. Puesto que 
f’ nunca es cero en /, por el teorema de Rolle se sigue que fno se anula en nin- 
gún otro punto de /. 

Se hace ahora que x' e J sea arbitraria; por el teorema de Taylor, existe un 
punto c' entre x' y r tal que | 


0=f0)=/() EN-E- P, 
de donde se sigue que 


-f x") =f’ =x’) taf" _ xy. 


> 


Si x” es el número definido a partir de x' por “el procedimiento de Newton”: 


o OI 
FU) 


entonces un cálculo elemental indica que 


or LED y, 
2 f'(x") 
de donde se sigue que 
y LO y, 
2 f'(x") 


Puesto que c' € /, las cotas supuestas sobre f ' y f” se cumplen y, al hacer K := 
MpPm, se obtiene la desigualdad 


| —r]SK |x =r]. (T) 


Se elige ahora ô> 0 tan pequeña que ô< 1/K y que el intervalo 7* := [r — ô, 
r + 0] está contenido en Z. Si x, € 1% entonces |x, — r| < Ó y de (7) se sigue que 
X= F| < Klx, - r|? < K8? < $; y en consecuencia, x, € /* implica que 
Xn+1 € 1*. Por lo tanto, six, e 7*, se infiere que x, e /* para toda n e N. Asimismo, 
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si xı € [*, entonces un razonamiento elemental de inducción matemática utilizan- 
do (7) establece que |x,, , ¡ — +] <(K0)"|x, -r| para n e N. Pero como Kô < 1, 
con esto se demuestra que lim(x,) = r. Q.E.D. 


6.4.8 Ejemplo Se ilustra el método de Newton utilizándolo para aproximar V2, 
Si se hace f (x) := x? — 2 para x e R, entonces se busca la raíz positiva de la 
ecuación f (x) = 0. Puesto que f'(x) = 2x, la fórmula de iteración es 


Si se toma x; := Í como la estimación inicial, se obtienen los valores sucesivos 
x2 = 3/2 = 1.5, x3 = 17/12 = 1.416 666 -> <, x4 = 577/408 = 1.414 215 +: y x5= 
665 857/470 832 = 1.414 213 562 374 >: -, que es correcto con once cifras deci- 
males. 


Observaciones a) Sise hace que e, :=x, — r sea el error al aproximar r, enton- 
ces la desigualdad (6) puede escribirse en la forma |Ke,, , ¡| < | Ke,1?. Por con- 
siguiente, si | Ke, | < 107”, entonces | Ke, , ] < 1072”, por lo que el número de 
dígitos significativos en Ke,, se ha duplicado. Debido a esta duplicación, se dice 
que la sucesión generada por el método de Newton converge “cuadráticamente”. 


b) En la práctica, cuando el método de Newton se programa en una computado- 
ra, suele hacerse una conjetura inicial x; y después se ejecuta el programa. Si la 
elección de x, es muy deficiente o si la raíz está muy cerca del punto terminal de 
I, el procedimiento quizá no converja a un cero de f. En las figuras 6.4.3 y 6.4.4 se 
ilustran dos posibles dificultades. Una estrategia muy socorrida consiste en usar el 
método de bisección para llegar a una estimación bastante próxima a la raíz y des- 
pués cambiar al método de Newton para el coup de gráce. 


O 


Figura 6.4.3 x, — 00. Figura 6.4.4 x, oscila entre xı y x2. 


i 
a 
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Ejercicios de la sección 6.4 


1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


Sea f x) := cos ax para x e R, donde a + 0. Encontrar f(x) para ne N, x e R. 


. Sea g(x) := |X| para x e R. Encontrar g'(x) y g"(x) para x e R y g”(x) para x = 0. 


m 


Demostrar que g”(0) no existe. 


. Utilizar la inducción matemática para demostrar la regla de Leibniz para la n-ésima 


derivada de un producto: 


Mo Y reo (DEW (x). 
k=0 


. Demostrar que si x > 0, entonces 1 +2x - Ex? < yl+x<l +}x. 


. Usar el ejercicio precedente para aproximar 41.2 y 42. . ¿Cuál es la precisión de la que 


se puede tener la seguridad usando esta desigualdad? 


. Utilizar el teorema de Taylor con n = 2 para obtener aproximaciones más precisas de 


JIZ y d2. 


. Six > 0, demostrar que |(1 +x)14 — (1 +4x-x2)] < (5/81)x7. Usar esta desigualdad 


para aproximar 1.2 y 3/2. 


. Si f (x) := e*, demostrar que el término del residuo en el teorema de Taylor converge a 


cero cuando n —> œ para cada xp fija y x. [Sugerencia: véase el teorema 3.2.11.] 


. Si g(x) := sen x, demostrar que el término del residuo en el teorema de Taylor conver- 


ge a cero cuando n — co para cada xp fija y x. 


Sea A(x) := 1% para x= 0 y h(0) := 0. Demostrar que 4'D(0) = 0 para toda n e N. Concluir 
que el término del residuo en el teorema de Taylor para xọ = 0 no converge a cero cuan- 


do n > œœ para x + 0. [Sugerencia: por la regla de LHópital, lim A(x)/x* = 0 para cual- 
x—>0 


quier k e N. Usar el ejercicio 3 para calcular A™®(x) para x # 0.] 
Sixe [0, 1] y n e N, demostrar que 


x2? x xn+l 


In(1+x) [> ++ (1) zk 


2 3 n n+1 


Utilizar esta expresión para aproximar ln 1.5 con un error menor que 0.01. Menor 
que 0.001. 

% 
Quiere aproximarse la función sen con un polinomio en [-1, 1] de tal modo que el error 
sea menor que 0.001. Demostrar que se tiene 


x? x5 
senx—| x + 


1 
< para |x|<1. 
6 120 5040 


Calcular e con siete cifras decimales de precisión. 
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14. Determinar si x = 0 es o no el punto de un extremo relativo de las siguientes funciones: 


a fo Ed, b) e(x):=senx-—x, 
c) A) = sen x+}, d) kE) = cosx- 1+4., 


15. Sea f continua en [a, b} y suponer que la segunda derivada f” existe en («, b). Suponer 
que la gráfica de f y el segmento de recta que une los puntos (a, f (a)) y (b, F(b)) se cor- 
tan en un punto (xp, f (xo)), donde a < xy < b. Demostrar que existe un punto c e (a, b) 
tal que f"(c) = 0. 


16, Sea 7 C R un intervalo abierto, sea f : 7 — R derivable en Z y suponer que f”(a) existe 
en a € I. Demostrar que 


f"(a)= lím fa+h)-2f(0)+ fla 


Dar un ejemplo donde este límite exista, pero la función no tenga segunda derivada en a. 


17. Suponer que 7 C R es un intervalo abierto y que f "(x) > 0 para toda x € Z. Sice f, 
demostrar que la parte de la gráfica de fen 7 nunca está debajo de la recta tangente a la 
gráfica en (c, f(c)). 


18. Sea 7 C R un intervalo y sea c e 7. Suponer que f y g están definidas en 7 y que las 
derivadas f ™, g% existen y son continuas en 7. Si fc) = 0 y g&o = 0 para k=0, 
1, -->,n— 1, pero gc) 0, demostrar que 


in LL 
x>c g(x) ge) 


19. Demostrar que la función fx) :=x? — 2x — 5 tiene un cero r en el intervalo 7 := [2, 2.2]. 
Si xy :=2 y si la sucesión (x,,) se define usando el procedimiento de Newton, demostrar 
que |x,,1 — +] < (0.7)|x, — r]?. Demostrar que x4 tiene una precisión dentro de seis 
cifras decimales. 


20. Aproximar los ceros reales de g(x) := xt — x — 3. 
21. Aproximar los ceros reales de h(x) := x — x — 1. Aplicar el método de Newton empe- 
zando con las elecciones iniciales: a) x, := 2, b) xı := 0, c) xı := —2. Explicar lo que 


ocurre. 


22. La ecuación ln x = x — 2 tiene dos soluciones. Aproximarlas usando el método de 
Newton. ¿Qué ocurre si xy =4 es el punto inicial? 


23. La función f (x) = 8x7 — 8x? + 1 tiene dos raíces en [0, 1]. Aproximarlas usando el méto- 
do de Newton con los puntos iniciales: a) xı := £ b) xı :=1. Explicar lo que ocurre. 


24. Aproximar la solución de la ecuación x = cos x con una precisión de seis cifras deci- 
males. 


Se ha hecho mención ya de los desarrollos realizados durante los años 1630 por 
Fermat y Descartes que llevaron a la geometría analítica y a la teoría de la deriva- 
da. Sin embargo, el tema que hoy conocemos como cálculo no empezó a tomar 
forma sino hasta fines de los años 1660, cuando Isaac Newton creó su teoría de las 
“fluxiones” e inventó el método de las “tangentes inversas” para encontrar el área 
bajo una curva. El proceso inverso de encontrar rectas tangentes para encontrar 
áreas también fue descubierto en los años 1680 por Gottfried Liebniz, quien no 
tenía conocimiento del trabajo inédito de Newton y llegó al descubrimiento por un 
camino muy diferente. Leibniz introdujo la terminología “calculus differentialis” 


Bernhard Riemann 

(Georg Friedrich) Bernhard Riemann (1826-1866), hijo de 
un ministro luterano pobre, nació cerca de Hanover, en 
Alemania. Para complacer a su padre, ingresó en 1846 a la 
Universidad de Gotinga como estudiante de teología y 
filosofía, pero pronto optó por las matemáticas. Inte- 
rrumpió sus estudios en Gotinga para estudiar en Berlín con 
C. G. J. Jacobi, P. G. J. Dirichlet y F. G. Eisenstein, pero vol- 
vió a Gotinga en 1849 para terminar su tesis con Gauss. Su 
tesis versaba sobre lo que hoy se conoce como “superficies de Riemann”. 
Gauss se entusiasmó a tal punto con el trabajo de Riemann que hizo los arreglos 
para que fuera nombrado privatdozent en Gotinga en 1854. Para ser admitido 
como privatdozent se requería que Riemann demostrara su capacidad dictando 
una conferencia frente a todos los miembros de la facultad. Como lo dictaba la 
tradición, puso a consideración tres temas, cuya discusión dominaba en el caso 
de los dos primeros. Para sorpresa de Riemann, Gauss decidió que debía dictar 
su conferencia sobre el tercer tema: “De las hipótesis que se encuentran detrás 
de los fundamentos de la geometría”. Después de su publicación, esta diserta- 
ción tuvo un profundo efecto sobre la geometría moderna. 

No obstante que Riemann contrajo tuberculosis y murió a los 39 años de 
edad, realizó importantes contribuciones en varias áreas: los fundamentos 
de la geometría, teoría de los números, análisis real y complejo, topología 
y física matemática. 
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y “calculus integralis”, ya que para encontrar rectas tangentes se empleaban diferen- 
cias y para encontrar áreas se utlizaban sumas. Así, ambos descubrieron que la inte- 
gración, siendo un proceso de sumas, era el inverso de la operación de derivación. 

Durante un siglo y medio de desarrollo y depuración de las técnicas, el cálcu- 
lo consistió en este par de operaciones inversas y sus aplicaciones, principalmen- 
te en problemas de física. Durante los años 1850, Bernhard Riemann adoptó una 
perspectiva nueva y diferente. Separó el concepto de integración de su contrapar- 
te, la derivación, y examinó el interesante proceso de sumas y límites en sí mismo. 
Amplió el panorama al considerar todas las funciones en un intervalo para el que 
este proceso de “integración” podía definirse: la clase de las funciones “integra- 
bles”. El teorema fundamental del cálculo pasó a ser un resultado válido única- 
mente para un conjunto restringido de funciones integrables. La perspectiva de 
Riemann llevó a otros matemáticos a inventar otras teorías de la integración, la 
más significativa de las cuales es la de Lebesgue. Pero ha habido algunos avances 
en tiempos más recientes que amplían en grado considerable incluso la teoría de 
Lebesgue. En el capítulo 10 se presenta una breve introducción a estos resultados. 

Se empieza definiendo el concepto de integrabilidad de Riemann de funciones 
con valores reales definidas en un intervalo acotado cerrado de R, donde se usan 
las sumas de Riemann, familiares para el lector por sus cursos previos de cálculo. 
Este método tiene la ventaja de que es inmediata su generalización al caso de las 
funciones cuyos valores son números complejos, o vectores en el espacio R”. En 
la sección 7.2 se establece la integrabilidad de Riemann de varias clases importan- 
tes de funciones: funciones escalonadas, funciones continuas y funciones monó- 
tonas. Sin embargo, se verá también que hay funciones que no son Riemann 
integrables. El teorema fundamental del cálculo es el resultado principal de la sec- 
ción 7.3. Se presentará en una forma un poco más general de lo acostumbrado y 
no requiere que la función sea una derivada en cada punto del intervalo, Se pre- 
sentan asimismo varias consecuencias importantes del teorema fundamental. En 
la sección 7.3 se ofrece también un enunciado del decisivo criterio de Lebesgue 
para la integrabilidad de Riemann. No es común presentar este famoso resultado 
en libros de este nivel, ya que su demostración (incluida en el apéndice C) es un 
tanto complicada. Sin embargo, su enunciación está dentro del alcance de los estu- 
diantes, quienes entenderán también el poder de este resultado. En la sección final 
se presentan varios métodos para aproximar integrales, un tema que ha adquirido 
importancia creciente durante esta era de las computadoras de alta velocidad. Aun 
cuando las demostraciones de estos resultados no son particularmente complica- 
dos, se posponen hasta el apéndice D. 

Una interesante historia de la teoría de la integración, que incluye un capítulo 
sobre la integral de Riemann, se presenta en el libro de Hawkins citado en la 
bibliografía. 


Se sigue el procedimiento usado comúnmente en los cursos de cálculo y se define 
la integral de Riemann como una clase de límite de las sumas de Riemann cuan- 
do la norma de las particiones tiende a cero. Puesto que se supone que el lector se 
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encuentra familiarizado —al menos informalmente- con la integral por un curso de 
cálculo previo, no se proporciona una motivación de la integral ni se discute su 
interpretación como el “área bajo la gráfica” ni sus múltiples aplicaciones en fisi- 
ca, ingeniería, economía, etc. En vez de ello, la atención se centra en los aspectos 
puramente matemáticos de la integral. 
Sin embargo, se recordarán primero algunos términos básicos que se usarán 
pS con frecuencia. 


Particiones y particiones etiquetadas 


Si / :=[a, b] es un intervalo acotado cerrado en R, entonces una partición de 7 es 
un conjunto finito ordenado P := (Xp, X], * * °, Xy], Xp) de puntos en / tales que 


a= Xy <X <<: <X, 1 <x, =D. 


(Véase la figura 7.1.1.) Los puntos de P se usan para dividir 7 = [a, b] en los subin- 
tervalos no traslapados 


D = [xo xıl, h = [x1, xo], e... Le = Dep-1 Xan]. 


A=X Xx X3 A E AEN; 


Figura 7.1.1 Una partición de [a, b]. 


Con frecuencia se denotará la partición P por la notación P = {[x;1; x;]Mz/. Se 
define la norma (o retícula) de P como el número 


pl := máx 4x1 — Xp X27 Xpt Xa — Xn-1)- (1) 


Así, la norma de una partición es tan sólo la longitud del subintervalo más gran- 
de en que la partición divide a [a, b]. Evidentemente, muchas particiones tienen la 
misma norma, por lo que la partición no es una función de la norma. 

Si se ha seleccionado un punto 1; de cada subintervalo /; = [x;_1, x;], para i= 1, 
2, **, n, entonces a los puntos se les llama las etiquetas de los subintervalos J. 
A un conjunto de pares ordenados 


P = ((b xd, Y Pa 


de subintervalos y las etiquetas correspondientes se le llama partición etiqueta- 
da de J; veáse la figura 7.1.2. (El punto sobre la P indica que se ha elegido una 
etiqueta para cada subintervalo.) Las etiquetas pueden elegirse de manera total- 
mente arbitraria; por ejemplo, puede elegirse que las etiquetas sean los puntos ter- 
minales izquierdos, los puntos terminales derechos o los puntos medios de los 
subintervalos, etc. Adviértase que un punto terminal de un subintervalo puede 
usarse como etiqueta para dos subintervalos consecutivos. Puesto que hay un 
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número infinito de maneras para elegir cada etiqueta, también hay un número inf- 
nito de maneras en que puede etiquetarse cada partición. La norma de una parti- 
ción etiquetada se define como en el caso de una partición ordinaria y no depende 
de la elección de las etiquetas. 


h bh b ba 
a=% X X2 %3 Xn] Xy =b 


Figura 7.1.2 Una partición etiquetada de [a, b]. 


Si È es la partición etiquetada dada arriba, la suma de Riemann de una fün- 
ción f: [a, b] > R correspondiente a P se define como el número 


SU5P)=d FU) x). a 


i=l 


También se usará esta notación cuando P denote un subconjunto de una partición 
y no la partición completa. 

El lector se percatará de que si la función f es positiva en [a, b], entonces la 
suma de Riemann (2) es la suma de las áreas de n rectángulos cuyas bases son los 
subintervalos J; = [x,_,, x;] y cuyas alturas son f(t;). (Véase la figura 7.1.3.) 


nA Xx w X2 
h bh 


h 


Figura 7.1.3 Una suma de Riemann. 
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Definición de la integral de Riemann  mmeremero 


Se define ahora la integral de Riemann de una función fen un intervalo [a, b] 


- 7.1.1 Definición Se dice que una función f: [a, b] —> R es Riemann integra- 
ble enie b] si existe un número L € R tal que para toda £> 0 existe 8, > 0 tal que 
si P es cualquier partición etiquetada de [a, b] con lll < $, entonces 


|SU5P)-1|<e. 


El conjunto de todas las funciones Riemann integrables en 


sD 4 
Rla, b]. [a, b] se denotará por 


Observación En ocasiones se dice que la integral Z es “el límite” de las sumas 
de Riemann S (J; P) cuando la norma IP — 0. Sin embargo, ya que S(f;P) no 
es una función de ||P||, este límite no es del tipo que se ha venido considerando 


Primero se demostrará que si fe Rla, b], entonces el número L se encuen- 
tra determinado de manera única. Se le llamará la integral de Riemann de fen 
[a, b]. En lugar de £, por lo general se escribirá 


b b 
1=f ro $ sar 


Deberá entenderse que puede usarse cualquier otra letra en vez de x en la última 
expresión, en tanto esto no cause ninguna ambigúedad. 


7.1.2 Teorema Si fe Rla, b], entonces el valor de la integral se encuentra 
determinado de manera única. 


Demostración. —Suponer que tanto L’ como L" satisfacen la definición y sea £>0. 


Entonces existe Ó¿,, > 0 tal que si P, es cualquier partición etiquetada con ||P, || < 
ĉe entonces i 


IS(J;P)-L|< €12. 


ld 


También existe ôs > 0 tal que si P, es cualquier partición etiquetada con Ip ll < 
2/2» Entonces 2 


IS(£;P,)-L"| <el2. 


Ahora sea ô, := míin{ ôs 022) > 0 y sea P una partición etiquetada con Pl < 
6,. Puesto que tanto ||P || < dejo Y PI < ôs entonces 


SSP) L|<el2 y [S(F;P)- r'| <e, 
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de donde, por la desigualdad del triángulo, se sigue que 


|L -SP+ P -r 
< £/2 + £/2 = 
Puesto que £> 0 es arbitraria, se sigue que L’ = L”. Q.E.D. 


Algunos ejemplos PE 


Si sólo se usa la definición para demostrar que una función fes Riemann integra- 
ble es necesario: (i) conocer (o conjeturar correctamente) el valor £ de la integral, 
y (ii) construir una ô, que sea suficiente para una £ > 0 arbitraria. La determina- 
ción de Z se hace en ocasiones calculando las sumas de Riemann y conjeturando 
cuál debe ser L. Es probable que la determinación de ô, resulte complicada. 

En la práctica, por lo general se demuestra que fe Rl[a, b] haciendo uso de 
algunos de los teoremas que se presentarán más adelante. 


7.1.3 Ejemplos a) Toda función constante en [a, b] está en R[a, b]. 
Sea f(x) := k para toda x e [a, b]. Si P := (([x;_1, xil, 1, es cualquier parti- 
ción etiquetada de [a, b], entonces es evidente que 


SUP)= Y kla; -x)= kb- a). 


i=l 


En consecuencia, para cualquier £ > 0 puede elegirse ô, := 1, de tal modo que si 
IIP || < Se, entonces 


S(£P)-K(b=a)|=0<e. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se concluye que fe Ra, b] y J f=kb- a). 


b) Sea que g : [0, 3] — R esté definida por g(x) := 2 para 0 < x < 1 y por g(x) := 
3 para 1 <x < 3. Una investigación preliminar, basada en la gráfica de g (véase la 
figura 7.1.4), sugiere que cabría esperar que Ea g=8. 


Figura 7.1.4 Gráfica de g. 
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Sea P una partición etiquetada de [0, 3] con norma < $, se indicará cómo deter- 

_minar da fin de asegurar que |S(g; P) — 8! < e. Sea P, el subconjunto de P que tiene 

sus etiquetas en [0, 1], donde g(x) = 2, y sea P, el subconjunto de P con sus eti- 
quetas en (1, 3], donde g(x) = 3. Es obvio que se tiene- 


S(g:P)=S(esP)+8(83P,). D > 


Puesto que IPll< 8 si u [0, 1 — 8) y u € [x x;], entonces x] < 1—8 de tal 
modo que x; < x¡ ¡ + Ô< 1, de donde la etiqueta 2, e [0, 1]. Por lo tanto, el inter- 
valo (0, 1 — 6] está contenido en la unión de todos los subintervalos en P con 
etiquetas 4 € [0, 1]. Del mismo modo, esta unión está contenida en [0, 1 + 8]. 
(¿Por qué?) Puesto que g(t;) = 2 para estas etiquetas, se tiene 


2(1-8)<S(g;P,))<2(1+0). 


Con un razonamiento similar, se establece que la unión de todos los subintervalos 
con etiquetas f; e (1, 3] contiene el intervalo [1 + ô, 3] de longitud 2 — ô, y que 
está contenida en [1 — ô, 3] de longitud 2 + ô. Por lo tanto, 


3(2-8)<S(g;P,)<3(2+0). 
Sumando estas desigualdades y usando la ecuación (3), se tiene 
8-59<S(gP)=S(g:P)+S(g;P,)<8+50, 
de donde se sigue que 
[S(g: P)- 8| <56. 


Para que este término final sea menor que € es necesario tomar ô, < e/5. 

Al hacer esta elección (por ejemplo, si se toma ô, := €/10), el razonamiento 
puede seguirse en sentido inverso y ver que |S(g; P) — 8| < e cuando IPl< Ôe. 
Puesto que € > 0 es arbitraria, se ha demostrado que g e R[O, 3] y que f g=8, 
como se había anticipado. 


e) Sea A(x) := x para x € [0, 1]; se demostrará que A e R[O, 11. 

Se recurre a un “truco” que permitirá conjeturar el valor del intervalo consi- 
derando una elección particular de los puntos de las etiquetas. De hecho, si (1), 
es cualquier partición de [0, 1] y se elige la etiqueta del intervalo /, = [x;_,, x;] 
como el punto medio q, := 5(x ;-1 + xj), entonces la contribución de este término a 
la suma de Riemann correspondiente a la partición etiquetada O := ((Z, q), es 


heqi X; 111) = 30% +00 1) =3 (+7 xp) 
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Si se suman estos términos y se advierte que la suma es telescópica, se obtiene 
S(h; Q) -È (1? =x? 1) =} 02) =2. 


Ahora, sea P := { (1, t) yL; una partición eres arbitraria de [0, 1] con 
[PI < 8, de modo que x,—x;_, < 8 parai=1,---,n. Sea asimismo que È tenga 
los mismos puntos de partición, pero donde se Ne que la etiqueta q, sea el punto 
medio del intervalo 7, Puesto que tanto f; como q; pertenecen a este intervalo, se 
tiene |: — q,| < ô. Aplicando la desigualdad del triángulo, se deduce que 


|S; P)- S(h; Ó)|= O 1,9) 9,(x, =x,1) 
a i=l 


<Y ji -qii -x;1) < DIE -= xj) = Ó(%, — Xo) = 


i=1 i=l 


Puesto que S(h;, Q) =5 se infiere que si P es cualquier partición etiquetada con 
IP < 8, entonces 


sab <ô. 


Por lo tanto, es necesario tomar ô, < e. Si se elige ô, := €, el razonamiento DUES 
seguirse en sentido inverso a eorn que h e RJO, 1] y S h= E xdx= 5 

d) Sea F(x) := 1 para x = > 122 > 4, y F(x) := 0 en cualquier otro punto de (o, 1]. 
Se demostrará que F e R[0, 1] y que J F=0. 

En este caso hay cuatro puntos donde F no es 0, cada uno de los cuales perte- 
nece a dos subintervalos en una partición etiquetada P dada. Sólo estos términos 
tendrán una contribución diferente de cero a S(F; P). Por tanto, se elige $, := €/8. 

Si Pl] < ôs, sea Py el subconjunto de P con etiquetas diferentes del PP 24, 4, 
y Py el subconjunto de P con etiquetas en esos puntos. Puesto que S(F; Po) = 0, 
se observa que S(F; P) = S(F; Po ) + S(F; P 1) = S(F; P1). Puesto que hay a lo sumo 
ocho términos en S(F; P 4) y cada término es < 1 > Ó,, se concluye que 0 < S(F; P) 
= S(F; P1) < 88; = £. Por tanto, F € RIO, 1] y f, F=0. 

e) Sea G(x) := l/n para x= 1/n (n e N) y G(x) := 0 en cualquier otro punto de [0, 1]. 

Daaa €> 0, sea E, el conjunto (finito) de puntos donde G(x) > e, sea n, el 
número de puntos en E, y sea Ó, := £/Qn¿). Sea P una partición etiquetada tal que 
|IP|| < 6,. Sea Py el subconjunto de P con etiquetas fuera de E, y sea P, el sub- 
conjunto de P con etiquetas en Ep. Como en el inciso d), se tiene 


-0<S(G;P)=5S(G;P)<(2n,)0, = 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se concluye que G e RIO, 1] y de G=0. c 
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Algunas propiedades de la integral . di 


` Las dificultades presentes al determinar el valor de la integral y de ô, sugieren que 
sería de gran utilidad contar con algunos teoremas generales. El primer resultado 
en esta dirección permite formar ciertas combinaciones algebraicas de funciones 
integrables. 


7.1.4 Teorema  Suponer que fy g están en R[a, b]. Entonces: 
a) Sike R, la función kf está en R[a, b] y 


b b 
f uf f. 


b) La función f+ g está en R[a, b] y 


Profr fs 


c) Si f(x) < g(x) para toda x € [a, b], entonces 


Pre 


Demostración. Si P = (([x;_1, xil, t)Y!_, es una partición etiquetada de [a, b], 
entonces es un ejercicio sencillo demostrar que 


SULP)=S (LP), S(f+gP)=S (LP) +S (83 P), 
SAP) S Sg; P). 

Se le deja al lector demostrar que la afirmación del inciso a) se sigue de la pri- 
mera igualdad. En calidad de ejemplo, se completarán las demostraciones de los 
incisos b) y c). 

Dada € > 0, puede recurrirse al razonamiento usado en la demostración del 


teorema de unicidad 7.1.2 para construir un número ô; > 0 tal que si P es cual- 
quier partición etiquetada con ||P||< ôs entonces 


: b 
S (e; P)- f g 
a 
Para establecer el inciso b), se observa que 


. b b . ʻi b b 
su+spr(fr+f e) supresor fr fe 


b b 
sub f spe- fs 


<e/2+€/2=E€. 


pb 
sup S S < £/2. (4) 


< £€/2 y 


< 
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Puesto que £ > 0 es arbitraria, se concluye que f + g e R[a, bj y que su integral 
es la suma de las integrales de f y g. 
Para establecer el inciso c), se observa que la desigualdad del triángulo aplica- 


da a (4) implica 


b > f b 
f rmen<sa1i5) y seh f g+el2. 


Si se usa el hecho de que S(f; P) < S(g; P), se tiene 


Jefe 


Pero, ya que £ > 0 es arbitraria, se concluye que J: fs f g. Q.E.D. 
Teorema de acotabilidad 


Se demuestra a continuación que una función no acotada no puede ser Riemann 
integrable. 


7.1.5 Teorema Sife Rf[a, b], entonces f está acotada en [a, b]. 


Demostración. Suponer que f es una función no acotada en Rf[a, b] con integral 
L. Entonces existe Ô > 0 tal que si P es cualquier partición etiquetada de [a, b] 
con [Pl] < 8 entonces se tiene IS(f, P) — E| < 1, lo cual implica que 


[SP <|L|+1. (5) 


Ahora, sea Q = ([x;_¡, x;])/;-, una partición de [a, b] con |l Q || < ô. Puesto que |f] 
no está acotada en [a, b], entonces existe al menos un subintervalo en Q, digamos 
[Xg-1> Xp], donde |f| no está acotada -pues si |f| está acotada en todo subintervalo 
[x-1 xi] por M; entonces está acotada en [a, b] por máxíM,, >, Mp} 

Se escogerán ahora etiquetas para Q que llevarán a una contradicción en (5). 
Se etiqueta Q por t; := x; para i + k y se escoge ty € [xz_1, X4] tal que 


COCER EE 4090, = 1,0): 


ifk 


Por la desigualdad del triángulo (en la forma |A + B| > |A| — |B]), se tiene 


ISG; Dafa adl- 000 ->L 


iżk 


que contradice (5). Q.E.D. 
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Se concluye esta sección con un ejemplo de una función que es discontinua en 
todo número racional y no es monótona, pero que, no obstante, es Riemann inte- 
_grable. 

e 7.1.6 Ejemplo Se considera la función de Thomae h : [0, 1] — R definida, como 
a en el ejemplo 5.1.5h, por A(x) :=0 six e [0, 1] es irracional, h(0) := 1 y por 
o h(x) := 1/n six e [0, 1] es el número racional x = m/n, donde m, n e N no tienen 
factores enteros comunes excepto 1. En el ejemplo 5.1.5h se vio que h es continua 
en todo número irracional y que es discontinua en todo número racional en [0, 1]. 

Se demostrará ahora que h e RJO, 1]. 

Sea £ > 0; entonces el conjunto E, := {x € [0, 1] : A(x) 2 g/2) es un conjunto 
finito. Se hace que n, sea el número de elementos en E, y sea Ó, := €/(4n,). Si P 
es una partición etiquetada con Ilpll < ó,, sea P, el subconjunto de P que tiene eti- 
quetas en E, y sea P, el subconjunto de P que tiene etiquetas en cualquier otro 
punto de [0, 1]. Se observa que P} tiene a lo sumo 27, intervalos cuya longitud 
total es < 2n¿9,= /2 y que 0 < X(t;) < 1 para cada etiqueta en P}. La longitud total 
de los subintervalos en P, también es < 1 y h(t,) < €/2 para toda etiqueta en P,. Se 
tiene, por lo tanto, 


[S(h; P)|=S(h; P)+S(h;P) <1:2n 20, +(€/2) 1=8. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se infiere que h e RÍO, 1] con integral 0. O 


Ejercicios de la sección 7.1 
1. Si 7 :=[0, 4], calcular las normas de las siguientes particiones: 


a) P¡:=(0, 1,2, 4), b) P,:=(0,2,3,4), 
e) P3:=(0, 1, 1.5, 2, 3.4, 4), d) P4 := (0, .5, 2.5, 3.5, 4). 


2. Si f(x) := x? para x e [0, 4], calcular las siguientes sumas de Riemann, donde P, tiene 
los mismos puntos de partición que en el ejercicio 1 y las etiquetas se seleccionan como 
se indica. 


a) P, con las etiquetas en los puntos terminales izquierdos de los subintervalos. 
b) P; con las etiquetas en los puntos terminales derechos de los subintervalos. 
c) Ph con las etiquetas en los puntos terminales izquierdos de los subintervalos. 
d) P, con las etiquetas en los puntos terminales derechos de los subintervalos. 


3. Demostrar que f: [a, b] > R es Riemann integrable en [a, b] si y sólo si existe Z e R 
tal que para toda e > 0 existe ô, > 0 tal que, si P es cualquier partición etiquetada con 


norma ||P||< $, entonces |S; P) — L! < e. 
4. Sea P una partición etiquetada de (0, 3]. 


a) Demostrar que la unión U, de todos los subintervalos en P con etiquetas en [0, 1] 
satisface [0, 1 — IPN] c 0, c t0, 1 + Ill]. 
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b) Demostrar que la unión U de todos los subintervalos en P con etiquetas en [1, 2] 
satisface [1 + |]P||, 2- IPI < Us < 11 — IPI 2 + IPI. 


. Sea P := (QU, ti)};-1 Una partición etiquetada de [a, b] y sea c1 < cz. 


a) Siu pertenece a un subintervalo J; cuya etiqueta satisface c; < t; < c2, demostrar 
que cj — Ill <usc, + lèl] A 

b) Siv e [a, b] y satisface c; + IPll <v<c),- llel] , entonces la etiqueta +; de cual: 
quier subintervalo 7; que contiene a v satisface f; € [c1, c,]. 


. a) Seaf(x):=2si0<x<1yf(x):=1 sil <x<2, Demostrar que fe R[O, 2] y eva- 


luar su integral. 
b) Sea A(x) :=2si0<x<1, M1) :=3 y Aœ) := 1 si1l<x<2. Demostrar que h e 
RIO, 2] y evaluar su integral. 


. Utilizar inducción matemática y el teorema 7.1.4 para demostrar que si f}, ** *, Ja están 


en R[a, b] y si k, © * °, k, e R, entonces la combinación lineal f= 3?_, k; J; pertenece 


a RJa, by if = Ef ki Jy fo 


. Sife Rl[a, b] y| f@)| <M para toda x e [a, b], demostrar que IfI < M(b - a). 


. Sife Ría, b] y si (P,) es cualquier sucesión de particiones etiquetadas de [a, b] tal que 


| È, Il > 0, mostrar que Í f=lim, Sf; Pa). 


Sea g(x) := 0 six e [0, 1] es racional y g(x) := 1/x six e [0, 1] es irracional. Explicar 
por qué g £ RÍO, 1]. Sin embargo, demostrar que existe una sucesión (P,„) de particio- 
nes etiquetadas de [a, b] tal que ||P, || — 0 y lím, S(g; P,) existe. 


Suponer que f está acotada en [a, b] y que existen dos sucesiones de particiones eti- 
quetadas de [a, b] tales que ||Ż, || > 0 y [| O, || — 0, pero tales que lím, SC(F; P,) + 


lím, S(f, Q,). Demostrar que fno está en R[a, b]. 


Considerar la función de Dirichlet, introducida en el ejemplo 5.1.5g, definida por 
FG) := 1 para x e [0, 1] racional y f(x) := 0 para x e [0, 1] irracional. Usar el ejercicio 
precedente para demostrar que f no es Riemann integrable en [0, 1]. 


Suponer que f : la, b] > R y que f(x) = 0 excepto para un número finito de puntos 
Ci **, Cc, en [a, b]. Demostrar que f e Rl[a, b] y que J f=0. 


Si ge Rla, b] y si f(x) = g(x) excepto para un número finito de puntos en [a, b], demos- 
trar que f e R[a, b] y que Sif= [i 


Suponer que c < d son puntos en [a, b]. Si py : [a, b] — R satisface Y (x) = «œ > 0 para 
xe [c,d] y p (x)= 0 en cualquier otro punto de [a, b], demostrar que p e Rla, b] y 
que f’ p= a(d- c). [Sugerencia: dada £> 0, sea Ê, := e/4a, asimismo demostrar que 
si IIPI| < 8, entonces se tiene æ (d—c—28,) < Step; P) < a (d — c + 26,).] 


Sea 0 < a < b, sea Q(x) := x? para x e [a, b] y sea P := ([xj-1, x:]HL, una partición de - 
[a, b]. Para toda i, sea q; la raíz cuadrada positiva de 


1 2 2 
(AR EXA txa) 
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17. 


13. 


a £ 

a) Demostrar que q; satisface 0 < x,, S q; S X; 

b) Demostrar que Qq); -x)= $O xp). 

c) Si O es la partición etiquetada con los mismos subintervalos que P y las mismas 
etiquetas q; demostrar que S(O; O) =} (b - a°). 


d) Usar el razonamiento del ejemplo 7.1.3c para demostrar que O € R[a, b] y 


b b 1 
f o- f x?dx = 3 (b° - a?), 
a a 


Sean0<a<byme N, sea M(x) := x” para x e [a, b] y sea P := ([[x,_1, x:1)/_, una 
partición de [a, b]. Para toda į, sea q, la m-ésima raíz positiva de 


m m~l m-1 m 
(Aaa ra +71). 


m+1 


a) Demostrar que q; satisface 0 < x, 1 S q; S Xi 


m+l m+l 
o Sox 


b) Demostrar que M (q;Xx; —x;_¡) = ET 


c) Si Q es la partición etiquetada con los mismos subintervalos que P y las mismas 


(b™+ art, 


etiquetas q;, demostrar que S(M; O) = 
m>+l 


d) Utilizar el razonamiento dado del ejemplo 7.1.3c para demostrar que Me Rla, b] 


y que 
b b 1 
M= x” dx= (pr+l - gm+l), 
a a i m>+l 


Sife Rla, b] y c e R, se define g en [a +c, b + c] por g) := f — c). Demostrar que 
ge Rla+c,b+c] y que [E 


atc 


g= f f. La función g se llama la traslación-c de f. 


Se empieza con la demostración del importante criterio de Cauchy. Se demuestra 
después el teorema de compresión, que se usará para establecer la integrabilidad 
de Riemann de varias clases de funciones (funciones escalonadas, funciones con- 
tinuas y funciones monótonas). Por último, se establece el teorema de aditividad. 
Se señaló ya que el uso directo de la definición requiere conocer el valor de la 
integral. El criterio de Cauchy elimina esta necesidad, pero con el costo de consi- 
derar dos sumas de Riemann en vez de una. 


7.2.1 Criterio de Cauchy Una función f : [a, b] >R pertenece a Rla, b] si y 
sólo si para toda e > 0 existe e > 0 tal que si P y Q son particiones etiquetadas 
cualesquiera de [a, b] con ||P||< ney NO || <Ne, entonces 


ISP) -SGDK e 
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Demostración. (=) Si fe Rla, b] con integral L, sea Ne := Óg/2 > 0 tal que siP, 
Q son particiones etiquetadas tales que [|Pl|< ney 1Q || < ne entonces 


IS(5P)-L|<el2 y |S($30)-L|<el2. 


Se tiene, por tanto, 


IS P)-S D| |S P)-L+ L-5; Q)| 
<|s(f;P)-L|+|L-S(£,0)| 
<e/2+€/2= E. 


(<=) Para toda n e N, sea ô, > 0 tal que si P y Ò son particiones etiquetadas 
con normas < ó,,, entonces 


[S(£;P)-S(f;0)|< Un. 


Evidentemente, se puede suponer que ô, > ô, para n e N; de lo contrario, se 
reemplaza 6, por ô, := mín/ 6, +, 0,3. 

Para toda n e N, sea P, una partición etiquetada con ||P, || < 8,. Desde luego, 
si m > n entonces tanto P, como P, tienen normas < 8,, de modo que 


ISP.) =S(£; Pa) |< 1n para m >n. o 
Por consiguiente, la sucesión (S(f; P,)r=, es una sucesión de Cauchy en R. Por 
tanto, por el teorema 3.5.5, esta sucesión converge en R y entonces se hace A := 


Hm S; Pin). 
Al pasar al límite en (1) cuando m — 00, se tiene 


ISP) -a|s 1/n| para toda n eN 


Para ver que A es una integral de Riemann de f, dada € > 0, sea Ke N que satis- 
face K> 2/e. Si Q es cualquier partición etiquetada con loll < ôg, entonces 


IS(L 0) Als |S(S5 0) -S (PO || SGPA] 
< UK+1VK < e. 
Puesto que € > 0 es arbitraria, entonces f e R[a, b] con integral A. Q.E.D. 


Se presentan a continuación dos ejemplos sobre la utilización del criterio de 
Cauchy. 


7.2 Funciones Riemann integrables N f 253 


7.2.2 Ejemplos a) Sea g : [0, 3] — R la función considerada en el ejemplo 
7.1.3b. En ese ejemplo se vio que si P es una partición etiquetada de [0, 3] con 
norma all < $, entonces 


8-58<5(g:P)<8+50. 
- En consecuencia, si O es otra partición etiquetada con Il Q |l < Ó, entonces 
8-58<S(g;P)<8+56. 
Si se restan estas dos desigualdades, se obtiene 
IS(g3P)-S(2:0)]<106. 


A fin de hacer este término final < £, es necesario emplear el criterio de Cauchy 
con Ne := €/20. (Se le dejan los detalles al lector.) 

b) El criterio de Cauchy puede utilizarse para demostrar que una función f: 
[a, b] > R no es Riemann integrable. Para ello, es necesario probar que: existe 
£ > 0 tal que para cualquier n > 0 existe en las particiones etiquetadas P y Q 
con PI <n y 110 l|<n tales que ISE P) - S(£ (Q) 2 £o. 

Se aplicarán estas observaciones a la función de Dirichlet, considerada en 5.1.5g, 
definida por f(x) := 1 six € [0, 1] es racional y por f(x) :=0 six e [0, 1] es 
irracional. 

En este caso se toma ey := L. Si È es cualquier partición cuyas etiquetas son en 
su totalidad números racionales, entonces S(f, P) = 1, mientras que si Q es cual- 
quier partición cuyas etiquetas son en su totalidad números irracionales, entonces 
S( F; Q) =0. Puesto que es posible tomar estas particiones etiquetadas con normas 
arbitrariamente pequeñas, se concluye que la función de Dirichlet no es Riemann 
integrable. 


El teorema de compresión 


El siguiente resultado se usará para establecer la integrabilidad de Riemann de 
algunas clases importantes de funciones. 


7.2.3 Teorema de compresión Sea f: [a, b] — R. Entonces fe Rl]a, b] si y sólo 
si para toda e > 0 existen las funciones O y O, en R[a, b] con 


0.) <f()<0¿() para toda xefa, b], (2) 


y tales que 


b 
f (@e-Qg)<E. 6) 


ha 
a 

i 

a 
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Demostración. (=>) Se toma Œ, = 0,¿= f para toda € > 0. 
(=) Sea £> 0. Puesto que 0% y @ç pertenecen a Rla, b], existe ô, > 0 tal que 
si P es cualquier partición etiquetada con Pl < Ô., entonces 


. b Í b 
sta) f Ae S(0¿:P) -f De 
a a 


De estas desigualdades se sigue que 


<E y <E. 


b 7 , b 
f As- E< SA P) y sos P< f We + E. 
a a 


Con base en la desigualdad (2), se tiene S(0t; P) < S(£;P) < SO, ; P), de donde 


b . b 
J as ess) < f Og +E. 
a a 


Si Ò es otra partición etiquetada con lall< ôs, entonces también se tiene 


b f b 
f Os -e< s0) < f 0, tE. 


Si se restan estas dos desigualdades y se usa (3), se concluye que 
A | $ b b 
[scr Bs: ó)< f Og -f Oe +28 
a a 
| b 
-f (Oe — 0) +2E<3 €. 
a 


Puesto que £> 0 es arbitraria, el criterio de Cauchy implica que f e R[a, b]. QED. , 
Clases de funciones Riemann integrables 


El teorema de compresión suele usarse con respecto a la clase de las funciones 


escalonadas. Se recuerda de la definición 5.4.9 que una función y : [a,b] >Res 


una función escalonada si tiene tan sólo un número finito de valores diferentes, 
con cada valor siendo asumido en uno o más subintervalos de [a, b]. Para ilustra- 
ciones de funciones escalonadas, véanse las figuras 5.4.3 o 7.1.4. 


7.2.4 Lema Si J es un subintervalo de [a, b] con puntos terminales c < d y si 
Q) = 1 para x e J y Qx) := 0 en cualquier otro punto en [a, b], entonces Qy € 


Ria, b] y j py =d=c. 
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Demostración. Si J= |[c, d] con c < d, se trata del ejercicio 7.1.15 y es posible 
elegir 0, := €/4. Puede darse una demostración similar para los otros tres subinter- 
valos que tienen estos puntos terminales. De manera alternativa, se observa que 
puede escribirse 


Ped) = Plead] Plad] Pica] FP ca TP ee Y Ped) = Plea) Ple]: 
Puesto que L Ptc] = 0, estas cuatro funciones tienen una integral igual a d — c. 
QED. 
Es un hecho importante que toda función escalonada es Riemann integrable. 
7.2.5 Teorema Si: [a,b] — R es una función escalonada, entonces y € Rla, b]. 
Demostración. A las funciones escalonadas del tipo que aparece en 7.2.4 se les 
llama “funciones escalonadas elementales”. En el ejercicio 5 se demuestra que 


una función escalonada arbitraria p puede expresarse como una combinación li- 
neal de funciones escalonadas elementales: 


m 
p= Sh PJ» (4) 
j=l 


donde J; tiene puntos terminales c; < d. El lema del teorema 7.1.4a,b implica que 
p € R[a, b] y que 


b m 
S Ea -e © 
j=1 


QED. 


Se usa a continuación el teorema de compresión para demostrar que una fun- 
ción continua arbitraria es Riemann integrable. 


7.2.6 Teorema Sif: [a,b] —>R es continua en [a, b], entonces fe Rf[a, b]. 


Demostración. Del teorema 5.4.3 se sigue que fes uniformemente continua en 
[a, b]. Por lo tanto, dada £ > 0 existe ô, > 0 tal que si u, v e [a, b] y lu— v| < 0;, 
entonces se tiene | f(u) — fœ) < e/(b — a). 

Sea P = ((1));2., una partición tal que all < Ó,, sea u; e I; un punto donde 
f alcanza su valor mínimo en I; y sea v; € J; un punto donde f alcanza su valor 
máximo en Í; 

Sea 0%, la función escalonada definida por œs) := f(u) para x € [x,_1, 1] (1= 
1, A — 1) y Ox) = f(u) para x € [x,_¡, Xy]. Sea que 00, esté definida del 
mismo modo usando los puntos v; en lugar de los puntos u,. Se tiene entonces 


a xS (00) <0,(x) paratoda xela,bl. 
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Además, es evidente que 


b n 
os f 0-095 Ys) FU 2509) 
ha ojal 


í € 
< >; Jo Xi) = €. 


i=1 


Por lo tanto, del teorema de compresión se sigue que fe Rla, b]. Q.E.D. 


Las funciones monótonas no son necesariamente continuas en todo punto, 
pero también son Riemann integrables. 


7.2.7 Teorema Sif: [a,b] — R es monótona en [a, b], entonces fe Rla, b]. 


Demostración. Suponer que f es creciente en el intervalo [a, b], a < b. Sie > 0 
está dada, se hace que q €. N sea tal que 


F po ID e 
a A < ASK, 
. q b-a 


Sea y, := f(a) + kh para k= 0, 1, +, q y considerar los conjuntos Ay := f {yp1 
yd) parak=1,>:,q-1y4y =f lyg- Yd- Los conjuntos (4,) son disjuntos 
por pares y su unión es fa, b]. El teorema de caracterización 2.5.1 implica que cada 
Aj (1) es vacío, (ii) contiene un solo punto, o (iii) es un intervalo no degenerativo 
(no necesariamente cerrado) en [a, b]. Se descartan los conjuntos para los que se 
cumple (1) y se renombran los restantes. Si se incluyen los puntos terminales de 
los intervalos (4) restantes, se obtienen los intervalos cerrados (1,3. Es un ejer- 
cicio demostrar que los intervalos renombrados (4,)f_,son disjuntos por pares, 
que satisfacen [a, b] = Uf, Az y que fŒ) € [Yri yr] para x € Ap. 
Se definen ahora las funciones escalonadas œs y (o, en [a, b] haciendo 


Oc (X):=Yp1 Y  Og(X)'=)p para xe€ Az. 


Es evidente que aex) < fx) < 0, (x) para toda x e [a, b] y que 


A 4 
f (Og -a)= Y Or YD T Xk-1) 


k=1 


q 
= Y ha -xpa =h (ba) < e. 


k=1 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, el teorema de compresión implica que f e R[a, bj. 
Q.E.D. 
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El teorema de aditividad PERT ENI 


- Se vuelve ahora a las funciones Riemann integrables arbitrarias. El siguiente 
resultado establece que la integral es una “función aditiva” del intervalo donde se 
integra la función. Esta propiedad no es ninguna sorpresa, pero su demostración 
es un tanto complicada y puede omitirse en una primera lectura. 


7.2.8 Teorema de aditividad Sea f: fa, b] — R y sea ce (a, b). Entonces fe 
Ría, b) si y sólo si sus restricciones a [a, c] y [c, b] son ambas Riemann integra- 


bles. En este caso, 
b c b 
f f= f f+ f E (6) 


Demostración. (<=) Suponer que la restricción f, de fa [a, c} y la restricción f 
de fa [c, b] son Riemann integrables a L; y L3, respectivamente. Entonces, dada 
£>0 existe Ó' > 0 tal que si P es una partición etiquetada de (a, c) con IA li <0", 
entonces |S(f1; P4) — L| < €/3. También existe 9” > 0 tal que si P, es una parti- 
ción etiquetada de [c, b] con ||P, || < 8” entonces |S( fs Pa) > Lo] < €e/3. Si M es 
una cota de |f], se define 8, := míní ô’, $”, e/6M) y sea P una partición etiqueta- 
da de [a, b] con |] 18) ll < ô. Se demostrará que 


[S(£:0)-(L, +L,)|<e. (7) 


(i) Si c es un punto de partición de Q, se divide Q en una partición Q; de (a, c] 
y una partición Q; de [c, b]. Puesto que S(f; Q)=S(f; Q1) +S; Q2), y ya que 
Q; tiene norma < Ó' y Q, tiene norma < 6”, la desigualdad (7) es clara. 


(id) Si c no es un punto de partición en Q = {Qp 1) } {y existe k < m tal que 
C € (Xp Xp). Se hace que Q; sea la partición etiquetada de [a, c] definida por 
QU pte Uka Ej do (gp Eb 0), 
y que Q; sea la partición etiquetada de [c, b] definida por 


Q, = (ie, Xb c), ¡Cra Crd (Imt m J} 


Un cálculo directo indica que 


SFO- SFA- SO) = SUNE ra) AONE — Agp) 
= t) SACD E = Xj) 
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de donde se sigue que 
ISG: O) - S(S30)-S(F50))|£2M(x7 — xp 1) < €/3. 
Pero como l| 0; II ô< y lo, |! < ô < 0”, se sigue que 
IS(£:Q)-L1|<e/3 y |S; Q) -L,|< e/3, 


de donde se obtiene (7). Puesto que £ > 0 es arbitraria, se infiere que fe Rl[a, b] 
y que se cumple (6). 


(>) Se supone que fe Ria, b] y, dada €> 0, se hace que ne> 0 satisfaga el cri- 
terio de Cauchy 7.2.1. Sea f la restricción de fa [a, c] y sean P4, O, particiones 
etiquetadas de [a, c] con ||P, l|< ney (10, ||< ne Al agregar puntos de partición 
y etiquetas adicionales de [c, b],P, y O, pueden ampliarse a particiones etiqueta- 
das P y O de [a, b] que satisfacen ||P ||< ney || 0 || < ne Si se utilizan los 
mismos puntos y las etiquetas adicionales en [c, b] tanto para P como para Q, 
entonces 


SP) -SO 0) =SY5P)-S; 9). 


Puesto que tanto P como Y tienen norma < Ne, entonces ISA; PY=S(4, Q| < e. 
Por lo tanto, la condición de Cauchy establece que la restricción f} de fa [a, c] 
está en R[a, c]. Del mismo modo, se observa que la restricción f, de fa [c, b] está 
en Ric, d]. 

La igualdad (6) se sigue ahora de la primera parte del teorema. Q.E.D: 


7.2.9 Corolario Sife Rfa, bj, y sí [c, d] c [a, b], entonces la restricción de f a 
[c, d] está en R[c, d]. 


Demostración. Puesto que fe Rfa, b] y c e fa, b}, del teorema se sigue que su 
restricción a [c, b] está en RIc, b]. Pero sid e [c, b], entonces otra aplicación del 
teorema establece que la restricción de fa [c, d] está en Ric, d]. Q.E.D: 


7.2.10 Corolario Sife Rla, b]ysia=cg< c<: < Cn =b, entonces las res- 
tricciones de f a cada uno de los subintervalos [c;_,, ci] son Riemann integra- 


bles y 
b m č 
LF 
e 


i 


Hasta este punto se ha considerado la integral de Riemann en un intervalo 
[a, b] donde a < b. Es conveniente tener la integral definida en términos más gene- 
rales. a 
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7.2.11 Definición Sif e Ria, b] y si a Be [a, b] con æ< p, se definen 


Er fs y Uso 


7.2.12 Teorema Sif e R[a, b] y si &, B, y son números reales cualesquiera en 


_ [a, b], entonces 
B Y B 
f s= f sf S, (8) 


en el sentido de que la existencia de cualesquiera dos de estas integrales implica 
la existencia de la tercera integral y la igualdad (8). 


Demostración. Si cualesquiera dos de los números &, ß, yson iguales, entonces 
(8) se cumple. Por tanto, puede suponerse que los tres números son diferentes. 
Por consideraciones de simetría, se introduce la expresión 


L(o,B,y):= Enf a 


Es claro que (8) se cumple si y sólo si L(œ, B, y) = 0. Por lo tanto, para establecer 
la afirmación, es necesario demostrar que L = 0 para las seis permutaciones de los 
argumentos 0%, PB y y. 

Se observa que el teorema de aditividad 7.2.8 implica que L(a,, P, y) =0 cuan- 
do œ< y< B. Pero es sencillo ver que tanto L(B, y, 0%) como L(y, œ, B) son iguales 
aL(o, P, y). Además, los números 


L(B,a,y), Lla,y,B), y L(y,B,a) 


son todos iguales a —L(a%, pP, y). Por lo tanto, L se anula para todas las posibles con- 
figuraciones de estos tres puntos. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 7.2 


1. Sea f: [a, b] > R. Demostrar que f£ R[a, b] si y sólo si existe £ọ > 0 tal q para toda 
n € N existen las particiones etiquetadas P, yO, con |P, l| < 1/n y 110, | <1/n tales 
que SG P,- S; O)! Es €- 


2. Considerar la función h definida por h(x) :=x + 1 para x e [0, 1] racional y h(x) := 0 
para x € [0, 1] irracional. Demostrar que 4 no es Riemann integrable. 


3. Sea H(x) := k para x = 1/k (k e N) y Hœ) := 0 en cualquier otro punto de [0, 1]. Usar 
el ejercicio 1, o el razonamiento empleado en 7.2.2b, para demostrar que H no es 
Riemann integrable. 
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4. Si a(x) :=-x y O(0) :=x, y si a(x) < fx) < @(x) para toda x e [0, 1], ¿del teorema de 
compresión 7.2.3 se sigue que f e RIO, 112 


5. Si J es cualquier subintervalo de [a, b] y si gz) := 1 para x e J y qy(x) := 0 en cual- 
quier otro punto de La, b], se dice que gyes una función escalonada elemental en 
[a, b]. Demostrar que toda función escalonada es una combinación lineal de funciones 
escalonadas elementales. 


6. Si y: [a, b] > R asume sólo un número finito de valores diferentes, ¿es yuna función 
escalonada? 


7. Si S(f, P) es cualquier suma de Riemann de f: [a, b] —> R, demostrar que existe una 
función escalonada q : [a, b] > R tal que f? = Sf; D). 


8. Suponer que fes continua en fa, b], que f(x) > 0 para toda x e [a, b] y que Je f=0. 
Demostrar que f(x) = 0 para toda x e [a, b]. 


9. Demostrar que la hipótesis de continuidad en el ejercicio precedente no puede omitirse, 


10. Si f y g son continuas en [a, b] y si ES f= E g, demostrar que existe c e [a, b] tal que 


Ac) =8(0). 


11. Si festá acotada por M en [a, b] y si la restricción de fa cada intervalo [c, b] donde 
c € (a, b) es Riemann integrable, demostrar que f e Rla, b] y que l4 f> i f cuando 
c > a+. [Sugerencia: sea &(x) := -M y 0,(x) := M para x € [a, c) y &x) := 0,(x) := 
fœ) para x e [c, b]. Aplicar el teorema de compresión 7.2.3 para c lo suficientemente 
cerca de a.] 


12. Demostrar que g(x) := sen(1/x) para x e (0, 1] y £(0) := 0 pertenece a R[O, 1]. 


13. Dar un ejemplo de una función f : [a, b] —> R que esté en RI[c, b] para toda c e (a, b) O 
pero que no esté en Ra, b]. . 


14. Suponer que f : [a, b] >R, que a = co < c1 < '* < Cm = b y que las restricciones def 
a [c1 c;] pertenecen a Rc, ci para i= 1,- +, m. Demostrar que f € Rla, b] y qüe 
se cumple la fórmula del corolario 7.2.10. 


15. Sif está acotada y existe un conjunto finito E tal que fes continua en todo punto de 
[a, DN E, demostrar que f e Ria, bl. 


16. Si fes continua en [a, b], a < b, demostrar que existe c e [a, b] tal que se tiene [f= a 
F(c) (b — a). Este resultado se llama el teorema del valor medio para integrales. 


17. Sif y g son continuas en [a, b] y g(x) > 0 para toda x e [a, b], demostrar que existe . 
c € la, b] tal que f fea=f(c) fi g. Demostrar que esta conclusión no se cumple sino . 
se tiene g(x) > 0. (Adviértase que este resultado es una ampliación del ejercicio pre- 
cedente.) a 


18. Sea f continua en [a, b], sea f(x) > 0 para x e [a, b] y sea M, := (fp? Demostrar . 
que lín(M,,) =sup(f(0) :x e [a, b]}. a 
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19. Suponer que a > 0 y que fe R|[-a, al. 


a) Sifes par (es decir, si fí=x) = fŒ) para toda x e [0, a]), demostrar que a f=2 de f. 
b) Sifes impar (es decir, si ~x) = Fx) para toda x e [0, a]), demostrar que E, f=0. 
20. Suponer que f: [a, b] > R y que n € N. Sea P, la partición de [a, b] en n subinterva- 
los que tienen la misma longitud, de tal modo que x; := a + i(b — a)}/n para i = 0, 1, ++, n. 
Sea Li) = SO Pa) Y RO = SC; Par), donde P,, tiene sus etiquetas en los pun- 


tos terminales izquierdos y 7, tiene sus etiquetas en los puntos terminales derechos 
de los subintervalos [x;..,, x;]. 


a) Sifes creciente en [a, b], demostrar que L, (f) < R (f) y que 


(b-a) 


0< R, -L A) = (r-a) 


b) Demostrar que f(aXb — a) S L, (f) < fa f < R,(S) SFOND — a). 
c) Sifes decreciente en [a, b], obtener una desigualdad similar a la del inciso a). 
d) Sif e Rla, b] no es monótona, demostrar que f fno necesariamente está entre 


La) Y RD). 


21. Si fes continua en [-a, a], demostrar que f“, fG2)dx =2 N f02)ax. 


22. Si f es continua en [-1, 1], hay que demostrar que q cos x)dx = de 2 f(sen x)dx = 
1 de J(sen x)dx. [ Sugerencia: examinar ciertas sumas de Riemamn.] 


Se explora a continuación la conexión entre las nociones de la derivada y la inte- 
gral. De hecho, hay dos teoremas que se relacionan con este problema: uno tiene 
que ver con la integración de una derivada y el otro con la derivación de una inte- 
gral. Estos teoremas, tomados en conjunto, se llaman el teorema fundamental del 
cálculo. En términos generales, estos teoremas implican que las operaciones de 
derivación e integración son inversas entre sí. Sin embargo, hay algunos puntos 


sutiles que no deberán pasarse por alto. 


El teorema fundamental (primera forma) 


La primera forma del teorema fundamental proporciona una base teórica del méto- 
do para calcular una integral que el lector aprendió en cálculo. Afirma que si una 
función fes la derivada de una función F, y que si f pertenece a Ra, b], entonces 
la integral J J puede calcularse por medio de la evaluación F j := F(b) — Fla). 
Una función F tal que F’ (x) = f(x) para toda x e [a, b] se denomina una antideri- 
vada o una primitiva de fen [a, b]. Así, cuando f tiene una antiderivada, es muy 
simple calcular su integral. 

En la práctica, es conveniente permitir algunos puntos excepcionales c donde 
F' (c) no existe en R o donde no es igual a f(c). Resulta ser el caso que puede per- 
mitirse un número finito de tales puntos excepcionales. 
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7.3.1 Teorema fundamental del cálculo (primera forma) Suponer que existe 
un conjunto finito E en [a, b] y las funciones f, F : [a, b] — R tales que: 


a) F es continua en [a, b], 

b) FG) = 109) para toda x € [a, bNE,. 

c) fpertenece a Rla, b]. : 
Entonces se tiene 


b 
Pro. o) 


Demostración. Se demuestra el teorema en el caso en que E := (a, bj. El caso 
general puede obtenerse descomponiendo el intervalo en la unión de un número 
finito de intervalos (véase el ejercicio 1). 

Sea £ > 0 que está dada. Dado que fe Rl[a, b] por el supuesto c), existe O, > 0 
tal que si P es cualquier partición etiquetada con PI < ô, entonces 


sub fs 


Si los subintervalos en P son [x;_;, x;], entonces el teorema del valor medio 6.2.4 
aplicado a F en [x;_,, x,] implica que existe u; € (x;_¡, x;) tal que 


<e. D 


Fæ- F= EF u) ŒS xa) para i=1,,n. 


Al sumar estos términos se observa el efecto telescópico de la suma y, usando el 
hecho de que F” (u) = f (u;), se obtiene 


FO)- Fla) = Y (Fa) Ea) Y, S UA ra) 


i=l i=1 


Ahora, sea P, := (([x;_1, x;], 4) y por lo que la suma de la derecha es igual a 
S(f; P,). Al sustituir F(b) — F(a) = S(f; P,,) en (2) se concluye que 


<E. 


b 
F(b) -F (a) -f f 


Pero como £> 0 es arbitraria, se infiere que la ecuación (1) se cumple. Q.E.D. 


Observación Si la función F es derivable en todo punto de [a, b], entonces (por 
el teorema 6.1.2) la hipótesis a) se satisface automáticamente. Si fno está definida 
en algún punto c e E, se toma f(c) := 0. Incluso cuando F es derivable en todo 
punto de [a, b], la condición c) no se satisface automáticamente, ya que existen 
funciones F tales que F’ no es Riemann integrable. (Véase el ejemplo 7.3.2e.) 
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7.3.2 Ejemplos a) Si F(x) := tx? para toda x e [a, b], entonces F” (x) = x para 
toda x € [a,b]. Además, f= F" es continua y en consecuencia está en R[a, b]. Por 
lo tanto, el teorema fundamental (con £ = 0) implica que 


En 
a Í x dx = P(b)— F(a) =(02 —a2), 


b) Si G(x) := arctan x para x € [a, b], entonces G'(x) = 1/2 + 1) para toda x € 
[a, b]; G’ también es continua y en consecuencia está en R[a, b]. Por lo tanto, el 
teorema fundamental (con E = Ø) implica que 


b 

1 

f dx = arctan b — arctan a. 
a x2 +1 


€) Si A(x) := |x| para x e [-10, 10], entonces 4'(x) =—1 six e [-10, 0) y 4'(x) = 
+1 sixe (0, 10]. Al recordar la definición de la función signo (en 4.1.10b), se tiene 
A' (x)= sgn(x) para toda x e [-10, 100). Puesto que la función signo es una fun- 
ción escalonada, pertenece a R[-10, 10]. Por lo tanto, el teorema fundamental 
(con E= (07) implica que 


10 
f sgn(x)dx = A (10) - A (-10) = 10 -10 = 0. 
—10 


d) Si Hx) :=2 Vx para x € [0, b], entonces H es continua en [0, b] y H'(x) = 1Wx 
para x e (0, b]. Puesto que 4 := H’ no está acotada en (0, b], no pertenece a 
RIO, b] sin importar cómo se defina X(0). Por lo tanto, el teorema fundamental 
7.3.1 no es aplicable. (Sin embargo, en el ejemplo 10.1.10a se verá que A es una 
función Riemann integrable generalizada en [0, b].) 


e) Sea K(x) := x2 cos(1/12) para x e (0, 1] y sea K(0) := 0. De la regla del produc- 
to 6.1.3c y de la regla de la cadena 6.1.6 se sigue que 


K'(x) = 2x cos(1/x?) + (2/x) sen(1/x?) para xe (0, 1]. 


Además, como en el ejemplo 6.1.7d, se tiene K'(0) = 0. Por tanto, K es continua y 
derivable en todo punto de [0, 1]. Puesto que el primer término de K” es continuo 
en [0, 1], pertenece a R[O, 1]. Sin embargo, el segundo término de K’ no está aco- 
tado, por lo que no pertenece a RÍO, 1]. Por consiguiente, K’ £ R[O, 1] y el teo- 
rema fundamental 7.3.1 no se aplica a K”. (Sin embargo, en el ejemplo 10.1.10b 
se verá que K” es una función Riemann integrable generalizada.) 


El teorema fundamental (segunda forma) 


Se considera ahora el teorema fundamental (segunda forma) cuando se quiere 
derivar una integral que incluye un límite superior variable. 


7.3.3 Definición Si f e R[a, b], entonces a la función definida por 


F(z) a7 para z ela, bl, 6) 
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se le llama la integral indefinida de f con punto base a. (En ocasiones se usa 
como punto base otro punto en lugar de a; véase el ejercicio 6.) 


Se demuestra primero que si f e Rl[a, b], entonces su integral indefinida F 
satisface una condición de Lipschitz; por consiguiente, F es continua en [a, b]. 


7.3.4 Teorema La integral indefinida E definida por (3) es continua en [a, b]. 
De hecho, si f(x}, < M para toda x e [a, b], entonces |F(z) — E(w) € Miz — w| para 
toda z, w € [a, bl. 


Demostración. El teorema de aditividad 7.2.8 implica que si z, w € [a, b] y que 
w <z, entonces 


r@= f rf af serw f s 


de donde se tiene 


z 
F(z) - F(w) = f f. 
w 
Ahora bien, si -M < f(x) < M para toda x e [a, b], entonces el teorema 7.1.4c 
implica que 


-M(z-w)< [rsuc—w, 
de donde se sigue que 
Feo- rwjs| fs 


como se afirmó. Q.E.D: 


<M|z-w), 


Se demuestra a continuación que la integral indefinida F es derivable en cual- 
quier punto donde f es continua. 


7.3.5 Teorema fundamental del cálculo (segunda forma) Sea fe Rla, b] y 
sea f continua en un punto c € [a, b]. Entonces la integral indefinida, definida por 
(3), es derivable en c y F'(c) = £(c). 


Demostración. Se supone que c € [a, b) y se considera la derivada de la dere- 


cha de F en c. Puesto que f es continua en c, dada £ > 0 existe 1, > 0 tal que si 
Cc<x<c+ Ng, entonces 


Mo) e< f(x) < Mc) + e. (4) 
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Sea h que satisfaga 0 < h < Ne El teorema de aditividad 7.2.8 implica que fes inte- 
grable en los intervalos [a, c], [a, c + h] y [c, c + h] y que 


c+h 
Fern- Fto)= f f> 


Ahora bien, en el intervalo [c, c + A] la función f satisface la desigualdad (4), por 
lo que (por el teorema 7.1.4c) se tiene 


c+h 
(S-E) h< F(c+ ==] FS +8) h. 


Al dividir entre A > 0 y restar f(c), se obtiene 


F(c+h)- E(c) 
h 


SE. 


= Fc) 


Pero, dado que € > 0 es arbitraria, se concluye que el límite por la derecha está 
dado por 


lím F(c+h)-F(c) 


q NO) 


Se demuestra de la misma manera que el límite por la izquierda de este cociente 
diferencial también es igual a f(c) cuando c e (a, b], de donde se sigue la afirma- 
ción. Q.E.D. 


Si fes continua en la totalidad de [a, b], se obtiene el siguiente resultado. 


7.3.6 Teorema Si fes continua en [a, b], entonces la integral indefinida F, defi- 
nida por (3), es derivable en [a, b] y F'(x) = f(x) para toda x e [a, b]. 


El teorema 7.3.6 puede resumirse así: si f es continua en [a, b], entonces su 
integral indefinida es una antiderivada de f Se verá a continuación que, en gene- 
ral, la integral indefinida no es necesariamente una antiderivada (sea porque la 
derivada de la integral indefinida no existe o porque no es igual a f(x). 


7.3.7 Ejemplos a) S1 f(x) :=sgn x en [-1, 1], entonces fe R[-1, 1] y tiene la 
integral indefinida F(x) := |x| — 1 con el punto base —1. Sin embargo, ya que F'(0) 
no existe, F no es una antiderivada de fen [-1, 1]. 

b) Si A denota la función de Thomae, considerada en 7.1.6, entonces su integral 
indefinida A(x) := Sh es una identidad con 0 en [0, 1]. Aquí, la derivada de esta 
integral indefinida existe en todo punto y H'(x) = 0. Pero H' (x) + h(x) siempre que 
xe QN[0, 1], por lo que H no es una antiderivada de A en [0, 1]. 


S 
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Teorema de sustitución A EE A E E EEE 


El siguiente teorema proporciona la justificación para el método de “cambio de 
variable” que se usa con frecuencia para evaluar integrales. Este teorema se 
emplea (por lo general de manera implicita) en la evaluación por medio de proce- 
dimientos que incluyen la manipulación de “diferenciales”, los cuales son comu- 
nes en cursos elementales. 


7.3.8 Teorema de sustitución Sea J := [o., B] y sea que y : J —>R tenga deri- 
vada continua en J. Si f£ : I — R es continua en un intervalo 1 que contiene a (J); 
entonces 


P p(B) 
f SOD- p (t)dt= f j f œ)dx. (5) 
(0 pla 


La demostración de este teorema se basa en la regla de la cadena 6.1.6 y sus 
líneas generales se describen en el ejercicio 15. Las hipótesis de que f y py” son 
continuas son restrictivas, pero se usan a fin de asegurar la existencia de la inte- 
gral de Riemann en el primer miembro de (5). 


dt. 


4 
7.3.9 Ejemplos a) Considerar la integral f sen Vt 
; A T 
Aquí se sustituye p(1) := Vt para t€ [1, 4], de tal modo que p'(1)=1/(2V 1) es 
continua en [1, 4]. Si se hace f(x) := 2 sen x, entonces el integrando tiene la forma 
(fo 0): p' y, así, el teorema de sustitución 7.3.8 implica que la integral es igual 
a J? 2 sen x dx=-2 cos x =2(cos 1 — cos 2). 


j i 
b) Considerar la integral f sen vt 


dt. 
o Je 


Puesto que p(£) := Vt no tiene derivada continua en [0, 4], el teorema de sus- 
titución 7.3.8 no es aplicable, al menos con esta sustitución. (De hecho, no es evi- 
dente que esta integral exista; sin embargo, puede aplicarse el ejercicio 7.2.11 para 
llegar a esta conclusión. Después podría aplicarse el teorema fundamental 7.3.1 a. 
F(0) := 2 cos Vt con E := {0} para evaluar esta integral.) Ea 


En la sección 10.1 se presenta un teorema de sustitución de mayores alcances 
para la integral de Riemann generalizada. | 


Criterio de integrabilidad de Lebesgue 


Se presenta a continuación la enunciación del decisivo teorema debido a Henri 
Lebesgue (1875-1941) que da una condición necesaria y suficiente para que una 
función sea Riemann integrable; se presentan asimismo algunas aplicaciones de 
este teorema. Para establecer este resultado es necesario introducir la importante 
noción de conjunto nulo. 
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Atención Algunas personas usan el término “conjunto nulo” como sinónimo del 
término “conjunto vacío” en referencia a 0 (= al conjunto que no tiene elementos). 
Sin embargo, aquí el término “conjunto nulo” se usa de conformidad con la 
siguiente definición, como es habitual en la teoría de la integración. 


7.3.10 Definición a) Se dice que un conjunto Z c R es un conjunto nulo si 
para toda e > 0 existe una colección contable ((az, bi));21 de intervalos abiertos 
- tales que 


00 00 
zeļ jant) y Y (6¿-a)<e. (6) 
k=1 k=l 


b) Si Q(x) es un enunciado acerca del punto x e /, se dice que Q(x) se cumple 
casi en todas partes de / (o para casi toda x e 1), si existe un conjunto nulo Z c 7 
tal que Q(x) se cumple para toda x e J\Z. En este caso puede escribirse 


Q(x) paratoda xel 


Es trivial que cualquier subconjunto del conjunto nulo es también un conjun- 
to nulo y es fácil ver que la unión de dos conjuntos nulos es un conjunto nulo. A 
continuación se presenta un ejemplo que puede resultar muy sorprendente. 


7.3.11 Ejemplo El conjunto Q; de los números racionales en [0, 1] es un con- 
junto nulo. 


Se enumera Q} = [r1, r2, * © +}. Dada € > 0, se observa que el intervalo abierto 
Jı := (r1 — €/4, r1 + e/4) contiene a r; y tiene longitud £/2; asimismo, el intervalo 
abierto J} := (r3 — €f8, r2 + €/8) contiene a r, y tiene longitud e/4. En general, el 
intervalo abierto 


3 € p 
=| r = ¿E 
k K aktli? E k+l 


contiene al punto r; y tiene longitud £/2*. Por lo tanto, la unión |J% Jų de estos 
intervalos abiertos contiene a cada punto de Q¡; además, la suma de las longitu- 
des es Xz (€/2*) = e. Puesto que € > 0 es arbitraria, Q; es un conjunto nulo. 


El razonamiento que acaba de presentarse puede modificarse para demostrar 
que: todo conjunto contable es un conjunto nulo. Sin embargo, puede demostrar- 
se que existen conjuntos nulos no contables en R; por ejemplo, el conjunto de 
Cantor que se introduce en la definición 11.1.10. 


Se formula a continuación el criterio de integrabilidad de Lebesgue, el cual 
afirma que una función acotada en un intervalo es Riemann integrable si y sólo si 
sus puntos de discontinuidad forman un conjunto nulo. 
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7.3.12 Criterio de integrabilidad de Lebesgue Una función acotada f: [a, b] => R 
es Riemann integrable si y sólo si es continua casi en todas partes de [a, b]. 


En el apéndice C se presenta una demostración de este resultado. Sin embar- - 
go, se aplica aquí el teorema de Lebesgue a algunas funciones específicas y se 
muestra que algunos de los resultados previos se siguen inmediatamente de él. 
También se usa este teorema para obtener los importantes teoremas de composi- 
ción y del producto. 


7.3.13 Ejemplos a) La función escalonada g del ejemplo 7.1.3b es continua en 
todo punto excepto en x = 1. Por lo tanto, del criterio de integrabilidad de Lebes- 
gue se sigue que g es Riemann integrable. 

De hecho, ya que toda función escalonada tiene a lo sumo un conjunto finito 
de puntos de discontinuidad, entonces: toda función escalonada en [a, b] es 
Riemann integrable. 


b) Considerando que en el teorema 5.5.4 se vio que el conjunto de puntos de dis- 
continuidad de una función monótona es contable, se concluye que: toda función 
monótona en [a, b] es Riemann integrable. 


c) La función G del ejemplo 7.1.3e es discontinua precisamente en los puntos 
D:=(1,1/2,:::, 1/n, > +}. Puesto que se trata de un conjunto contable, es un 
conjunto nulo y el criterio de Lebesgue implica que G es Riemann integrable. 


d) En el ejemplo 7.2.2b se demostró que la función de Dirichlet no es Riemann 
integrable. 

Adviértase que esta función es discontinua en todo punto de [0, 1]. Puesto que 
puede demostrarse que el intervalo [0, 1] no es un conjunto nulo, con el criterio 
de Lebesgue se llega a la misma conclusión. 


e) Sea h : [0, 1] — R la función de Thomae definida en los ejemplos 5.1.4h y 
7.1.6. 

En el ejemplo 5.1.4h se vio que 4 es continua en todo número irracional y que 
es discontinua en todo número racional de [0, 1]. Por el ejemplo 7.3.11, la fun- 
ción es discontinua en un conjunto nulo, de donde el criterio de Lebesgue impli- 
ca que la función de Thomae es Riemann integrable en [0, 1], como se estableció 
en el ejemplo 7.1.6. 


Se obtiene ahora un resultado que permitirá tomar otras combinaciones de 
funciones Riemann integrables. 


7.3.14 Teorema de composición Seafe Rla, b] con £([a, b]) c [c, d] y sea 
O: [c, d] > R continua. Entonces la composición Q o f pertenece a Rla, b]. 


Demostración. Si fes continua en un punto u e [a, b], entonces q o f también 
es continua en u. Puesto que el conjunto D de puntos de discontinuidad de fes un 
conjunto nulo, se sigue que el conjunto D; c D de puntos de discontinuidad de 
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po ftambién es un conjunto nulo. Por lo tanto, la composición ø o ftambién per- 
tenece a Rla, b]. Q.E.D. 


En el ejercicio 22 se verá que la hipótesis de que y sea continua no puede omi- 
tirse. El siguiente resultado es un corolario del teorema de composición. 


7.3.15 Corolario Suponer que fe Rla, b]. Entonces su valor absoluto |f| está 


en Rla, b] y 
b 
fs 


donde |f(x)| < M para toda x e [a, b]. 


b 
< f |/|5 Mb- a), 


Demostración. En el teorema 7.1.5 se vio que si fes integrable, entonces existe 
M tal que |f()| < M para toda x e [a, b]. Sea p(t) := |t| para t€ [-M, M]; enton- 
ces el teorema de composición implica que |f| =p of € Rla, b]. La primera des- 
igualdad se sigue del hecho de que —|f] < f< |f| y de 7.1.4c, y la segunda del hecho 
de que |f(x)| < M. Q.E.D. 


7.3.16 El teorema del producto Sify g pertenecen a R[a, b], entonces el pro- 
ducto fg pertenece a R][a, b]. 


Demostración. Si Qq(t) := ? para t e [-M, M], del teorema de composición se 
sigue que f? = po f pertenece a RJa, b]. Del mismo modo, (f+ g} y g? pertene- 
cen a R[a, b]. Pero dado que el producto puede escribirse como 


Jessi ta E, 
se sigue que fg e R[a, b]. Q.E.D. 


< 


Integración por partes mm- 


Se concluye esta sección con una forma bastante general de la integración por par- 
tes para la integral de Riemann y con el teorema de Taylor con residuo. 


7.3.17 Integración por partes Sean F, G derivables en [a, b] y sea que f := F’ 
b 


y g := G' pertenezcan a Rla, b]. Entonces 
b b 
T fG=FG| - f Fg. (7) 
a a a 


Demostración. Por el teorema 6.1.3c, la derivada (FG) existe en [a, b] y 


(FG) = F'G + FG' = fG + Fg. 


Puesto que F, G son continuas y f, g pertenecen a RJa, b], el teorema del produc- 
to 7.3.16 implica que fG y Fg son integrables. Por lo tanto, el teorema fundamen- 
tal 7.3.1 implica que 
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b b b 
-f eov- f ser | Fg, 


de donde se sigue (7). . y Q.E.D: 


Un caso especial, pero útil, de este teorema es cuando f y g son continuas en 
La, b] y F, G son sus integrales indefinidas F(x) := =f fy Gx) := IN g. 

Se cierra esta sección con una versión del teorema de Taylor para la integral 
de Riemann: 


7.3.18 Teorema de Taylor con el residuo Suponer que f', -+ , f™, f0+D exis- 
ten en [a, b] y que £®+)) e R[a, b]. Entonces se tiene 


f £ ) Fm (a) 


f) = f(a)+ RSA E R (8) 


donde el residuo estå dado por 


; 
rS = f JO) (t) (b-t) dt. (9) 


Demostración. Se aplica la integración por partes a la ecuación (9), con F(A := 
FO y GO := (b— 1y"/n!, de tal modo que g(A = <b — A7! /(n-1)!, para obtener 


t=b 


+ — ile SO) (bay dt 


1 
R.=-=fM(0-(b-£)y 
a E 


t=a 


n b 
_ a (b-a)" + z- a Í pa (t) (b ty! dt. 


Si se continúa integrando por partes de esta manera, se obtiene (8). Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 7.3 


1. Ampliar la demostración del teorema fundamental 7.3.1 al caso de un conjunto £ fini- 
to arbitrario. 


2. Sine N y Bo) = x"! (+1) para x e [a, b], demostrar que el teorema fundamental 
7.3.1 implica que iM x” dx = (put — grey + 1). ¿Cuál es el conjunto E en este caso? 


x? — 1|, demostrar que 
q 


3. Si g(x) := x para |x| > 1 y g(x) := —x para |x| < 1, y si G(x) =3 


glo dx = G) - G(22) = 5/2. 


4. Sea B(x) := -}x? para x < 0 y sea B(x) := 2x2 para x > 0. Demostrar que f |x| dx = 
B(b) — B(a). 


7.3 


El teorema fundamental 


. Sea f: [a,b] > R y sea Ce R. 


l a) Si ®: [a,b] —R es una antiderivada de fen [a, b], demostrar que ®e(x) := 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


(x) + C también es una antiderivada de f en [a, b]. 


b) Si ®, y D, son antiderivadas de fen [a, b], demostrar que Dd, — , es una función 


constante en [a, b]. 


. Sife Rla, b] y c e [a, b], a la función definida por F(z) := Es para z € [a, b] se le 


denomina la integral indefinida de f con punto base c. Encontrar una relación entre 
Fa y Fo. 


. En el ejemplo 7.1.6 se vio que la función de Thomae está en R[0, 1] con integral igual 


a 0. ¿Puede usarse el teorema fundamental 7.3.1 para llegar a esta conclusión? Explicar 
la respuesta. 


. Sea que F(x) esté definida para x > 0 por F(x) := (n — 1)x — (n — 1)n/2 para xe [n— 1, 


n), n € N. Demostrar que F es continua y evaluar F'(x) en los puntos donde esta deri- 
vada existe. Usar este resultado para evaluar f [Ex] dx para 0 < a < b, donde [[x]] 
denota el entero mayor en x, como se definió en el ejercicio 5.1.4. 


. Sea fe Rla, b] y se define F(x) := [7f para x e [a, b]. 


a) Evaluar G(x) := f J en términos de F, donde c e [a, b]. 

b) Evaluar H(x) := ff en términos de F. 

c) Evaluar Sœ) := [77 f en términos de F. 

Sea f : [a, b] > R continua en [a, b] y también sea v : [c, d] — R derivable en [c, d] 


con v ([c, d]) < [a, b]. Si se define G(x) := [7% f, demostrar que G'(x) =/(v(0) v'e) 
para toda x e [c, d]. 


Encontrar F'(x) cuando F está definida en [0, 1] por: 
x2 xX 
a F(:= f A+)! de. b) F():= f A 1+ 1? de. 
0 y? 


Sea que f : [0, 3] > R esté definida por f(x) :=x para 0 < x < 1, f(x) :=1 para 1 <x<2 
y Ax) := x para 2 < x < 3. Obtener fórmulas para F(x) := f, f y trazar las gráficas de 
J y F. ¿Dónde es derivable F? Evaluar F'(x) en todos estos puntos. 


Si f: R > R es continua y c > 0, definir g : R —> R por gŒ) := [2S AÒ dt. Demostrar 
que g es derivable en R y encontrar g'(x). 


Si f: [0, 1] >R es continua y J,f= f f para toda x e [0, 1], demostrar que f(x) = 0 
para toda x e [0, 1]. 


Usar el siguiente razonamiento para demostrar el teorema de sustitución 7.3.8. Definir 
F(u) := des F()dx para u e I y H(t) := F(q(0) para t e J. Demostrar que H'(f) = 


FOO) p'(0) para tE Jy que 


(8) B 
JE f(x)dx =FOP=HO-= | SO p Edt. 
p(a) a 
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16. Usar el teorema de sustitución 7.3.8 para evaluar las siguientes integrales. 


17. 


18. 


19. 


20. 


1 2 
a) f + dt, b) f 2(1+4)12d=4/3, 
0 0 


414 fe Ja ale 
c) — dt, d) = - . 
f T na dt = 2(sen 2 — sen 1) 


En ocasiones el teorema de sustitución 7.3.8 no puede aplicarse, pero el siguiente resul- 
tado, llamado el “teorema de la segunda sustitución”, es útil. Además de las hipótesis. 
de 7.3.8, suponer que p'(t) + 0 para toda t e J, por lo que la función Y: oD >R 
inversa de q existe y tiene derivada y’ (E (A) = 1/p*(1). Entonces 


B o(B) 
J FO) dt -f fy dx. 
a pla) 


Para demostrar esta afirmación, sea G(£) := de Fp(s)) ds para te J, de tal modo que . 
G'(0) = flo (Ò). Adviértase que K(x) := G(w(x)) es derivable en el intervalo p(J) y 
que K' = G(y(0) yw) =A o wd) yw) =f). Calcular G(B)= KEY de 


dos maneras para obtener la fórmula. 


Aplicar el teorema de la segunda sustitución para evaluar las siguientes integrales. 


9 d l 3 
a) PG b) f AE EA E 
AEA 1 ta ft+1 


* didt 4 dt 
——— = 1)- 1/2 
Í TT d) f Toa arctan(1)- arctan(1/2) 


Explicar por qué el teorema 7.3.8 y/o el ejercicio 7.3.17 no pueden aplicarse para èva- 
luar las siguientes integrales haciendo uso de la sustitución indicada. e 


4 ftdt E 4 cos s/t dt 
a) 1 T pto =t, b) Í = o= it, 


1 1 ; 
c) L qJ1+2|d de pte) =le} o f| -5 o(t) = arcsen t. 


a) SiZ y Z son conjuntos nulos, demostrar que Z1 U Z es un conjunto nulo: 
b) En términos más generales, si Z, es un conjunto nulo para toda nie N, 
demostrar que Uz21 Z, es un conjunto nulo. [Sugerencia: dadas €> 0 y n e N, sea 
{J}: ke N} una colección contable de intervalos abiertos cuya unión contiene 
Z, y la suma de cuyas longitudes es < £/2”". Considerar ahora la colección contab 
(Tin, ke Nj.] 
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21. Seanj, g e Rfa, b]. 


a) Site R, demostrar que L (ft gy? >0. 
b) Usar el inciso a) para demostrar que 2|/ fe| < t F 2 + (1/0) fÉ 2 para 1>0. 
c) Si LR =0, demostrar que f? fg = 0. 


d) Demostrar ahora que i fel < (lel < S- d e2). Esta desigualdad se 
conoce como la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Sehwarz (o simplemente, 
la desigualdad de Schwarz). 


22. Sea A : [0, 1] > R una función de Thomae y sea sgn la función signo. Demostrar que 
la función compuesta sgn o h no es Riemann integrable en [0, 1]. 


El teorema fundamental del cálculo 7.3.1, nos proporciona un método eficaz para 
evaluar la integral f f siempre que pueda encontrarse una antiderivada F tal que 
Fx) =f(x) cuando x e [a, b]. Sin embargo, cuando no es posible encontrar tal F, 
quizá el teorema fundamental no pueda usarse. No obstante, cuando f es continua, 
se cuenta con varias técnicas para aproximar la integral de Riemann q f usando 
sumas parecidas a las sumas de Riemann. 

Un procedimiento muy elemental para obtener estimaciones rápidas de i fel 
cual se basa en el teorema 7.1.4c, consiste en observar que si g(x) < f(x) < Ax) 
para toda x e [a, b], entonces 


T i Pr<f 


Si las integrales de g y A pueden calcularse, entonces se tienen cotas para E f. Con 
frecuencia estas cotas tienen la precisión suficiente para la mayoría de las necesi- 
dades. 

Por ejemplo, suponer que se quiere estimar el valor de ER e”*“dx. Es fácil esta- 
blecer que e™ < e* < 1 para x e [0, 1], de modo que 


1 1 1 
f e™ dx < J er dx < f ldx. 
0 0 0 


Por consiguiente, se tiene 1 — 1/e < iN e™®° dx < 1. Si se usa la media de los valo- 
res de los extremos de la desigualdad se obtiene la estimación 1 — 1/2e = 0.816 
para la integral con un error menor que 1/2e < 0.184. Esta estimación es muy apro- 
ximada, pero se obtiene rápido y puede ser bastante satisfactoria para nuestras 
necesidades. Si se desea una mejor aproximación, puede intentarse encontrar fun- 
ciones de aproximación g y h más cercanas. 
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Es posible usar el teorema de Taylor 6.4.1 para aproximar e* con un polino- 
mio. Cuando se usa el teorema de Taylor, deben obtenerse cotas para el término 
del residuo para que los cálculos sean significativos. Por ejemplo, si se aplica el 
teorema de Taylor a e” para 0 < y < 1, se obtiene 


eY =1- y+ 4y? - +y? + R3, 


donde R} = y%e"“/24, donde c es algún número con 0 < c < 1. Puesto que no se 
cuenta con mejor información sobre la localización de c, es necesario conformar- 
se con la estimación 0 < Ry < y*/24. Se tiene, por tanto, 


Puesto que se tiene 0 < JiR dx < 45 => < 0.005, se sigue que 


1 
T e=? dx =(= 0.7429), 
0 


con un error menor que 0.005. 


Particiones iguales 


Si f : [a, b] — R es continua, se sabe que su integral de Riemann existe. Para 
encontrar un valor aproximado de esta integral con la cantidad mínima de cálcu- 
los, es conveniente considerar las particiones P, de [a, b] en n subintervalos igua- 
les con longitud A, := (b — a)/n. En consecuencia, P, es la partición: 


a<a+h, <a+2h, <--<a+nh, =b. 


Si se escoge que los puntos terminales izquierdos y los puntos terminales derechos 
sean los puntos de las etiquetas de los subintervalos, se obtiene la n-ésima apro- 
ximación izquierda dada por 


n-1 
L(S):=h, Y rar kh), 


k=0 
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y la n-ésima aproximación derecha dada por 
n 
RS), Y Slat kh). 
k=1 
Debe advertirse que es casi igual de sencillo evaluar ambas aproximaciones como 
sólo una de ellas, ya que solamente difieren por los términos f(a) y f(b). 


A menos que haya razones para creer que L,(f) o R,(f) está más cerca del 
verdadero valor de la integral que el otro, por lo general se toma su media: 


HUIR» 


la cual se observa de inmediato que es igual a 


n—1 
TI) = A (4 f(a) + > fla +kh,)+ +f), (1) 


k=1 


> 2$ b 
como una aproximación razonable de J J. 
Sin embargo, cabe señalar que si f es creciente en [a, b], entonces a partir de 
un trazo de la gráfica de f resulta evidente que 


b 
Lys f S S Ra P). (2) 


En este caso, se observa de inmediato que 


b 
f Jar os LRS) -L 


(b 


-a 
2n 


) 


= 3A, (b) - f(a) = (F) - fa) 


Una estimación del error como la anterior es útil, ya que proporciona una cota 
superior para el error de la aproximación en términos de cantidades que se cono- 
cen desde el principio. En particular, puede usarse para determinar qué tan gran- 
de deberá elegirse n a fin de tener una aproximación que sea correcta dentro de un 
error especificado £> 0. 

La discusión anterior fue válida para el caso en que f es creciente en [a, b]. Si 
J es decreciente, entonces las desigualdades en (2) deberán invertirse. Ambos 
casos pueden resumirse en el siguiente enunciado. 
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7.41 Teorema Sif: [a, b] >R es monótona y si T (£) está dada por (1), entonces 


Erro 


7.4.2 Ejemplo Si f(x) :=e" en [0, 1], entonces fes decreciente. De (3) se sigue 
que si n = 8, entonces her? dx— TP SU — e})/16 < 0.04, y si n=16, enton- 
ces pA e? dx — Ti(f)1<(1 — e!)/32 < 0.02. De hecho, la aproximación es con- 
siderablemente mejor, como se verá en el ejemplo 7.4.5. a 


b-a 
< ro-ro 22. ON 


La regla del trapecio 


El método de integración numérica llamado la “regla del trapecio” se basa en 
aproximar la función continua f : [a, b] > R por medio de una función continua 
lineal por partes. Sea n € N y, como antes, sea A, := (b — a)/n y considerar la par- 
tición P,,. Se aproxima f con la función lineal por partes g,, que pasa por los puntos 
(a + kh,, fla + kh,)), donde k=0, 1, : - +, n. Parece razonable que la integral f Í. 
será “aproximadamente igual a” la integral f g, cuando n sea lo suficientemente 
grande (siempre que f sea razonablemente suave). 

Puesto que se sabe que el área de un trapecio con base horizontal h y lados ver- 
ticales 1, y l, es +h(l + h), se tiene 


a+(k+1)h, 
f En = zhp [f(a+kh,)+f(a+(k+1)h,), 
a+kh, 


para k=0, 1,: + 7n — 1. Al sumar estos términos y observar que cada punto de 
partición en P,,, con excepción de a y b, pertenece a dos subintervalos adyacen- 
tes, se obtiene 


b 
f 2, =h, RICOH fla+h,) ++ flask -Dh,) +3) 


Pero el término de la derecha es precisamente T„(f), el cual se encontró en (1) 
como la media de L, (f) y Ry(f). A T,(f) se le llama la n-ésima aproximación del 
trapecio de f. 

En el teorema 7.4.1 se obtuvo una estimación del error en el caso en que f es 
monótona; se enuncia a continuación un resultado sin esta restricción sobre f pero 
en términos de la segunda derivada f” de f. 


7.4.3 Teorema Sean f, f' y f” continuas en [a, b] y sea T,(£) la n-ésima aproxi- 
mación del trapecio (1). Entonces existe c e [a, b] tal que 


b (b-ajh 
n "gn a 
BG J Fere 
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En el apéndice D se presenta una demostración de este resultado, la cual 
depende de varios resultados obtenidos en los capítulos 5 y 6. 

La igualdad (4) es interesante por cuanto puede dar tanto una cota superior 
scomo una cota inferior para la diferencia T,(/) — J, f. Por ejemplo, sif"(0) 24 >: 

"0 para toda x e [a, b], entonces (4) implica que esta diferencia excede siempre 

b A(b — ayh2. Si sólo se tiene f"(x) > 0 para x € [a, b], que es el caso cuando f 
es convexa (= cóncava hacia arriba), entonces la aproximación del trapecio es 
siempre muy grande. El lector deberá trazar una figura para visualizar este hecho. 

Sin embargo, generalmente es la cota superior la que es de mayor interés. 


7.4.4 Corolario Sean f, f' y f” continuas, y sea |f"(x)| < B, para toda x e [a, b]. 


Entonces 
b 
TH) - f f 


Cuando es posible encontrar una cota superior B», la expresión (5) puede usar- 
se para determinar qué tan grande debe elegirse n'a fin de tener la seguridad de 
una precisión deseada. 


-dh Y 


< sai (5) 
12 4 129 2 


7.4.5 Ejemplo Si f(x) := e” en [0, 1], entonces un cálculo indica que f(x) = 
2e”* (2x? — 1), por lo que puede tomarse B, = 2. Así, si n= 8, entonces 


1 
2 1 
T - < = — < 0.003. 
su fs 12-64 384 
Por otra parte, sin = 16, entonces se tiene 
TAD e a e 
1$ o |7 12-256 1536 `` ; 


Por tanto, la precisión en este caso es considerablemente mejor que la que se anti- 
cipó en el ejemplo 7.4.2. 


La regla del punto medio 


Un método obvio para aproximar la integral de fes tomar las sumas de Riemann 
evaluadas en los puntos medios de los subintervalos. Así, si P, es la partición con 
el mismo espaciamiento dada antes, la aproximación del punto medio de f está 
dada por 


MP =h,(fa+ th) +f (a+ ih) + +f(a(n— )h,)) 


i (6) 
=h, Y fla +k- Hh). 


k=1 
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Otro método podría consistir en usar funciones lineales por partes que sean 
tangentes a la gráfica de f en los puntos medios de estos subintervalos. A primera 
vista, parecería necesario conocer la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 


` fen cada uno de los puntos medios a + (k —2h) (k= 1, 2, <, n). Sin embargo, es . 


un ejercicio de geometría demostrar que el“área del trapecio cuya parte superior 
es esta recta tangente en el punto medio a + (k -h es igual al área del rectán- 
gulo cuya altura es f(a + (k — hr). (Véase la figura 7.4.1.) Por tanto, esta área está 
dada por (6) y la “regla del trapecio tangente” resulta ser igual que la “regla del 
punto medio”. Se enuncia a continuación un teorema donde se establece que la 
regla del punto medio produce una precisión mejor que la regla del trapecio por 
un factor de 2. 


fla+(k-Hh) 


a+ (k— 1)k a+(k-})h a+ kh 


Figura 7.4.1 El trapecio tangente. 


7.4.6 Teorema Sean f, f' y f” continuas en [a, b] y sea M, (f) la n-ésima apro- 
ximación del punto medio (6). Entonces existe y e [a, b] tal que 


f -aha 
f ruo LE pon. o 
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La demostración de cómo se obtuvo este resultado se presenta en el apén- 
dice D. 


Como en el caso del teorema 7.4.3, la fórmula (7) puede utilizarse para dar 
tanto una cota superior como una cota inferior para la diferencia J. F-MAS), aun- 
que es una cota superior la que generalmente es de mayor interés. En contraste con 
la regla del trapecio, si la función es convexa, entonces la aproximación del punto 
medio es siempre muy pequeña. 


El siguiente resultado es paralelo al corolario 7.4.4. 


7.4.7 Corolario Sean f, f' y f” continuas, y sea |£"(x)| < B para toda x e fa, b]. 


Entonces 
m- [ds 


La regla de Simpson 


ODA a (b-a) 


By (8) 


El último procedimiento de aproximación que se considera suele dar una aproxi- 
mación mejor que la regla del trapecio o que la del punto medio y en esencia no 
requiere cálculos adicionales. Sin embargo, la convexidad (o la concavidad) de f 
no proporciona información alguna acerca del error de este método. 

Mientras que las reglas del trapecio y la del punto medio se basaron en la apro- 
ximación de f por medio de funciones lineales por partes, la regla de Simpson 
aproxima la gráfica de fpor medio de arcos parabólicos. Como ayuda para moti- 
var la fórmula, el lector puede demostrar que si están dados tres puntos 


(A, Yo), (0,71) y, (4, y) 


entonces la función cuadrática q(x) := Ax? + Bx + C que pasa por estos puntos tiene 
la propiedad de que 


h 
E q =4h(yo + 4y1 + y3). 


Ahora bien, sea f una función continua en [a, b] y sea n e N par, y sea h, := 
(b — a)/n. En cada “subintervalo doble” 


[a,a+2h, 1, [a+2h, ,a+4h,), > [b- 2h, ,bl, 
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se aproxima f con n/2 funciones cuadráticas que coinciden con f en los puntos 


Yo := fa) y :=fla+h,), yy := fla+2h,) + Y, := f(D). 


Estas consideraciones llevan a la n-ésima aproximación de Simpson, definida por ` 


SaS) = 3 hy(fa)+4f(a+h,)+2f(+2h,) +4 f(a +3h,) 
+2/(a4+4h,)+-+2/(b-2h,) +4 f(b—=h,)+f(b)). O) 


Obsérvese que los coeficientes de los valores de fen los n + 1 puntos de partición 
siguen el patrón 1, 4, 2,4,2,:::,4,2,4, 1. 

Se enuncia ahora un teorema que produce una estimación de la precisión de la 
aproximación de Simpson; incluye la cuarta derivada de f. 


7.4.8 Teorema Sean f, f', f", 16) y f® continuas en [a, b] y sea n e N par. Si 
SÐ es la n-ésima aproximación de Simpson (9), entonces existe c € [a, b] tal que 


b (b-a)ht 
SAS) fr- 0 (o), (10) 


En el apéndice D se da una demostración de este resultado. 
El siguiente resultado es paralelo a los corolarios 7.4.4 y 7.4.7. 


7.4.9 Corolario Sean f, f', f”, © y £% continuas en [a, b] y sea FO] < Ba 
para toda x e [a, b]. Entonces 


so- f E 


El uso exitoso de la estimación (11) depende de ser capaces de encontrar una 
cota superior para la cuarta derivada. 


pe 4 ES 
EA aR an 


80 +" 180n% 


7.4.10 Ejemplo Si f(x) := 4e”” en [0, 1], entonces con un cálculo se llega a 


FO) =4e7* (414-1232 +3), 
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de donde se sigue que |fW(x)| < 20 para x e [0, 1], por lo que puede tomarse B4 = 
20. De (11) se sigue que si n = 8, entonces 


1 1 1 
S - < -20= < 0.000 03 
8) f fS 037 36 864 
y que si n = 16, entonces 
O 
SiS) - fr» S 0 zz g< 000 0017. 


Observación Es posible usar la n-ésima aproximación del punto medio M„(f) 
para “subir” hasta las aproximaciones (21)-ésima del trapecio y de Simpson utili- 
zando las fórmulas 


Tor SY = ML) HTA) Y Sa) = MO A ON, 


que se dan en los ejercicios. Así, una vez que se ha calculado la aproximación del 
trapecio inicial T} = 7,(f), solamente es necesario encontrar las aproximacio- 
nes del punto medio M, = M,(f). Es decir, se emplea la siguiente secuencia de 
cálculos: 


T,= +(b-a)(/(a) +(b)); 


=(b— 1 ai 1 =2 7. 
=(b-a)f((a+b), T, =M,+35T 5,=53M, +37 


1 1 
Ma, Ta 73M +>3L, S4= 


Ejercicios de la sección 7.4 


1. Usar la aproximación del trapecio con n = 4 para evaluar 1n 2 = J k (1/x) dx. Demostrar 
que 0.6866 < In 2 < 0.6958 y que 


1 1 
0.0013 < < T4- ln2 < < 0.0105. 
768 96 


282 


10. 


11. 


12. 


13. 


Capítulo 7 La integral de Riemann 


. Usar la aproximación de Simpson con n = 4 para evaluar In 2 = de (1/x) dx. Demostrar 


que 0.6927 < In 2 < 0.6933 y que 


al 1 l 
0.000 016 < —- <S¿-In2< < 0.000 521. 
25 1920 1920 


. Sea fo) := (1 +32) para x e [0, 1]. Demostrar que f"@) = 2(3x? — IA +2)? y que 


FG) |< 2 para x e [0, 1]. Usar la aproximación del trapecio con n = 4 para evaluar 
7/4 = f, f(x) dx. Demostrar que |T4(f) — (77/4) < 1/96 < 0.0105. 


. Si se usa la aproximación del trapecio T,(f) para aproximar 7/4 como en el ejercicio 


3, demostrar que debe tomarse n > 409 a fin de asegurar que el error es menor que 1076, 


. Sea f como en el ejercicio 3. Demostrar que f Oœ) = 24(5x*— 10x? + )1 + 12)% y que 


IF Go] < 96 para x e [0, 1]. Usar la aproximación de Simpson con n = 4 para evaluar 
7/4. Demostrar que |Sa(f) — (7/4) < 1/480 < 0.0021. 


. Si se usa la aproximación de Simpson S,,(f) para aproximar 7/4 como en el ejercicio 5, 


demostrar que debe tomarse n > 28 a fin de asegurar que el error es menor que 107, 


. Si p es un polinomio a lo sumo de grado 3, demostrar entonces que las aproximaciones 


de Simpson son exactas. 


. Demostrar que si f(x) > 0 en fa, b] (es decir, si f es convexa en [a, b]), entonces para 


cualesquier números naturales m, n se tiene M,(f) € Je fœ) dx < Tal). SF" <0 
en [a, b], esta desigualdad se invierte. 


. Demostrar que Ta, (f) =3 [M,A + DAD]. 


Demostrar que S2, (f) =} MS) +4 T). 


Demostrar que el número uno tiene la estimación: 


b 
sD- f fœ) dx |<[(b-a718n?]B,, 


donde B, > |f"@)| para toda x € [a, b]. 


Obsérvese que J; (1-22 dx= 7/4. Explicar por qué las estimaciones del error dadas 
por las fórmulas (4), (7) y (10) no pueden usarse. Demostrar que si h(x) = (1 — x2) 12 
para x en [0, 1], entonces 7,,(h) < 7/4 < M, (A). Calcular Mg(h) y Tg(h). 


Si h es como en el ejercicio 12, explicar por qué K := qe h(x) dx = 7/8 + 1/4. 
Demostrar que |»"(x)] < 232 y que [AOG] <9 - 272 para x e [0, 1/42]. Demostrar 
que |K — T (A)| < 1/12n? y que |K — S,(h)] < 1/1074. Utilizar estos resultados para 
calcular 7. 


7.4 Integración aproximada 
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En los”ejercicios 14-20, aproximar las integrales indicadas dando estimaciones del error. 
Utilizar una calculadora para obtener un grado alto de precisión. 


14. 


16. 


18. 


20. 


i 2 
f A+ dx. 
0 


f dx 
qe dx 
o l+senx 
1 
f cos(x2) dx. 
0 


15. 


2 
f (4 +x3) dx. 
0 


7/2 
i f a/senx dx. 
0 


En capítulos anteriores con frecuencia se ha hecho uso de sucesiones de números 
reales. En este capítulo se consideran sucesiones cuyos términos son funciones 
en vez de números reales. Las sucesiones de funciones surgen de manera natural en 
el análisis real y resultan de particular utilidad para obtener aproximaciones de 
una función dada y para definir nuevas funciones a partir de funciones conocidas. 

En la sección 8.1 se introducen dos nociones diferentes de convergencia de 
una sucesión de funciones: la convergencia puntual y la convergencia uniforme. Este 
último tipo de convergencia es muy importante y será el principal centro de atención. 
La razón para proceder así es el hecho de que, como se establece en la sección 
8.2, la convergencia uniforme “preserva” ciertas propiedades en el sentido de que 
si cada término de una sucesión de funciones uniformemente convergente posee 
estas propiedades, entonces la función límite también las posee. 

En la sección 8.3 se aplica el concepto de convergencia uniforme para definir 
y deducir las propiedades básicas de las funciones exponencial y logarítmica. La 
sección 8.4 se dedica a un tratamiento similar de las funciones trigonométricas. 


Sea A c R dado y suponer que para toda n e N existe una función f, : A > R; 
se dirá que (f,) es una sucesión de funciones de 4 a R. Evidentemente, para 
toda x € 4, dicha sucesión da lugar a una sucesión de números reales, a saber, 
la sucesión 


hD, (1) 


obtenida al evaluar cada una de las funciones en el punto x. Para ciertos valores 
de x € A la sucesión (1) converge, y para otros valores de x e 4 esta sucesión 
puede divergir. Para toda x e Æ para la que la sucesión (1) converge existe un 
número real determinado de manera única lim (/,(x)). En general, el valor de este 
límite, cuando existe, dependerá de la elección del punto x e 4. Por tanto, de 
esta manera surge una función cuyo dominio consiste en todos los números x € 4 
para los que la sucesión (1) converge. 
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8.1.1 Definición Sea (f,) una sucesión de funciones de A G R a R, sea Ao CA 
-y sea f : Ay > R. Se dice que la sucesión ( f,) converge a f en Ay si, para toda 


€ Ap» la sucesión ( f,(x)) converge a f(x) en R. En este caso a f se le llama el 


límite de la sucesión (/,) en 47. Cuando tal función f existe, se dice que la suce- 
sión ( f,) es convergente en 4¿, o que (f,) converge puntualmente en 4g. 


Del teorema 3.1.4 se sigue que, excepto para una posible modificación del 
dominio Ay, la función límite se encuentra determinada de manera única. Por lo 
general se escoge que Ay sea el conjunto más grande posible; es decir, se toma 4o 


como el conjunto de toda x e A para la cual la sucesión (1) es convergente en R. 
Para denotar que la sucesión (f,) converge a fen Ap, algunas veces se escribe 


f=limf) en Áp o fhi>f en Ap 
En ocasiones, cuando fọ y f están dadas por fórmulas, se escribe 
FO) =lim hæ) para x€ Ág, o ft) >fa) para xeo. 
8.1.2 Ejemplos a) lím(x/n)=0 para x e R. 
Para n e N, sea f(x) :=x/n y sea f(x) := 0 para x e R. Por el ejemplo 3.1.6a, 
se tiene lím (1/n) = 0. En consecuencia, por el teorema 3.2.3 se sigue que 
lim hO) = limn) = x lím(1/n) =x -0=0 


para toda x e R. (Véase la figura 8.1.1.) 


(120) 


Figura 8.1.1 f(x) =x/n. Figura 8.1.2 gx) =x. 


b) lim (4. 

Sea gp(x) := x" para x e R, n e N. (Véase la figura 8.1.2.) Evidentemente, 
si x = 1, entonces la sucesión (g„(1)) = (1) converge a 1. Del ejemplo 3.1.11b 
se sigue que lím(x”) = 0 para 0 < x < 1 y se observa de inmediato que esto tam- 
bién se cumple para —1 < x < 0. Si x = —1, entonces g, (1) = (1), y en el ejemplo 
3.2.8b se vio que la sucesión es divergente. Del mismo modo, si |x| > 1, enton- 
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ces la sucesión (x”) no está acotada, por lo que no es convergente en R. Se con- 
cluye que si 


0 para —1<x<l, 
g(x):= 
l para x=1l, 


entonces la sucesión (g,) converge a g en el conjunto (1, 1]. 
0) lím (+ nxn) =x para x e R. 
Sea hy (x) := (2 + mo)/n para x e R, n € N, y sea A(x) := x para x e R. (Véase 


la figura 8.1.3.) Puesto que se tiene h,(x) = (x?/n) +x, del ejemplo 3.1.6a y del teo- 
rema 3.2.3 se sigue que h,(x) > x = A(x) para toda x e R. 


hı h ln h 
Fi 
Fa 
En y 


Figura 8.1.3 h, œ) = Q? + nx)/n. Figura 8.1.4 F(x) = sen(nx + m/n. 


d) lim((1/n) sen(nx + n)) = 0 para x e R. 
Sea F,(x) := (1/n) sen(nx + n) para x € R, ne N, y sea F(x) := 0 para xe R. 
(Véase la figura 8.1.4.) Puesto que |sen y| < 1 para toda y € R, se tiene 


ga 2) 


n 


[Fœ - Fx) = Laio +n) 
n 


para toda x € R. Por lo tanto, se sigue que lím (F,()) = 0 = F(x) para toda x € IR." 
El lector deberá advertir que, dada cualquier e > 0, si n es lo suficientemente gran- 
de, entonces |F,(x) — F(x)| < e para todos los valores de x simultáneamente. 


En parte para reforzar la definición 8.1.1 y en parte para preparar el terreno 
para la importante noción de convergencia uniforme, la definición 8.1.1 se refor- 
mula de la siguiente manera. 


8.1.3 Lema Una sucesión (f,) de funciones de A CR a R converge a una fun- 


ción f : Ay — R en Ay si y sólo si para toda e > 0 y para toda x € Ay existe un 
número natural K(e, x) tal que si n > K(e, x), entonces 


aD FO < E. 6) 
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Se le deja al lector demostrar que esta formulación es equivalente a la defini- 
ción 8.1.1. Queremos subrayar que el valor de K(e, x) dependerá, en general, tanto 
dee >0 como de x € Ay. El lector deberá confirmar el hecho de que, en los ejem- 
plos 8.1.2a-c, el valor de K(e, x) requerido para obtener una desigualdad como (3) 
depende tanto de € > 0 como de x € Ap. La razón intuitiva de este hecho es que la 
convergencia de la sucesión es “significativamente más rápida” en algunos puntos 
que en otros. Sin embargo, en el ejemplo 8.1.2d, como se vio en la desigualdad (2), 
si se elige n lo suficientemente grande, puede hacerse que |F, (0) — Fœ) | <€ para 
todos los valores de x € R. Es justamente esta muy sutil diferencia la que distin- 
gue la noción de “convergencia puntual” de una sucesión de funciones (en el 
sentido de la definición 8.1.1) de la noción de “convergencia uniforme”. 


Convergencia uniforme 


8.1.4 Definición Una sucesión (/,) de funciones de 4 c R a R converge uni- 
formemente en 44 c A a una función f: Ay > R si para toda £ > 0 existe un núme- 
ro natural K(e) (que depende de e pero no de x € Ag) tal que si n 2 K(e), entonces 


[£, (00) O E para toda x€ Ap. (4) 


En este caso se dice que la sucesión (/;) es uniformemente convergente en 
Ay. En ocasiones se escribe 


a E en Ao» o A) =J0) para xE Ap 


Es una consecuencia inmediata de las definiciones que si la sucesión (fp) es 
uniformemente convergente a f en Ap, entonces también converge puntualmente 
afen A, en el sentido de la definición 8.1.1. El hecho de que el recíproco no siem- 
pre se cumple se pone de manifiesto mediante un examen atento de los ejemplos 
8.1.2a-c; más adelante se presentan otros ejemplos. 

En ocasiones resulta conveniente contar con la siguiente condición necesaria 
y suficiente para que una sucesión ( f,) no converja uniformemente a f en Ap. 


8.1.5 Lema Una sucesión (fp) de funciones de A CR a R no converge unifor- 
memente a una función f : Ay >R en AyCA si y sólo si para alguna ey > 0 exis- 
te una subsucesión (fn) de n) y una sucesión (Z en Ay tales que 


[fa 9 | 2€0 para coda keN. (5) 


La demostración de este resultado requiere tan sólo que el lector haga la nega- 
ción de la definición 8.1.4; se le deja al lector como un ejercicio importante. Se 
indica a continuación cómo puede usarse este resultado. 


8.1.6 Ejemplos a) Considerar el ejemplo 8.1.2a. Si se hace ny := k y xp := k, 
entonces fn, 4) = 1, de tal modo que |f (xi) — (91 = ]1 0] = 1. Por lo tanto, 
la sucesión ( fp) no converge uniformemente a fen R. 
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b) Considerar el ejemplo 8.1.2b. Si ny := k y xp := aye, entonces 


1 
En 1) 8 (Xp) =|5=0)=%. 


Por lo tanto, la sucesión (g„) no converge uniformemente a g en (—1, 1]. 
e) Considerar el ejemplo 8.1.2c. Si n, := k y xp := —k, entonces hny Qi) =0 y 
- A(x) =—k, por lo que |, (7) — AŒ] = k. Por lo tanto, la sucesión (4,) no conver- 
ge uniformemente a A en R. 


La norma uniforme 


Al examinar la convergencia umiforme, con frecuencia resulta conveniente usar la 
noción de la norma uniforme en un conjunto de funciones acotadas. 


8.1.7 Definición Sid cR yg :A — R es una función, se dice que p está aco- 
tada en A si el conjunto p (4) es un subconjunto acotado de R. Si y está acotada, 
se define la norma uniforme de y en 4 por 


lol, :==sup(lpG)]:x e 4}. (6) 
Adviértase que si € > 0, entonces se sigue que 


lol, SE > lp(x)<e  paratoda xe. (7) 


8.1.8 Lema Una sucesión (fp) de funciones acotadas en A CR converge uni- 
Jormemente a f en A si y sólo si |f —f lla > 0. 


Demostración. (=) Si (Jp) converge uniformemente a fen A, entonces por la 
definición 8.1.4, dada cualquier e > O existe K(e) tal que si n 2 K(e) y x e A, 
entonces 


ISa œD FE. 


Por la definición de supremo, se sigue que || f — f y < € siempre que n > K(e). 
Puesto que € > 0 es arbitraria esto implica que || f, -f lla > 0. 

(2) Si 11%, — Fly > 0, entonces dada e > 0 existe un número natural A(s) 
tal que si n > H(e) entonces || f, — fly < e. De (7) se sigue que | f(x) -JO <e 
para toda n > H(e) y x e A. Por lo tanto, (f,) converge uniformemente a 
fen A. Q.E.D. 


y O 


Se ilustra a continuación el uso del lema 8.1.8 como una herramienta para 
examinar la convergencia uniforme de una sucesión de funciones acotadas. 


8.1.9 Ejemplos a) El lema 8.1.8 no puede aplicarse a la sucesión del ejemplo 
8.1.2a debido a que la función f(x) — fŒ) = x/n no está acotada en R. 
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Para fines ilustrativos, sea A :=[0, 1]. Aun cuando la sucesión (x/n) no conver- 
ge uniformemente a la función cero en R, se demostrará que la convergencia es 
uniforme en A. Para ello, se observa que 


1 
|, fl a sup lx Mm 01:0<x<1) == 


por lo que || f, — fly — 0. Por lo tanto, (f,) es uniformemente convergente a fen A. 
b) Sea g, (1) :=x" para x € A := [0, 1] yn € N, y sea g(x) := 0 para 0 <x< 1y 
g(1) := 1. Las funciones g, (x) — g(x) están acotadas en Á y 


n 

lz, -ela =s] para (a 
0 para x=1 
para toda n e N. Puesto que [|g,, — g]| y no converge a 0, se infiere que la sucesión 
(£) no converge uniformemente a g en A. 
c) El lema 8.1.8 no puede aplicarse a la sucesión del ejemplo 8.1.2c porque la 
función h,(x) — h(x) =x2/n no está acotada en R. 
Sin embargo, sea A := [0, 8] y considerar 


lA, Al, =supix?/n:0< x <8}=64/n. 


Por lo tanto, la sucesión (h,) converge uniformemente a h en 4. 

d) Con referencia al ejemplo 8.1.2d, se observa a partir de (2) que ||F,, — Flir < 
1/n. Por consiguiente, (F,,) converge uniformemente a F en R. 

e) Sea G(x) := x”(1 — x) para x e A :=[0, 1]. Entonces la sucesión (G,(x)) con- 
verge a G(x) := 0 para toda x e A. Para calcular la norma uniforme de G, — G = 
G, en A, se encuentra la derivada y se resuelve 


G; (2) =x""1 (n-(n+1)x)=0 


para obtener el punto x, := n/(n + 1). Se trata de un punto interior de [0, 1] y usan- 
do el criterio de la primera derivada 6.2.8 se verifica con facilidad que G, alcanza 
un máximo en [0, 1] en el punto x,,. Por lo tanto, se obtiene 


IGal a =G,(x,)=(1+1/n)-" EN 


que converge a (1/e) > 0 = 0. En consecuencia, se ve que la convergencia es uni- 
forme en A. 


Haciendo uso de la norma uniforme puede obtenerse una condición necesaria 
y suficiente para la convergencia uniforme que suele ser útil. 


8.1.10 Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme Sea (f,) una suce- 
sión de funciones acotadas en A c R. Entonces esta sucesión converge unifor- 
memente a una función acotada f en A si y sólo si para toda e > 0 existe un número 
H(e) en N tal que para toda m, n > H(e), entonces lf,, — falla < €. 
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Demostración. (=) Sif, = fen 4, entonces dada e > 0 existe un número natu- 


ral K(5e) tal que si n > K(Je) entonces ||} — fly < je. En consecuencia, si 


m, n > K(5s), entonces se concluye que 


a | COL (OSI y (2) SOA- O e+ e=e 
- para toda x e A. Por lo tanto, || fn — fly < € para m, n > Ke) =: H(e). 


(=) Recíprocamente, suponer que para e > O existe H(e) tal que si 
m, n > H(e), entonces || fa —f ll 4 <€. Por lo tanto, para toda x e A se tiene 


Mn CO AASS na Fly Se para m,nz2H(e). (8) 


Se sigue que (f,()) es una sucesión de Cauchy en R; por lo tanto, por el teorema 
3.5.5, es una sucesión convergente. Se define f : 4 > R por 


Fx):=lim(f, (x) para xed. 


Si se hace que n > co en (8), por el teorema 3.2.6 se sigue que para toda x e 4 
se tiene 


IF (OF) ]SE para m2 H(e). 


Por lo tanto, la sucesión (f,) converge uniformemente a fen A. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 8.1 


1. Demostrar que lim(x/(x + n)) = 0 para toda x € R, x 2 0. 


2. Demostrar que lím(nx/(1 + n2x2)) = 0 para toda x e R. 

3. Evaluar lím(nx/(1 + nx)) para x e R, x 2 0. 

4. Evaluar lim(x”/(1 + x”)) para x e R, x 2 0. 

5. Evaluar lím((sen nx)/(1 + nx)) para xe R, x20. 

6. Demostrar que lim(arctan nx) = (71/2)sgn x para x e R. 

7. Evaluar lím(e”"*) para x € R, x 2 0. 

8. Demostrar que lím(xe”") = 0 para x e R, x 2 0. 

9. Demostrar que lím(x*%e”*) = 0 y que lím (nx e”) =0 para xe R, x20. 
10. Demostrar que lím((cos 71x)?*) existe para toda x e R. ¿Cuál es el límite? 


11. Demostrar que si a > 0, entonces la convergencia de la sucesión del ejercicio 1 es uni- 
forme en el intervalo [0, a], pero que no es uniforme en el intervalo [0, 00). 
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12. Demostrar que si a > 0, entonces la convergencia de la sucesión dei ejercicio 2 es uni- 
forme en el intervalo [a, 00), pero que no es uniforme en el intervalo [0, 00). 


1 


w 


. Demostrar que si a > 0, entonces la convergencia de la sucesión del ejercicio 3 es uni- 
forme en el intervalo [a, 00), pero que no es uniforme en el intervalo [0, 00). 


14. Demostrar que si 0 < b < 1, entonces la convergencia de la sucesión del ejercicio 4 es 
uniforme en el intervalo [0, b], pero que no es uniforme en el intervalo (0, 1]. 


1 


Un 


. Demostrar que si a > 0, entonces la convergencia de la sucesión del ejercicio 5 es uni- 
forme en el intervalo [a, œo), pero que no es uniforme en el intervalo [0, 00). 


16. Demostrar que si a > 0, entonces la convergencia de la sucesión del ejercicio 6 es uni- 
forme en el intervalo [a, 00), pero que no es uniforme en el intervalo (0, 00). 


17. Demostrar que si a > 0, entonces la convergencia de la sucesión del ejercicio 7 es uni- 
forme en el intervalo [a, 00), pero que no es uniforme en el intervalo [0, co). 


1 


Qo 


. Demostrar que la convergencia de la sucesión del ejercicio 8 es uniforme en [0, 00). 
19. Demostrar que la sucesión (x2e*) converge uniformemente en [0, 00). 


20. Demostrar que si a > 0, entonces la sucesión (n2x2e") converge uniformemente en el 
intervalo [a, 00), pero que no converge uniformemente en el intervalo [0, 00). 


21. Demostrar que si ( fp), (2„) convergen uniformemente a f, g, respectivamente, en el con- 
junto A, entonces (f, + g„) converge uniformemente a f+ g en A. 


22. Demostrar que si f(x) :=x + 1/n y f(x) := x para x e R, entonces ( fp) converge unifor- 
memente a f'en R, pero que la sucesión (f2) no converge uniformemente en R. (Por 
tanto, el producto de sucesiones uniformemente convergentes de funciones pueden no 
converger uniformemente.) 


23. Sean (fn), (£,) sucesiones de funciones acotadas en A que convergen uniformemente a 
Í, g, respectivamente, en A. Demostrar que (fpg) converge uniformemente a fg en A. 


24. Sea ( f,) una sucesión de funciones que converge uniformemente a f en A y que sa- 
tisface |f,()| < M para toda n e N y toda x e 4. Si g es continua en el intervalo 
[-M, M], demostrar que la sucesión (g > fp) converge uniformemente a g o f en A. 


Con frecuencia es conveniente saber si el límite de una sucesión de funciones es 


una función continua, una función derivable o una función Riemann integrable. 
Desafortunadamente, no siempre es el caso que el límite de una sucesión de fun- 
ciones posea estas útiles propiedades. 


8.2.1 Ejemplos a) Sea g,(x) := x" para x e [0, 1] y n e N. Entonces, como sé 
señaló en el ejemplo 8.1.2b, la sucesión (g„) converge puntualmente a la función 


0 paa 0<x<l, 
2) := 
1 para x=1. 


8.2 


Intercambio de límites 
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Aun cuando todas las funciones g, son continuas en x = 1, la función límite g no 
es continua en x= 1. Recuérdese que en el ejemplo 8.1.6b se demostró que esta 
sucesión no converge uniformemente a g en [0, 1]. 

b) Cada una de las funciones g,(x) = x” del inciso a) tiene derivada continua en 
[0, 1]. Sin embargo, la función límite g no tiene derivada en x = 1, ya que no es 
continua en ese punto. 

e) Sea que f : [0, 1] —R esté definida para n > 2 por 


n?2x para 0<xS<l/n, 
F.(x):=3-n2(x-2/n) para 1nm<x<2/n, 
0 para 2/n<x<l. 


(Véase la figura 8.2.1.) Es evidente que cada una de las funciones f, es continua 
en [0, 1]; en consecuencia, son Riemann integrables. Sea por medio de un cálculo 
directo o con referencia a la interpretación de la integral como un área, se obtiene 


1 
f f, (x)dx=1 paa n>2. 
0 


El lector puede demostrar que f(x) > 0 para toda x € [0, 1]; y en consecuen- 

cia, la función límite f se anula y es continua (y por consiguiente, integrable), y 
, pl E ; > : s j 

así, fọ f(x) dx =0. Se llega así a la incómoda situación en la que: 


1 1 
f f(x)ds=0%=1 = im f f,(x)dx. 
0 0 


dm) 


IN 


Figura 8.2.1 Ejemplo 8.2.1c. 


d) Quienes consideren “artificiales” las funciones f, del inciso c) quizá prefieran 
considerar la sucesión (h,) definida por h,(x) := 2nxe? para x e [0, 1], ne N. 
Puesto que A, = H}, donde H,(x) := —e”*, por el teorema fundamental 7.3.1 se 
obtiene 


1 
f h (x)dx = H,(1)-H,(0)=1-e™. 
0 
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Es un ejercicio demostrar que A(x) := lm(h,(0)) = 0 para toda x e [0, 1]; por con- 


siguiente, 
1 1 
f hds = tim | h, (x)dx. g 
0 0 


Aun cuando la discontinuidad de la función límite del ejemplo 8.2.1a no es muy 
grande, es evidente que pueden construirse ejemplos más complicados que produci- 
rán una discontinuidad más amplia. De cualquier modo, debe abandonarse la espe- 
ranza de que el límite de una sucesión convergente de funciones continuas [o, en su 
caso, derivables, integrables] será continuo [o, en su caso, derivable, integrable]. 

Se verá a continuación que la hipótesis adicional de la convergencia uniforme 
es una condición suficiente para garantizar que el límite de una sucesión de fun- 
ciones continuas es continuo. Se establecen asimismo resultados similares para 
sucesiones de funciones derivables e integrables. 


Intercambio del límite y la continuidad smsa ; pa 


8.2.2 Teorema Sea (f,) una sucesión de funciones continuas en un conjunto 
A CR y suponer que (f,) converge uniformemente a una función 1: A > R en A. 
Entonces f es continua en A. 


Demostración. Por hipótesis, dada e > 0 existe un número natural H := He) 
tal que si n > H entonces | f(x) -f œ| < le para toda x € A. Seace A un punto 
arbitrario; se demostrará que f es continua en c. Por la desigualdad del triángu- 
lo se tiene 


MORO O O) 


< ls +| f(x) — fito) + Ze. 


Puesto que fy es continua en c, existe un número ô := de, c, fu) > O tal que si 
Ix-c| <óyxe A, entonces | f(x) — fulc)] < le. Por lo tanto, si |x- e| <ô y 
x € A, entonces se tiene |f(x) — f(c)] <£. Puesto que € > 0 es arbitraria, con esto 
se establece la continuidad de fen el punto arbitrario c e A. (Véase la figura 8.2.2.) 
QED: 

Co fy) 


(c, Ko 


o, JO) 
(c, Fito) 


8.2 
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Po 


95 


Observación Aun cuando la convergencia uniforme de la sucesión de funcio- 
nes continuas es condición suficiente para garantizar la continuidad de la función 


- límite, no es condición necesaria. (Véase el ejercicio 2.) 


Intercambio del límite y la derivada 


Se mencionó en la sección 6.1 que Weierstrass demostró que la función definida 
por la serie 


oo 


f(x):= Y 7-4 cos(3kx) 


k=0 


es continua en todo punto pero no tiene derivada en ningún punto de R. Al consi- 
derar las sumas parciales de esta serie, se obtiene una sucesión de funciones ( f,) 
que tienen derivada en todo punto y que convergen uniformemente a f. Así, aun 
cuando la sucesión de funciones derivables (/,,) es uniformemente convergente, no 
se sigue que la función límite es derivable. 

Se demuestra a continuación que si la sucesión de derivadas ( f;,) es unifor- 
memente convergente, entonces f, también lo es. Si se agrega la hipótesis de que 
las derivadas sean continuas, entonces es posible dar una demostración corta basa- 
da en la integral. (Véase el ejercicio 11.) Sin embargo, si no se supone que las 
derivadas son continuas, se requiere un razonamiento un tanto más elaborado. 


8.2.3 Teorema Sea J CR un intervalo acotado y sea (fp) una sucesión de fun- 
ciones de J a R. Suponer que existe Xy € J tal que (f (Xp)) converge y que la suce- 
sión (f;,) de derivadas existe en J y converge uniformemente a una función g en J. 

Entonces la sucesión (f ) converge uniformemente a una función f en J que 
tiene derivada en todo punto de J y f' =g. 


Demostración. Sean a < b los puntos terminales de J y sea x e J arbitraria. 5i 
m,n € N, se aplica el teorema del valor medio 6.2.4 a la diferencia f, — fy en el 
intervalo con puntos terminales xp, x. Se concluye que existe un punto y (que 
depende de m, n) tal que 


Lan (E) Fay OE Fig (0 Y — Ly O0) t A Ii OO Y 
Se tiene por tanto 
A E ACE EA (1) 


Del teorema 8.1.10, de (1), y de la hipótesis de que ( /,(xp)) es convergente y que 
(fi) es uniformemente convergente en J, se sigue que ( fp) es uniformemente con- 
vergente en J. El límite de la sucesión (f) se denota por f. Puesto que las f, son 
todas continuas y la convergencia es uniforme, del teorema 8.2.2 se sigue que f es 
continua en J. 
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Para establecer la existencia de la derivada de fen un punto c e J, se aplica el 
teorema del valor medio 6.2.4 a fn — Jn en el intervalo con puntos terminales c, x. 
Se concluye que existe un punto z (que depende de m, n) tal que 


IS e flo) - fe) = GO y E. 
En consecuencia, si x # c, se tiene 


ARA CARA 


x-C x=-c 


SM Fly 


Puesto que (f,,) converge uniformemente en J, si € > 0 está dada, existe H(e) tal 
que sim, n 2 Hí(e) y x + c, entonces 


(2 


x-c x=cC 


Lo LO 


Si se toma el límite en (2) con respecto a m y se usa el teorema 3.2.6, se tiene 


Eo 1 0-4, (0) 


x-C x-=C 


siempre que x + c, n > H(e). Puesto que g(c) = lim( fp (c), existe Me) tal que si 
n 2 N(e), entonces | f(c) — g(c)] <e. Ahora sea K := supíH(e), NMe)). Puesto que 
fi4c) existe, y existe Óg(€) > 0 tal que si 0 < |x — c| <Óx(e), entonces 


Fx) i Fite) 


x=C 


< 8. 


feie) 


Al combinar estas desigualdades, se concluye que si 0 < |x — c| < òg(E), entonces 


fx) fc) 


x-cC 


- g(c)|<3e. 


Puesto que e > 0 es arbitraria, con esto se demuestra que f’ (c) existe y que es igual o 
a g(c). Puesto que c € J es arbitraria, se concluye que f’ = g en J. Q.E.D. 


Intercambio del límite y la integral 


En el ejemplo-8.2.1c se vio que si ( fp) es una sucesión Ra, b] que converge en 
[a, b] a una función fen R[a, b], entonces no necesariamente ocurre que 


rese 3 


8.2 
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Se demostrará a continuación que la convergencia uniforme de la sucesión es una 
condición suficiente para garantizar que esta igualdad se cumple. 


8.2.4 Teorema Sea (fp una sucesión de funciones en Ría, b] y suponer que 


(fn) converge uniformemente a f en [a, b}. Entonces fe Rla, b] y (3) se cumple. 


Demostración. Del criterio de Cauchy 8.1.10 se sigue que, dada e > 0, existe `- 


He) tal que si m > n > H(e), entonces 
ES fp (x)= f, (x)S8 para xela,b]. 


El teorema 7.1.4 implica que 


b b 
-e-s | m-f 1,<00-0) 


Puesto que e > 0 es arbitraria, la sucesión ($? f„) es una sucesión de Cauchy en R 
y por lo tanto converge a algún número, digamos A € R. 

Se demuestra ahora que fe R[a, b] con integral 4. Si e > O está dada, sea 
K(e) tal que si m > K(e), entonces | f(x) — f(0)] < e para toda x e [a, b]. Si 
È := {ix x], £) PL, es cualquier partición etiquetada de [a, b] y si m > Kf(e), 
entonces 


IS PIS (PY [Y AL (ep 


i=l 


sÝ Ifa ED SENE 0 


i=l 
n 


<Y e(x, =x,1)=e(b-a). 


i=] 


Se elige ahora r > K(e) tal que SÈS. ~A] <e y se hace que ô, ¿ > 0 sea tal que 
ISE fo- SL P| < e siempre que |[P || < ô, ¿. Se tiene entonces 
b 
z 
a 


Pero como e > 0 es arbitraria, se sigue que fe RJa, b] y JE f=4. Q.E.D. 


surf, + 


<e(b-a4)+e+e=e[(b-a+2) 


ISCA; P-A SIS (LP) SL P)]+ 


La hipótesis de convergencia uniforme es muy rígida y restringe la utilidad de 
este resultado. En la sección 10.4 se llega a generalizaciones de largo alcance del 
teorema 8.2.4. Por el momento, se enuncia un resultado que no requiere la unifor- 
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midad de la convergencia, pero sí que la función límite sea Riemann integrable. 
Se omite la demostración. 


8.2.5 Teorema de convergencia acotada Sea (f,) una sucesión en Rla, b] 
que converge en [a, b] a una función f e Rla, b]. Suponer asimismo que existe 
B > 0 tal que |£,(x)| < B para toda x € [a, b], n e N. Entonces se cumple la .. 
ecuación (3). 


Teorema de Dini a 


Se concluye esta sección con un famoso teorema debido a Ulisse Dini (1845- 
1918) que ofrece un recíproco parcial del teorema 8.2.2 cuando la sucesión es 
monótona. Se presenta una demostración utilizando medidas no constantes (véase 
la sección 5.5). 


8.2.6 Teorema de Dini Suponer que (f,) es una sucesión monótona de funcio- 
nes continuas en 1 := [a, b] que converge a una función continua f en I. Entonces 
la convergencia de la sucesión es uniforme. 


Demostración. Se supone que la sucesión (/,) es decreciente y sea S := fm — f. 
Entonces (g,,) es una sucesión decreciente de funciones continuas que convergen 
a la función 0 en /. Se demostrará que la convergencia es uniforme en 1. 

Dadas £ > 0 y £ € I, existe me, € N tal que O < gp, , (1) <£/2. Puesto que gp, , 
es continua en 1, existe 0,(t) > 0 tal que 0 < 8, œ < e para toda x € I que satis- 
face |x -— t| <0,(f). Por tanto, ô, es una medida sobre 1, y si P=(l,, t) Y, es una 
partición fina-Ó,, se hace M, := MÁX, y,» + :+*,Mg y. Sim 2 Me y x € I, entonces 
(por el lema 5.5.3) existe un índice i con |x— t;| < ôs (t) y en consecuencia 


0S 8 y (x) S Em 1, (0) <e8. 
Por lo tanto, la sucesión (g,,) converge uniformemente a la función 0. Q.E.D. 
En los ejercicios se verá que no es posible descartar ninguna de las tres hipó- 


tesis: (1) las funciones f, son continuas, (11) la función límite f es continua, (iii) Z 
es un intervalo acotado cerrado. 


Ejercicios de la sección 8.2 


1. Demostrar que la sucesión ((x"/(1 + x”)) no converge uniformemente en [0, 2] estable- 
ciendo que la función límite no es continua en [0, 2]. 


2. Demostrar que la sucesión del ejemplo 8.2.1c es un caso de una sucesión de funciones 
continuas que converge de manera no uniforme a un límite continuo. 


3. Construir una sucesión de funciones en [0, 1], cada una de las cuales sea discontinua 
en todo punto de [0, 1] y cada una de las cuales converja uniformemente a una función 
que es continua en todo punto. 


8.2 
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- Suponer que (fp) es una sucesión de funciones continuas en un intervalo 7 que conver- 


ge uniformemente a una función fen £. Si (x,) < I converge a xy e 7, demostrar que 


Lim y) =f- 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


. Sea f : R — R uniformemente continua en R y sea fœ) := f(x + 1/n) para x e R. 


Demostrar que ( /;,) converge uniformemente a f en R. 


. Sea f, 00) := 1/(1 + x)” para x e [0, 1]. Encontrar el límite puntual f de la sucesión ( f,) 


en [0, 1]. ¿Converge uniformemente (f,) a fen [0, 1]? 


. Suponer que la sucesión ( f,) converge uniformemente a fen el conjunto A y suponer 


que cada f, está acotada en A. (Es decir, para toda n existe una constante M, tal que 
14,69 | < M, para toda x € 4.) Demostrar que la función f está acotada en A. 


. Sea f(x) := 1x/(1 + nx?) para x e A :=[0, 00). Demostrar que cada f, está acotada en 


4, pero el límite puntual f de la sucesión no está acotado en A. ¿Converge uniforme- 
mente (fp) afen 4? 


. Sea f(x) := x"/n para x e [0, 1]. Demostrar que la sucesión (/,) de funciones deriva- 


bles converge uniformemente a una función derivable fen [0, 1] y que la sucesión (£;,) 
converge en [0, 1] a una función g, pero que g(1) /1). 


Sea g(x) := e*/n para x > 0, n e N. Examinar la relación entre lím(g,,) y lim(g,,). 


Sea 7 := fa, b] y sea (fp) una sucesión de funciones en Z > R que converge a fen Z. 
Suponer que cada derivada f}, es continua en I y que la sucesión ( f/,) es uniformemen- 
te convergente a g en Z. Demostrar que f(x) ~ f(a) = S} g(0) dt y que f(x) = g(x) para 
toda xe I. 


Demostrar que lim f ni en?dr=0. 
Si a > 0, demostrar que lím f7 (sen nx)/(nx) dx = 0. ¿Qué ocurre si a = 0? 


Sea f(x) := nx/(1 + nx) para x e [0, 1]. Demostrar que (fp) converge de manera no uni- 
forme a una función integrable f y que f à fœ) dx= limf i fh dx. 


Sea gy(x) := nx(l — x} para x e [0, 1], 1 e N. Discutir la convergencia de (g,) y 
(So En da). 


Sea (ri, Fa, * * *, Fp ` * °} una enumeración de los números racionales en 7 := [0, 1] y sea 
que fp : I > R esté definida como 1 si x= r}, * * *, F, y como 0 en caso contrario. 
Demostrar que f, es Riemann integrable para toda n e N, que f (1) SRE) SiiS 
h <- >>, y que f(x) := lím( fŒ) es la función de Dirichlet, la cual no es Riemann 
integrable en [0, 1]. 


Sea f(x) := 1 para x e (0, 1/n) y f := 0 en cualquier otro punto de [0, 1]. Demostrar 
que ( f,) es una sucesión decreciente de funciones discontinuas que converge a una fun- 
ción límite continua, pero la convergencia no es uniforme en [0, 1]. 


Sea f(x) :=x" para x e [0, 1], n e N. Demostrar que (f,) es una sucesión decreciente 
de funciones continuas que converge a una función que no es continua, peto la convet- 
gencia no es uniforme en [0, 1]. 
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19. Sea f,00) := x/n para x e [0, 00), n e N. Demostrar que ( f,) es una sucesión decrecien- 
te de funciones continuas que converge a una función límite continua, pero la conver- 


gencia no es uniforme en [0, 00). 


20. Dar un ejemplo de una sucesión decreciente (.f,) de funciones continuas en [0, 1] que con- 
verja a una función límite continua, pero que la convergencia no es uniforme en [0, 1). 


SECCIÓN 8.3 a a 


Se introducen a continuación las funciones exponencial y logarítmica y se dedu- 
cen algunas de sus propiedades más importantes. En secciones anteriores de este 
libro se supuso cierta familiaridad con estas funciones con el fin de examinar los 
ejemplos. Sin embargo, en algún punto es necesario asentar estas funciones sobre 
bases firmes a fin de establecer su existencia y determinar sus propiedades básicas. 
Ello se hace aquí. Hay varios enfoques alternativos que pueden adoptarse para 
conseguir este objetivo. Se procede demostrando primero la existencia de una fun- 
ción que es la derivada de sí misma. A partir de este resultado básico, se obtienen 
las principales propiedades de la función exponencial. La función logaritmo se 
introduce después como la inversa de la función exponencial y esta relación inver- 
sa se usa para deducir las propiedades de la función logaritmo. 


La función exponencial ............ 


Se empleza estableciendo el fundamental resultado de existencia para la función 
exponencial. 


8.3.1 Teorema Existe una función E : R > R tal que: 
©  E(x)=E(x) para toda x e R. 
(Gi) E(0)=1. 


Demostración. Se define inductivamente una sucesión (£,,) de funciones con- 
tinuas como sigue: 
E (x):=1+x, (1) 


x 


Eno) f E, (Wat, (2) 
0 


para toda n e N, x e R. Evidentemente, E; es continua en R y en consecuencia es 
integrable en cualquier intervalo acotado. Si se ha definido £, y es continua en R, 
entonces es integrable en cualquier intervalo acotado, por lo que E,,,/ está bien 
definida por la fórmula anterior. Además, del teorema fundamental (segunda 
forma) 7.3.5 se sigue que E,,,, es derivable en cualquier punto x e R y que 


Ea (x)=E, (x) para neN. (3) 
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Mediante un razonamiento de inducción matemática (el cual se le deja al lector) 
` se establece que 


x x 
Eœ) =+- 4“ += para xER. (4) 
Ter 2! ni 


Sea A > 0 que está dada; entonces si |x| < 4 y m >n >24, se tiene 


xn+l x” 
prg 
(n+1)! m! 


sp 
n+l dzji 

< E E 
(n+1)! n n 


n+l 
d 2 
(n+1)! 


|En) — E, (0)|= (5) 


< 


Puesto que lím(4"/n!) = 0, se sigue que la sucesión (£,,) converge uniformemen- 
te en el intervalo [-4, 4], donde A > 0 es arbitraria. En particular esto significa que 
(E,0c)) converge para toda x e R. Se define E : R > R por 


E(x):=limE,(x) para xeR. 


Puesto que toda x e R está contenida dentro de algún intervalo [-4, 4], del teore- 
ma 8.2.2 se sigue que £ es continua en x. Además, es evidente a partir de (1) y (2) 
que E, (0) = 1 para toda n e N. Por lo tanto, £(0)= 1, con lo que se demuestra (11). 

En cualquier intervalo [-4, A] se tiene la convergencia uniforme de la suce- 
sión (£,,). Con base en (3), se tiene también la convergencia uniforme de la sucesión 
(E;,) de las derivadas. Se sigue, por lo tanto, por el teorema 8.2.3, que la función lí- 
mite £ es derivable en [-4, 4] y que 


E’ (x):= lim (E;(x)) = lim (E, (1) =E(x) 


, para toda x € [-4, A]. Puesto que 4 > 0 es arbitraria, el enunciado (1) queda esta- 
blecido. Q.E.D. 


8.3.2 Corolario La función E tiene derivadas de todos los órdenes y EW(x) = 
E(x) para toda ne N,x € R. 


Demostración.  Sin= 1, el enunciado es simplemente la propiedad (1). Se sigue 
para n e N arbitraria por inducción matemática. Q.E.D. 


8.3.3 Corolario Six > 0, entonces 1 +x < E(x). 


Demostración. Por (4) es claro que si x > 0, entonces la sucesión (E„(x)) es 
estrictamente creciente. En consecuencia, E¡(x) < E(x) para toda x > 0. Q.E.D. 


Se demuestra enseguida que la función E, cuya existencia se estableció en el 
teorema 8.3.1, es Única. 
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8.3.4 Teorema La función E : R—> R que satisface (1) y (11) del teorema 8.3.1 
es única. 


Demostración. Sean E; y E, dos funciones de R a R que satisfacen las propie- 
dades (1) y (11) del teorema 8.3.1 y sea F := E, — E). Entonces 


F(x)=E¡(x)-Ex)=Ej(x)-E,(x)=F(x) 
para toda x e R y 
F(0)= E,(0)-E,(0)=1-1=0. 


Resulta evidente (por inducción matemática) que F tiene derivadas de todos los 
órdenes y, de hecho, que F(x) = Fœ) para n e N, xe R. 

Sea x € R arbitraria y sea J, el intervalo cerrado con puntos terminales 0, x. 
Puesto que F es continua en Z, existe K > 0 tal que | F(£)| < K para toda te £,. Si 
se aplica el teorema de Taylor 6.4.1 a F en el intervalo J, y se usa el hecho de que 
F0(0) = F(0) = 0 para toda k e N, se sigue que para toda n e N existe un punto 
Cp € J tal que 


, = n) 
PO). P a O 


F(x)=F(0) + ——— x+. 
POE 1! (n-1)! n! 
Z a 
n! 
Se tiene por lo tanto 
K n 
¡Pos HE paratoda neN. 
n! 


Pero como lim( |x["/n!) = 0, se concluye que F(x) = 0. Puesto que x e R es arbi- 
traria, se infiere que Eœ) — E(x) = F(x) = 0 para toda x e R. Q.E.D. 


La terminología y la notación convencionales para la función E (de la cual se 
sabe ahora que existe y es única) se dan en la siguiente definición. 


8.3.5 Definición A la función única E : R > R tal que E“(x) = E(x) para toda 
xe Ry K£(0)= 1 se le llama la función exponencial. Al número e := £(1) se le 
lama el número de Euler. Con frecuencia se escribirá 


exp(x):=E(x) o  e*:=E(x) para xeR. 


El número e puede obtenerse como un límite, y por consiguiente aproximarse, 
de varias maneras diferentes. [Véanse los ejercicios 1 y 10, y el ejemplo 3.3.6.] 

El uso de la notación e* para E(x) se justifica por la propiedad (v) del siguien- 
te teorema, donde se establece que si r es un número racional, entonces E(r) y e! 
coinciden. (Los exponentes racionales se examinaron en la sección 5.6.) Así, la 
función E puede considerarse como una ampliación de la idea de exponenciación 
de números racionales a números reales arbitrarios. Para una definición de a* pará 
a>0 y xe R arbitraria, véase la definición 8.3.10. 
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8.3.6 Teorema La función exponencial satisface las siguientes propiedades: 
ii) E(X) 0 para toda x e R; 

Œ) ER + y) = EGOHE(y) para toda x,y € R; 

©) E) = para todare Q. 


con puntos terminales 0, æ. Sea K 2 | E(A)| para toda te J, . El teorema de Taylor 
6.4.1 implica que para toda n e N existe un punto c, € Jg tal que 


remeron kokas ie en a)i- 
T MD! 
EA a A y 
(n)! ee n! ió 


Se tiene, por tanto, 0 < 1 <(K/nt)ja |” para n e N. Pero como lím(fa |”"/nt} =0, 
esto es una contradicción. 
(tv) Sea y fija; por (111) se tiene E(y) + 0. Sea que G : R — R esté definida por 


_E(x+y) 
E(y) 


Evidentemente, se tiene G(x) = E(x + yy EY) = E(x + yEy) = G(x) para toda 
x € R, y G(0) = £(0 + yE) = 1. De la unicidad de E, demostrada en el teorema 
8.3.4, se sigue que G(x) = E(x) para toda x € R. En consecuencia, E(x + y) = 
E(x)E(y) para toda x e R. Puesto que y € R es arbitraria, se obtiene (1v). 

(v) De (iv) y por inducción matemática se sigue que sine N, x €e R, en- 
tonces 


para xeR. 


G(x): 


E(nx) = E&Y. 


Si se hace x = 1/n, esta relación implica que 


erosen) 


de donde se sigue que E(1/7n) = el”. Se tiene asimismo E(=m) = 1/E(m) = 1/e" = 
e™ para m € N. Por lo tanto, sim € Z, n € N, se tiene 


E(m/n)=(E(1/ny)" =(e/2)m =emín, 
Con esto se establece (v). QED. 


8.3.7 Teorema La función exponencial E es estrictamente creciente en R y 
tiene codominio igual a {y € R : y > 0). Además, se tiene 


(vi) lím E(x)=0 y lím E(x)=>. 
x>0 


x>- o 


Demostración. (iii) Sea a € R tal que Ela) = 0 y sea Jy el intervalo cerrado — ` 
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Demostración. Se sabe que E(0)=1> 0 y que E(x) 40 para toda x e R. Puesto 


que E es continua en R, del teorema del valor intermedio de Bolzano 5.3.7 se 


sigue que E(x) > 0 para toda x e R. Por lo tanto, E(x) = E(x) > 0 para x e R, por 
lo que £ es estrictamente creciente en R. 
Del corolario 8.3.3 se sigue que 2 < e y que lím E(x) = oo. Asimismo, si 
x->300 
z > 0, entonces como 0 < E(-z) = 1/K(z) se sigue que lím E(x) =0. Por lo tanto, 
x—>-00 


por el teorema del valor intermedio 5.3.7, toda y e R con y > 0 pertenece al codo- 
minio de E, Q.E.D. 


La función logaritmo 


Se ha visto que la función exponencial E es una función derivable estrictamente 
creciente con dominio R y codominio (y e R : y > 0}. (Véase la figura 8.3.1.) Se 
sigue que £ tiene una función inversa. 


(0, 1) (1,0) 


Figura 8.3.1 Gráfica de E. Figura 8.3.2 Gráfica de L. 


8.3.8 Definición La función inversa de E : R —> R se llama el logaritmo (o el 
logaritmo natural). (Véase la figura 8.3.2.) Se denotará por £ o por ln. 


Puesto que £ y L son funciones inversas, se tiene 


(LoEXx)=x  paratoda xeR 


(EoLXy)=y para toda yeR,y>0. 
Estas fórmulas también pueden escribirse en la forma 
he=x, em=y, 


8.3.9 Teorema El logaritmo es una función L estrictamente creciente con 
dominio {x € R : x > 0) y codominio R. La derivada de L está dada por 


(vii) L'G) = 1/x para x> 0. 
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El logaritmo satisface la ecuación funcional 
(viii) L(xy) = L(x) + L(y) para x > 0, y > 0. 
Además, se tiene 

ix) L()=0 y L(e)=1, 

(9 L0G5D=rk(x) para Xx>0,re Q. 


(4) límL(x)=-00 y límL(x)=00. 
x>0+ x>% 


Demostración. El que L es una función estrictamente creciente con dominio 
{xe R :x> 0) y codominio R se sigue del hecho de que Æ es estrictamente cre- 
ciente con dominio R y codominio {y e R : y > 0}. 

(vii) Puesto que £*(x) = E(x) > 0, del teorema 6.1.9 se sigue que L es deriva- 
ble en (0, 00) y que 


E E Ed para xe€(0,00). 


L’ (x)= = = 
(SL) (SLX x 


(viii) Six > 0, y > 0, sea u := L(x) y v := L(y). Entonces se tiene x = E(u) y 
y = Elu). De la propiedad (iv) del teorema 8.3.6 se sigue que 


xy = Eu)jE(v) = E(u +v), 


de donde L(xy) = (L ° E)(u + v) = u +v = L(x) + L(y). Con esto se establece (viii). 

Las propiedades de (ix) se siguen de las relaciones £(0) = 1 y £(1) = e. 

(x} Este resultado se sigue de (viii) y por inducción matemática para n e N, y 
se amplía a r e Q mediante razonamientos similares a los de la demostración de 
8.3.6(v). 

Para establecer la propiedad (x1) se observa primero que como 2 < e, entonces 
lím(e”) = œ y lím(e”) = 0. Puesto que L(e") = n y L(e") = —n, del hecho de que 
L es estrictamente creciente se sigue que 


lim Z(x)=líimL(e")=oxw y lím L(x)=límL(e”")=-00. QED. 
xo x>0+ 


Funciones potencia .... 

En la definición 5.6.6 se abordó la función potencia x —> x”, x > 0, donde r es un 
número racional. Mediante el uso de las funciones exponencial y logaritmo es 
posible ampliar la noción de funciones potencia de potencias racionales a poten- 
cias reales arbitrarias. 

8.3.10 Definición Siga e Ry x>0, el número x“ se define como 


x% ;= e0Ínx = E(aL(x). 


A la función x > 1% para x > 0 se le llama la función potencia con exponente dz. 
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Nota  Six>0ya=m/n, donde m € Z, n e N, entonces en la sección 5.6 se defi- 


-nió x? := (xy 1/1. Se tiene por tanto ln x% = d In x, de donde x% = M4 = e% nx, 


Por consiguiente, la definición 8.3.10 es congruente con la definición dada en la 
sección 5.6. 


Se enuncian a continuación algunas de las propiedades de las funciones poten- 
cia. Sus demostraciones son consecuencias inmediatas de las propiedades de las 


funciones exponencial y logaritmo y se dejan al lector. 


8.3.11 Teorema Siae R y x, y pertenecen a (0, 00), entonces: 


a) 1%=1, b) x% > 0, 

c) y) = xy’, d) (Uy = xy". 

8.3.12 Teorema Sio, Be Ryxe (0, 00), entonces: 

a) xa+B = xx, b) 9P = xoB = Ba, 

e) x%=1/x0, l d) si œ< p, entonces x% < xÊ para x > 1. 


El siguiente resultado se refiere a la derivabilidad de las funciones potencia. 


8.3.13 Teorema Sea cE R. Entonces la función x —> Xx“ de (0, co) a R es con- 
tinua y derivable, y 


Dx“=ax%*! para xe (0,00). 
Demostración. Por la regla de la cadena se tiene 
Dx% = De alnx = e%lx. D(alnx) 


0 
=x%4.2=gx0% 1 para xe(0,0). QED. 
x 


En un ejercicio se verá que si a > 0, la función potencia x > 14 es estricta- 
mente creciente de (0, 00) a R y que si æ < 0, la función x > 1% es estrictamente 
decreciente. (¿Qué ocurre si æ = 0?) o 

Las gráficas de las funciones x +> x% de (0, oo) a R son similares a las de la. 
figura 5.6.8. ; 
La función log, 


Si a > 0, a + 1, en ocasiones resulta conveniente definir la función log,. 


8.3.14 Definición Sea a > 0, a + 1. Se define 
Inx 
log, (x):=—— para xe(0,%). 
Ina 


Para x e (0, co), al número log,(x) se le llama el logaritmo de x base a. El caso 
a = e produce la función logaritmo (o logaritmo natural) de la definición 8.3.8. El 
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caso a = 10 produce la función logaritmo base 10 (o logaritmo común) log ¡y usada 
con frecuencia en cálculos. Las propiedades de las funciones log, se presentan en 
los ejercicios. 


Ejercicios de la sección 8.3 


1. Demostrar que six > 0 y si n > 2x, entonces 


n 
ex (tao z IN 
1! n! 


Usar esta fórmula para demostrar que 22 < e < 23 y que, por lo tanto, e no es un entero. 
p q 3 3 Y que, p 


2xn+l 


(a+1)! 


2. Calcular e con cinco cifras decimales de precisión. 
3. Demostrar que si 0 <x <a y n e N, entonces 


rl ea xn 


sd x” ` Xx 
+= ++ —S er Sl+4—=>+- + 
1! n! 1! (n=1)! n! 


4. Demostrar que si 1 > 2, entonces 


<i? 


n+1 


osen (tetra ro 
2! n! 


Usar esta desigualdad para demostrar que e no es un número racional. 


5. Six20yn e N, demostrar que 


; Arn 
E E A E 
x+1 l+x 
Usar este resultado para demostrar que 
2 x3 n * py 
mMr+D=x-E 4-41 +f CO" y 
2 3 n o l+t 


- y que 


xn+l 


2 3 n 
h(x+1)-| AR AA E l iM. 
2 3 n n+1 
6. Usar la fórmula del ejercicio precedente para calcular In 1.1 y In 1.4 con cuatro cifras 
decimales de precisión. ¿Qué tan grande debe elegirse n en esta desigualdad para 
calcular ln 2 con cuatro cifras decimales de precisión? 


7. Demostrar que In(e/2) = 1 — ln 2. Usar este resultado para calcular ln 2 con cuatro cifras 
decimales de precisión. 


8. Sea f: R > R tal que f(x) =/(x) para toda x e R. Demostrar que existe K e R tal que 
Jœ) = Kæ para toda x e R. 
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9. Sea a, > 0 para k=l, - -n y sea 4 :=(a,+- ++ +a,)/n la media aritmética de estos 
números. Para cada k, incorporar xy := a, /A—1 en la desigualdad 1 + x < e" (válida para 
x 2 0). Multiplicar los términos resultantes para demostrar la desigualdad de la media 
aritmética-geométrica 


(a, ap)" <ia, ++.) (6) 


Además, demostrar que la igualdad en (6) se cumple si y sólo si a; =a} =: + + = ap 

pr 10. Evaluar L“(1) utilizando la sucesión (1 + 1/7) y el hecho de que e = lím((1 + 1/1)”. 
11. Establecer las cons del teorema 8.3.11. 
12. Establecer las afirmaciones del teorema 8.3.12. 


13. a) Demostrar que si a > 0, entonces la función x > x% es estrictamente creciente de 


(0, oo) a R y que lím x4=0 y lím x" = œ. 
x>0+ x>00 


b) Demostrar que si æ < 0, entonces la función x > x1% es estrictamente decreciente 


de (0, 00) aR y que lim x%=00 y lím x%=0. 
x>0+ x>00 


14. Demostrar que si a > 0, a + 1, entonces al%%a* = x para toda x € (0, 00) y log (a) =y 
para toda y e R. Por lo tanto, la función x > log, x de (0, co) a R es la inversa de la 
función y > a” en R. 


15. Sia >0, a+ 1, demostrar que la función x H> log, x es derivable en (0, 00) y que, asi- 
mismo, D log, x= 1/(x In a) para x e (0, 00). 


16. Sia > 0, a+ l, y x y y pertenecen a (0, 00), demostrar que log, (xy) = log, x + log, y. - 


17. Sia>0,a+1,yb>0,b%1, demostrar que 


pe, x= e ioe, x para xe(0,0), 
Ina 


En particular, demostrar que log;ọ x = (In e/In 10) ln x= (log;y €) Ín x para x e (0, 00). 


| Las funciones trigonométricas 


Junto con las funciones exponencial y logarítmica, hay otra colección muy impor- 
l tante de funciones trascendentales conocidas como las “funciones trigonométricas”. 
Éstas son las funciones seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante. En 
cursos elementales suelen introducirse con base en una perspectiva geométrica en 
términos de triángulos, o bien del círculo unitario. En esta sección las funciones 
trigonométricas se introducen de manera analítica y después se establecen algunas 
de sus propiedades básicas. En particular, las diferentes propiedades de las funcio- 
nes trigonométricas que se usaron en los ejemplos de partes anteriores de este 
libro se deducen con rigor matemático en esta sección. 
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Basta considerar las funciones seno y coseno ya que las demás funciones tri- 
gonométricas se definen en términos de estas dos funciones. El tratamiento del 
seno y el coseno usado aquí es similar en esencia al que se empleó con la función 
exponencial por cuanto se establece primero la existencia de las funciones que 
satisfacen ciertas propiedades de derivación. 


8.4.1 Teorema Existen las funciones C: R —> R y S : R > R tales que 
© CE) =-C)y S”) =-S(x) para toda x € R, 
(ii) C0) =1, C0) =0 y S(0) = 0, S(0) = 1. 


Demostración. Se definen de manera inductiva las sucesiones (C,) y (S,) de 
funciones continuas de la siguiente manera: 


Q(x):=1,  Si(x):=x, (1) 
s= f C (t)dt, (2) 
0 
Gao- f S (t)dt, (3) 
0 


para toda ne N, xe R. 

Se observa por inducción matemática que las funciones C, y S;,, son continuas 
en R y, por tanto, son integrables en cualquier intervalo acotado; en consecuencia, 
estas funciones están bien definidas por las fórmulas anteriores. Además, del teo- 
rema fundamental 7.3.5 se sigue que S, y C,,,/ son derivables en todo punto y que 


S D=) y  Crp(x)=-8S,(x) para neN,xeR. (4) 


Por razonamientos de inducción matemática (que se le dejan al lector) se de- 


muestra que 
x2 x4 x2n 
Cr (Cr) =1 + +1)” f 
nC) 21 4! ED (2n)! 
x3 x5 i x2n+l 
S (x)=x + co +(=1)? ; 
maz) au o5! 5 (2n+1)! 


Sea A > 0 que está dada. Entonces si |x| <A y m >n > 24, se tiene que (dado que 
A/2n< 1/4): 


x2n q2n+2 J x2m-2 


Gn)! Ea m2) 


2 2n a A E , oe 
(nm)! 2n 2n 


42n B 
< — fa 
(2n)!\ 15 


[C,,(x1) - Cy(0)|= (5) 
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Puesto que lím(42"/(2n)!) = 0, la sucesión (C,) converge uniformemente en el 
intervalo [-4, Al, donde A > 0 es arbitraria. En particular, esto significa que 
(C C) converge para toda x e R. Se define C: R > R por 


Cx) := lim C) para xeR. 
Del teorema 8.2.2 se sigue que C es continua en R y, como C,(0) = 1 para toda 


ne N, que C(0)=1. 
Si |x| <4 ym ÈZ n> 24, de (2) se sigue que 


Sig CO 8, (0) = f {Cn (E) — Cy (ty dt. 
0 


Si se usa (5) y el corolario 7.3.15, se concluye que 


A2" 16 
[Sy (0) = p| < Es) 


de donde la sucesión (S,) converge uniformemente en [-4, 4]. Se define S: R >R 
por 


SGo) := lim S, para xeR. 


Del teorema 8.2.2 se sigue que S es continua en R y, como S, (0) = 0 para toda 
n e N, que S(0) =0. 
Puesto que C¿(10) =-S,,_1 (1) para n > 1, de lo anterior se sigue que la sucesión E 
(C;) converge uniformemente en [-4, 4]. En consecuencia, por el teorema 8.2.3, 
la función límite C es derivable en [-4, A] y 


C (o) =limC¿(x)=limES, ¡(x)=-S(x) para xe[-4,4]. 
Puesto que A > 0 es arbitraria, se tiene 
C'(x)=-S(x) para xeR. (5) 


Con un razonamiento similar, basado en el hecho de que S(x) = C,(x), se demues- 
tra que S es derivable en R y que 


S'(x)=C(x) para xeR. Y) 
De (6) y (7) se sigue que 
CA)= AS) = CA) y  SUx)=(C(x)"=-S(x) 
para toda x e R. Además, se tiene 
C*(0)=-S(0)=0,  S'(0)=C(0)=1. 


Por tanto, los enunciados (1) y (11) quedan demostrados. QED. 
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8.4.2 Corolarío SiC, S son las funciones del teorema 8.4.1, entonces 


(Gi) CG) =-3569 y S(x) = CU) paraxe R. 


Además, estas funciones tienen derivadas de todos los órdenes. 


| 
| 
. 
l 


Demostración. Las fórmulas (111) se establecieron en (6) y (7). La existencia de 
las derivadas de orden superior se sigue por inducción matemática. QED. > 


8.4.3 Corolario Las funciones C y S satisfacen la identidad de Pitágoras: 
(im) (CC)? +(SG6)? = 1 paraxe R. 


Demostración. — Sea f(x) := (COP + (Sœ)? para x e R, de tal modo que 
FOCAS) +2SNAC())=0 para xeR. 


Se sigue por tanto que f(x) es una constante para toda x e R. Pero como /(0)= 1 + 
0 = 1, se concluye que f(x) = 1 para toda x e R. Q.E.D. 


Se establece ahora la unicidad de las funciones C y S. 


8.4.4 Teorema Las funciones C y S que satisfacen las propiedades (1) y (11) del 
teorema 8.4.1 son únicas. 


Demostración. Sean C} y C, dos funciones de R a R que satisfacen C5(x) = 
-C;(x) para toda x € R y C;(0) = 1, C¡(0)=0 paraj = 1, 2. Si se hace D := C} — Os, 
entonces D”@) = —D(x) para x e R y D(0) = 0 y D®(0) = 0 para toda k e N. 

Ahora sea x e R arbitraria y sea J, el intervalo con puntos terminales 0, x. 
Puesto que D = C¡ — C y T := S4 — 8, = C3 — Cį son continuas en /,, entonces 
existe K > 0 tal que |D(O| <K y |T| < K para toda 1 e 1,. Si se aplica el teo- 
rema de Taylor 6.4.1 a D en /, y se usa el hecho de que D(0)=0, D'W(0) = 0 para 
k e N, se sigue que para toda n e N existe un punto c, € £, tal que 


£ (n-1) DM (e 
DEJE Ma A A p 
1! (1-1)! n! 
Ma ls DABA 
n! 


Ahora bien, o DWX(c,) = +D(c,) o DW(c,) = +T(c,). En cualquiera de los dos ca- 
sos se tiene 
Klxp” 


Dos == 
n! 


Pero como lim(|x|”/n!) = 0, se concluye que D(x) = 0. Puesto que x € R es arbi- 
traria, se infiere que C¡(x) — CŒ) = 0 para toda x e R. 
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Con un razonamiento similar se demuestra que si $4 y $, son dos funciones en 
R> R tales que S7(x) = —S;(x) para toda x e R, y que 5/(0) = 0, S/(0) = 1 para 
j=1,2, entonces se tiene S(x) = S(x) para toda x e R. Q.E.D. 


Ahora que se ha establecido la existencia y unicidad de las funciones C y S, se 
dará a estas funciones sus nombres conocidos. 


8.4.5 Definición A las funciones únicas C : R > R y S : R —> R tales que 
C”) =-C(x) y S” x) =-—Sx) para toda x e R con C(0) = 1, C'(0)=0 y S(0) =0, 
S’(0) = 1, se les llama la función coseno y la función seno, respectivamente. 
Acostumbra escribirse 


cos x := C(x) y sen x := S(x) para xeR. 


Las propiedades de derivación presentadas en (1) del teorema 8.4.1 no llevan por 
sí mismas a funciones determinadas de manera única. Se tiene la siguiente relación. 


8.4.6 Teorema  Sif:R —> R es tal que 
Ea) =- 16) para xe R, 
entonces existen los números reales &, B tales que 
f(x) = aC) + BS(x) para xeR. 
Demostración. Sea g(x) := f(0)C(x) + f(O) Sx) para x e R. Se observa de 
inmediato que g”(x) = —g(x) y que g(0) =(0), y como 
g (e) == f(0)5G) + F (0,060, 


que g'(0) = f’(0). Por lo tanto, la función h :=f— g es tal que A”(x) = —h(x) para 
toda x € R y h(0) = 0, »x"(0) = 0. Por tanto, de la demostración del teorema prece- 
dente se sigue que A(x) = 0 para toda x e R. Por lo tanto, f(x) = g(x) para toda 
xeR. Q.E.D. 


A continuación se deducen algunas de las propiedades básicas de las funcio- 
nes coseno y seno. 


8.4.7 Teorema La función C es par y S es impar en el sentido de que 
M CA=)=C0) y S(x) = -S(x) para x e R. 
Six, y € R, entonces se tienen las “fórmulas de adición” 


0D CR +y) =C) — S6IS(Y), SE + y) = SHC) + CSO). 


Demostración. (v) Si p(x) := C(=x) para x e R, entonces un cálculo de- 
muestra que o ”(x) = —p (x) para x e R. Además, (0) = 1 y (0) = 0, de donde 


p = C. Por consiguiente, Cl=x) = C(x) para toda x e R. En una forma similar 


se demuestra que S(—x) = —S(x) para toda x € R. 
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(vi) Sea y e R dada y sea fŒ) := C(x + y) para x e R. Un cálculo indica 
que f”(c) = 00) para x e R. Por consiguiente, por el teorema 8.4.6, existen los 
números reales a, f tales que 


f0)=Ck+y) aCe) +p y 
a 0) =-SE+y)=-aS(x) + 8C) 


para x € R. Si se hace x = 0, se obtiene C(y) = a y —S(y) = f, de donde se sigue la 
primera fórmula de (vi). La segunda fórmula se demuestra de manera similar. 
Q.E.D. 


Las siguientes desigualdades se usaron antes (véase el ejemplo en 4.2.8). 


8.4.8 Teorema Sixe R, x20, entonces se tiene 
(vi) -x < S(x) <x; (viii) 1 — la? < CO) < 1; 


Gx) x- ix <S) <x; (9 11-i s Ca) s1- ix? + 4x0 


Demostración. El corolario 8.4.3 implica que —1 < C(£) < 1 para t e R, por lo 
que si x > 0, entonces 


x 
-x< f C(t)dt < x, 
0 


de donde se tiene (vii). Si se integra (vii), se obtiene 


XxX 
-1x2 < S(t)dt < + x2, 
2 0 2 


de donde se tiene 
112 <-C(x)+151 x2. 
2 2 
Se tiene por tanto 1 — }x? < C(x), que implica (viii). 
La desigualdad (ix) se establece integrando (viii) y, asimismo, (x) se obtiene 


“integrando (ix). Q.E.D. 


El número 7 se obtiene a partir del siguiente lema. 


8.4.9 Lema Existe una raíz y de la función coseno en el intervalo (V2 , v3 ). 
Además, C(x) > 0 para x € [0, y). El número 2y es la menor raíz positiva de S. 


Demostración. La desigualdad (x) del teorema 8.4.8 implica que C tiene una 
raíz entre la raíz positiva /2 dex? — 2 = 0 y la menor raíz positiva de xt — 12x? + 


24 =0, que es y6 -243 < J3. Se hace que y sea la menor de esta raíz de C. 


WJ 
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De la segunda fórmula presentada en (vi) con x = y se sigue que S(2x) = 
2800CG0). Esta relación implica que S(2y ) = 0, por lo que 2y es una raíz positiva 
de S. La misma relación implica que si 20 > 0 es la menor raíz positiva de S, 
entonces C(ô ) = 0. Puesto que y es la menor raíz positiva de C, se tiene ô = y. 

Q.E.D. 


8.4.10 Definición Sea que x := 2y denote la menor raíz positiva de S. 

Nota La desigualdad J2 < y< 603 implica que 2.828 < 7r < 3.185, 
8.4.11 Teorema Las funciones C y S tienen periodo 21 en el sentido de que 
GI) C(x +27) = C(x) y S + 270) = Sx) para x € R. 

Además, se tiene 


Gi) SG) = CGT x) =-C(x +47), CŒ) = SGi - x) = S(x + 4r) para toda 
xeR. 


Demostración. (xi) Puesto que S(2x) = 2S(x)C(x) y S) = 0, entonces 
S(27) = 0. Además, si x = y en (vi) se obtiene C(2x) = (CHY — (S(x)?. Por lo 
tanto, C(27) = 1. En consecuencia, (vi) con y = 27 da como resultado 


Ca + 271) = CHCTE) - SHS) = C), 


SG +27) = SHC) + CS) = S). 
(Zii) Se observa que C(371) = 0 y es un ejercicio demostrar que S(}47) = 1. Si 


estos resultados se emplean junto con las fórmulas (vi), se obtienen las relaciones 
deseadas. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 8.4 
1. Calcular cos(0.2), sen(0.2) y cos 1, sen 1 con cuatro cifras decimales de precisión. 
2. Demostrar que |sen x| < 1 y |cos x| < 1 para toda x e R. 
3. Demostrar que la propiedad (vii) del teorema 8.4.8 no se cumple si x < 0, pero que se 


tiene |sen x| < |x| para toda x e R. Demostrar también que |sen x—x| < |x]%/6 para 
toda x e R. 


4. Demostrar que si x > 0, entonces 


Usar esta desigualdad para establecer una cota inferior para 7. 
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5. Calcular x aproximando el menor cero positivo de sen. (Proceder por bisección de 


10. 


. intervalos o usando el método de Newton de la sección 6.4.) 


. Definir de manera inductiva las sucesiones (c,,) y (s,) por c¡ (0) := 1, sœ) :=x, y 


sy $ c,(t)dt, cn =1+ $ 5,(1) de 
0 0 


para toda n e N, x e R. Seguir un razonamiento como el de la demostración del teore- 
ma 8.4.1 para concluir que existen las funciones c : R > R ys: R —> R tales que 
Dc”) = cœ) y so) = s(x) para toda x e R, y jj) (0) = 1, c(0)=0 y s(0) = 0, 
s'(0) = 1. Además, c (1) = s(x) y sU(x) = c(x) para toda x e R. 


. Demostrar que las funciones c, s del ejercicio precedente tienen derivadas de todos los 


órdenes y que satisfacen la identidad (c())? — (s(x)}? = 1 para toda x e R. Además, son 
las únicas funciones que satisfacen j) y jj). (Las funciones c, s se llaman las funciones 
coseno hiperbólico y seno hiperbólico, respectivamente.) 


. Sif: R => R es tal que /“(x) = f(x) para toda x e R, demostrar que existen los números 


reales a, 8 tales que f(x) = ac(x) + Bs(x) para toda x e R. Aplicar el resultado anterior 
a las funciones f(x) := e* y P(x) := e * para x e R. Demostrar que c(x) =35(e* + e”) 
y s(x) =3(e* — e”) paraxe R. 


. Demostrar que las funciones c, s de los ejercicios precedentes son par e impar, respec- 


tivamente, y que 
c(x + y) = cloc(y) + ss), sx + y) = sœ) + elos), 
para toda x, y e R. 


Demostrar que c(x) > 1 para toda x e R, que tanto c como s son estrictamente crecien- 


tes en (0, 00) y que lim c(x)= lím s(x) =00. 
X-—>00 X>300 


En la sección 3.7 se presentó una breve introducción a la teoría de las series infi- 
nitas. Se recomienda al lector volver a dicha sección ahora, ya que no se repetirán 
las definiciones ni los resultados que se dieron en ella. 

En la sección 9.1 se introduce la importante noción de la “convergencia abso- 
luta” de una serie. En la sección 9.2 se presentan algunos “criterios” para la con- 
vergencia absoluta que probablemente le resultarán familiares al lector por sus 
cursos de cálculo. En la tercera sección se abordan las series que no son absoluta- 
mente convergentes. En la última sección se estudian las series de funciones y se 


establecen las propiedades básicas de las series de potencias, las cuales son de 
gran importancia en las aplicaciones. 


Se han visto ya (en la sección 3.7) varias series infinitas que son convergentes y 
otras que son divergentes. Así, en el ejemplo 3.7.6b se vio que la serie armónica: 


00 


1 


n 
n=1 


es divergente porque la sucesión de sus sumas parciales s, := t + 1 Frrr l 
(n e N) no está acotada. Por otra parte, en el ejemplo 3.7.6f se vio que la serie 


armónica alternada: 
y El ya+l 
n 


n=l 
es convergente debido a la sustracción que tiene lugar. Puesto que 


z Epa a 1 


> 


n n 


estas dos series ilustran el hecho de que una serie È x, puede ser convergente, pero 
la serie È}, |x,| obtenida al tomar los valores absolutos de los términos puede ser 
divergente. Esta observación lleva a una importante definición. 
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9.1.1 Definición Sea X:=(x,) una sucesión en R. Se dice que la serie È, x, es 
absolutamente convergente si la serie È |x,] es convergente en R. Se dice que una 
serie es eondicionalmente (o no absolutamente) convergente si es convergente, 
pero no absolutamente convergente. 

Es trivial que una serie de términos positivos es absolutamente convergente si 
y sólo si es convergente. Se señaló antes que la serie armónica alternada es condi- 
cionalmente convergente. 


9.1.2 Teorema Si una serie en R es absolutamente convergente, entonces es 
convergente. 


Demostración. Puesto que È |x,] es convergente, el criterio de Cauchy 3.7.4 
implica que, dada e > 0, existe M(e) e N tal que si m > n > M(e), entonces 
¡LN + x 1 [++i x< E. 


n+ m | 


Sin embargo, por la desigualdad del triángulo, el lado izquierdo de esta expresión 
domina 


| Sm Sn l5 l Xn T Ypg HHX 


n+ m | ` 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, el criterio de Cauchy implica que 2, x„ converge. 
Q.E.D. 


Agrupamiento de series 


Dada una serie È x,, es posible construir muchas otras series 2, y, dejando fijo el 
orden de los términos x,,, pero insertando paréntesis para agrupar un número fini- 
to de términos. Por ejemplo, la serie indicada por 


Pone E COS A e Te l 1 


l1-=+|===— a A AA 


2 (3 4) (5 6 7]8 9 B 


se obtiene agrupando los términos de la serie armónica alternada. Es interesante 
el hecho de que tal agrupamiento no afecta la convergencia ni el valor de una serie 
convergente. 


9.1.3 Teorema Si una serie }, X, es convergente, entonces cualquier serie 
obtenida a partir de ella mediante el agrupamiento de los términos también es 
convergente y converge al mismo valor. 


Demostración. — Suponer que se tiene 


a Apn. Iar E 


Si s, denota la n-ésima suma parcial de È x, y tz denota la k-ésima suma parcial 
de * yp entonces se tiene 


MEE AI ES 


9.1 Convergencia absoluta g 319 


Por tanto, la sucesión (z;) de las sumas parciales de la serie apropada Èy, es 
una subsucesión de la sucesión (s,) de las sumas parciales de 2x,. Puesto que 
se supuso que esta última serie es convergente, también lo es la serie agrupada 
e : Q.E.D. 


` Es evidente que el reciproco de este teorema no es verdadero. De hecho, el 
agrupamiento 


(1D +(0-D+(0-D+ 


produce una serie convergente de 2 ¿29 1)", que en el ejemplo 3.7.2b se vio que 
es divergente ya que los términos no tienden a 0. 


Reordenamientos de series 


En términos generales, un “reordenamiento” de una serie es otra serie que se 
obtiene a partir de la serie dada mediante el uso de todos los términos exactamen- 
te una vez, pero variando el orden en que se toman los términos. Por ejemplo, la 
serie armónica tiene los reordenamientos 


11.1 1 1 1 1 
=+ +e 
2 1 4 3 2n 2n-l 
7 SI T E | 
AO A AL AO A 
12435 


El primer reordenamiento se obtiene a partir de la serie armónica intercambiando el 
primero y el segundo términos, el tercero y el cuarto, y así sucesivamente. El segun- 
do reordenamiento se obtiene a partir de la serie armónica tomando un “término 
impar”, dos “términos pares”, tres “términos impares”, y así sucesivamente. Es obvio 
que hay un número infinito de otros reordenamientos posibles de la serie armónica. 


9.1.4 Definición Una serie 2, y, en R es un reordenamiento de una serie È x, 
si hay una biyección f de N en N tal que y, = xy para toda k € N. 


En tanto que el agrupamiento de una serie no afecta su convergencia, hacer 
reordenamientos puede hacerlo. De hecho, hay una notable observación, hecha 
por Riemann, de que si È s, es una serie condicionalmente convergente en R y si 
ce R es un número arbitrario, entonces hay un reordenamiento de 2, x, que con- 
verge a c. 

Para demostrar esta afirmación, se observa primero que una serie condicional- 
nte convergente debe contener.un número infinito de términos positivos y un 
número infinito de términos negativos (véase el ejercicio 1), y que tanto la serie de 
términos positivos como la de términos negativos divergen (véase el ejercicio 2). 
Para construir una serie que converge a c, se toman términos positivos hasta que la 
suma parcial sea mayor que c, después se toman términos negativos hasta que la suma 
parcial sea menor que c, después se toman términos positivos hasta que la suma par- 
cial sea mayor que c, etcétera. 


Cuando se opera con series, por lo general querrá tenerse la seguridad de que 
los reordenamientos no afectarán la convergencia ni el valor de las series. A esto 
se debe la importancia del siguiente resultado. 
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9.1.5 Teorema de reordenamiento Sea Èx, una serie absolutamente conver- 
gente en R. Entonces cualquier reordenamiento 2 y, de 2,X, converge al mismo 
valor. 


Demostración. — Suponer que 2,x, converge a x e R. Por tanto, si € > 0, sea N 
tal que sin, q > N y Sp :=x +- +- + Xp, entonces 


q 
[x= s, |<e y > |x |<e8. 
k=N+1 
Sea M € N tal que todos los términos xy, - : -, xy estén contenidos como suman- 


dos de ty := y1 +-+: + yy. Se sigue que si m > M, entonces tp — s, es la suma de: | 
un número finito de términos x, con índice k > N. Por consiguiente, para algu- 
na q > N, se tiene 


i q 


ES y [x, |<8. 


k=N+1 


Por lo tanto, si m > M, se tiene entonces 


tr 711 S lfm Sp1+ 15,7 1]<ete=2e8. 


Puesto que e > 0 es arbitraria, se concluye que È y, converge a x. 


Ejercicios de la sección 9.1 


1. Demostrar que si una serie convergente contiene sólo un número finito de términos 
negativos, entonces es absolutamente convergente. 


2. Demostrar que si una serie es condicionalmente convergente, entonces la serie obteni- 
da a partir de sus términos positivos es divergente y la serie obtenida a partir de sus 
términos negativos es divergente. 


3. Si Ya, es condicionalmente convergente, dar un razonamiento para demostrar que 
existe un reordenamiento cuyas sumas parciales divergen a oo. 


4. ¿Dónde se usa el hecho de que la serie 2. x,, es absolutamente convergente en la demos- 
tración de 9.1.5? 


5. Si Èa, es absolutamente convergente, ¿se cumple que cualquier reordenamiento de 
Èa, también es absolutamente convergente? 


6. Encontrar una expresión explícita para la n-ésima suma parcial de Y %, İn(1 — 1/12) 
a fin de demostrar que esta serie converge a —In 2. ¿Esta convergencia es absoluta? 


7. a) Si Xa, es absolutamente convergente y (b,,) es una sucesión acotada, demostrar 
que 2a,,b, es absolutamente convergente. 


b) Dar un ejemplo para demostrar que si la convergencia de Ya, es condicional y (bn) 
es una sucesión acotada, entonces *a,b, puede divergir. 
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8. Dar un ejemplo de una serie convergente Ya, tal que Xa? no sea convergente. 


11. 


12. 


13. 


16. 


14. 


15. 


(Comparar este resultado con el ejercicio 3.7.8.) 


Si (a,) es una sucesión decreciente de números estrictamente positivos y si 2,4, es con- 
vergente, demostrar que lim(na,) = 0. 


Dar un ejemplo de una serie divergente 2a,, con (a„) decreciente y tal que lim(na,) = 0. 


Si (a,) es una sucesión y si m(n? 
te convergente. 


a,) existe en R, demostrar que Èa, es absolutamen- 


Sea a > 0. Demostrar que la serie X(1 + a”y! es divergente si 0 < a < 1 y es conver- 
gente sia> 1. 


a) ¿La serie NE 
n 


converge? 


n=1 


b) ¿La serie a converge? 
n 


n=1 


Si (a,,) es una subsucesión de (a,), entonces a la serie Zan, se le llama una subserie 
de X%a,,. Demostrar que Xa, es absolutamente convergente si y sólo si toda subserie es 
convergente. 


Sea a: N x N > R y escribir aj; := a(i, j). Si A; := $ aj; para toda ¡€ N y si 
A := È$; A; se dice entonces que 4 es una suma iterada de las ajj y se escribe 
A = 21 221 ay. Se define la otra suma iterada, denotada por 22, 2721 aj, de ma- 
nera similar. 

Suponer ahora que a; > 0 para i, j € N. Si (cz) es cualquier enumeración de 
(a; : i, je N}, demostrar que los siguientes enunciados son equivalentes: 


(i) La suma iterada 252, 2521 aj; converge a B. 

(ü) La serie 2721 c, converge a C. 

En este caso se tiene B = C. 

Las afirmaciones del ejercicio precedente pueden no cumplirse si los términos no son 


positivos. Por ejemplo, sea ajj := +1 si i -j = 1, ajj :=—~1 si i- j =-1 y aj := 0 en los 
demás puntos. Demostrar que las sumas iteradas 


existen pero no son iguales. 


En la sección 3.7 se dieron algunos resultados referentes a la convergencia de 
series infinitas; a saber, el criterio del n-ésimo término, el hecho de que una serie 
de términos positivos es convergente si y sólo si la sucesión de sus sumas parciales 
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está acotada, el criterio de Cauchy y los criterios de comparación y de compara- 
ción de límites. 

Se presentan a continuación algunos resultados adicionales que pueden ser 
familiares para el lector por cursos de cálculo previos. Estos resultados son de par- 
ticular utilidad para establecer la convergencia absoluta. 


9.2.1 Criterio de comparación de límites, ll  Suponer que X := (xp) y que 
Y := (Yp son sucesiones reales diferentes de cero, y suponer que el siguiente 
límite existe en R: 
x 
r:= lim. (G) 
Yn 


a) Sirz0, entonces }x, es absolutamente convergente si y sólo si Xy, es abso- 
lutamente convergente. 
b) Sir=0 y si Ey, es absolutamente convergente, entonces XxX, es absolutamen- 
te convergente. 


Demostración. Este resultado se sigue de inmediato del teorema 3.7.8. Q.E.D. 


Los criterios de la raíz y del cociente 


El siguiente criterio se debe a Cauchy. 
9.2.2 Criterio de la raíz Sea X :=(x,) una sucesión en R. 


a) Siexistenre Rconr<lyKe N tales que 


|x] <r para n>K, 


entonces la serie 2.x, es absolutamente convergente. 
b) Si existe K e N tal que 


px, 117 >1 para n>K, 


6) 
entonces la serie Èx, es divergente. 


Demostración. a) Si (2) es válida, entonces se tiene |x,| < 7” para n > K. 
Puesto que la serie geométrica }, 7” es convergente para 0 <r < 1, el criterio de 
comparación 3.7.7 implica que È |x, | es convergente. 

b) Si (3) es válida, entonces |x„| > 1 para n > K, por lo que los términos no 
tienden a 0 y se aplica el criterio del n-ésimo término 3.7.3. Q.E.D. 


En cursos de cálculo es frecuente encontrarse con la siguiente versión del cri- 
terio de la raíz. 


9.2.3 Corolario Sea X :=(x,) una sucesión en R y suponer que el límite 


r:= lím Jx [Un (4) 
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existe en R. Entonces 2x, es absolutamente convergente cuando r < 1 y es diver- 
gente cuando 1 > 1. 


Demostráción. Si el límite en (4) existe y r < 1, entonces existen r; con 
“r<f¡<1lyXKe N tales que |x, |!” <r; para n > K. En este caso puede aplicar- 


se 9.2.2a. 
a Sir > 1, entonces existe Ke N tal que |x, [17 > 1 para n > K y se aplica el 
criterio del n-ésimo término. Q.E.D. 


Nota No puede llegarse a ninguna conclusión en el corolario 9.2.3 cuando r= 1, 
porque tanto la convergencia como la divergencia son posibles. Véase el ejemplo 
9.2.7b. 


El siguiente criterio se debe a D’ Alembert. 


9.2.4 Criterio del cociente Sea X := (xp) una sucesión de números reales dife- 
_ rentes de cero. 


a) Siexistenre Rcon0<r<1yKe N tales que 


x 
tl ier para n2K, (5) 
X 


n 
entonces la serie Xx, es absolutamente convergente. 
b) Si existe K e N tal que 


x 
H |>] para n>2K, (6) 
20 x 
n 
entonces la serie Xx, es divergente. 


Demostración. a) Si (5) es válida, mediante un razonamiento por inducción 
matemática se demuestra que |Xg:4 ] < |xg|7” para m e N. Por tanto, para n > K 
los términos en 2, |x, | son dominados por un múltiplo fijo de los términos de la 
: serie geométrica 3” con 0 <r < 1. Entonces el criterio de comparación 3.7.7 
implica que >|x, | es convergente. 
b) Si (6) es válida, mediante un razonamiento por inducción matemática se 
demuestra que |xg+m| > | xx] para m e N y se aplica el criterio del n-ésimo tér- 
mino. Q.E.D. 


Se tiene una vez más un resultado conocido del cálculo. 


9.2.5 Corolario Sea X := (x,) una sucesión de elementos de R diferentes de 
cero y suponer que el límite 


Xx 
r := lim =} (7) 


existe en R. Entonces Èx, es absolutamente convergente cuando r< 1 y es diver- 
gente cuando 1 > 1. 
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Demostración. —Sir<lyr<r;, < 1, entonces existe K € R tal que lx,,,1/x,] < 
rı para n > K. En consecuencia, el teorema 9.2.4a se aplica para establecer la con- 
vergencia absoluta de 2x,,. 

Sir > 1, entonces existe K e N tal que |x,,,1/x,] > 1 para n > K, de donde se 
sigue que | x,| no converge a 0 y se aplica el criterio del n-ésimo término. Q.E.D. 


Nota No puede llegarse a ninguna conclusión en el corolario 9.2.5 cuando r = 1 
porque tanto la convergencia como la divergencia son posibles. Véase el ejemplo 
9.2.76. 


El criterio de la integral 


El siguiente resultado —de erandes alcances— hace uso de la noción de la integral 

impropia, la cual se define como sigue: si f está en R[a, b] para toda b > a y si 

el límite im $? f(t) dt existe en R, entonces la integral impropia f2 f(t) dt se 
>00 $ 


define como este límite. 


9.2.6 Criterio de la integral Sea f una función decreciente positiva en 
ft :t> 1}. Entonces la serie X=, F(K) converge si y sólo si la integral impropia 


00 b 
f f(t)dt = lim Í fdt 
l boe kI 


existe. En el caso de la convergencia, la suma parcial s, = y- f(X) y la suma 
s = Ex1 fk) satisfacen la estimación 


f fa) dt <s - s, <f FO dt. (8) 
n+l n 
Demostración. Puesto que fes decreciente y positiva en el intervalo [k — 1, k], 
se tiene 
k 
f(k) < : Find < f(k-1. (9) 
-1 


Al sumar esta desigualdad para k = 2, 3, - + -, n, se obtiene 
n 
DES f Ods sa, 
1 
expresión que establece que los límites 


n 
ims y m | fdt 


n=00 n= Y 1 


o existen ambos o no existe ninguno de ellos. Si existen, entonces al sumar (9) 
parak=n+1,- ++, m, se obtiene 


m 
Sm T $ <f fa)dt < Sm-1 T h>? 
n 
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de donde se sigue que 
mel pm 
f fdt S Sy — Sy <f Jdt. 
n+l no. i 


Si se toma el límite en esta última desigualdad cuando m = oo, se obtiene (8). 


Se indica a continuación cómo pueden aplicarse los resultados de los teore- 
mas 9.2.1-9.2.6 a las series p, las cuales se introdujeron en el ejemplo 3.7.6d,e. 


9.2.7 Ejemplos a) Considerar el caso p = 2; es decir, la serie 2.1/n?. Ésta e 
compara con la serie convergente 2 1/(m(n + 1)) del ejemplo 3.7.2c. Puesto que 


E. 1 
FN n(n+1) 


+1 1 
=% =14231, 
n n 


el criterio de comparación de límites 9.2.1 implica que la serie },1/n? es conver- 
gente. 
b) Se demuestra que el criterio de la raíz falla con la serie p. Adviértase que 


ln 
1 


nP 


1 1 


z (nojn (nnp ` 


Como se sabe que n!” — 1 (véase el ejemplo 3.1.11d), se tiene r= 1 en el coro- 


lario 9.2.3 y el teorema no proporciona ninguna información. 
c) Se aplica el criterio del cociente a la serie p. Puesto que 


1 1 


(n+1)} nP 


n? 1 
= ——— = — l 
(a+1)?} (1+1/n)? 


el criterio del cociente, en la forma del corolario 9.2.5, no proporciona ninguna 
información. 

d) Por último, se aplica el criterio de la integral a la serie p. Sea f (£) := 1/1P para 
12 1 y se recuerda que 


al 

J -dt = Ina - ln], 
lo 4 
n 

f Uasi 
D TP l- p 


A partir de estas relaciones se observa que la serie p converge si p > 1 y diverge 
sip < 1, como se había visto ya en 3.7.6d,e. E 


1 


np-l 


] para pxl. 


Criterio de Raabe 


Se ha visto que cuando los límites lím |x, | 1% y lim(| x,,+1/x,]) que se usan en los 
corolarios 9.2.3 y 9.2.5 son iguales a 1, estos criterios no proporcionan ninguna 


QED. ` 
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información acerca de la convergencia o divergencia de las series. En este caso 
con frecuencia es útil emplear un criterio más riguroso. Se presenta a continuación 
uno que con frecuencia resulta de utilidad. 


9.2.8 Criterio de Raabe Sea X :=(x,) una sucesión de números reales dife- 
rentes de cero. 


a) Si existen los números a> 1 yK e N tales que 


X a 
ntl jej Ê 


Xi n 


para n2K, (10) 


entonces È,x, es absolutamente convergente. 
b) Si existen los números reales a < 1 y K e N tales que 


N . 
ntl Sjea para n>2K, (11) 


Xa n 


entonces }x, no es absolutamente convergente. 


Demostración. a) Si la desigualdad (10) es válida, entonces se tiene (después 
de sustituir n por k y de multiplicar) 


k |x 1S (0-11 x,, 1- Ca —1)| x7 1 para k>K. 


Al reordenar la desigualdad, se tiene 
(k-Dlx l- k1xz,12(a-1D)]x,1>0 para k>K, (12) 


de donde se deduce que la sucesión (k| xy, ¡ |) es decreciente para k 2 K. Si se suma 
(12) para k = K, - - -, n y se advierte que el primer miembro es telescópico, se 
obtiene 


(K-DIxp 12 1%) l Zla- Dhl xg] ++] x,1). 


Con esto se demuestra (¿por qué?) que las sumas parciales de 2, | x, | están acota- 
das y se establece la convergencia absoluta de la serie. 
b) Si la relación (11) es válida para n > K, entonces como a < 1, se tiene 


n |X] 2 (2-4) x, | 2 (1-D/x,] paa n2K. 
Por lo tanto, la sucesión (7 |x„+; |) es creciente para n > K y existe un número 
c > 0 tal que [x,,41| > c/n para n > K. Pero como la serie armónica 2, 1/n diverge, 


la serie 2 |x„] también diverge. QED: 


En la aplicación del criterio de Raabe, con frecuencia resulta conveniente usar 
la siguiente forma en términos de límites. 
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9.2.9 Corolario Sea X := (xp) una sucesión diferente de cero en R y sea 


a:= lím h: 4 | (13) 


siempre que este límite exista. Entonces Yx, Nes absolutamente convergente cuan- ` 
do a> 1 y no es absolutamente convergente cuando a < 1. 


Demostración. — Suponer que el límite en (13) existe y que a > 1. Si a, es cual- 
quier número con a > aj > 1, entonces existe K e N tal que a, <n(1 — |x,.1/x,]) 
para n > K. Por lo tanto, |x,+1/x, | < 1 — a/n para n > K y el criterio de Raabe 
9.2.8a se aplica. 

El caso cuando a < 1 es similar y se le deja al lector. Q.E.D. 


Nota No puede llegarse a ninguna conclusión cuando a = 1; la convergencia o 
la divergencia son posibles, como el lector puede demostrar. 


9.2.10 Ejemplos a) Se considera de nuevo la serie p a la luz del criterio de 
Raabe. Al aplicar la regla de L-Hópital cuando p > 1, se obtiene (¿por qué?) 


a=lim| n Ss =lím| n Kan a 
(n+1)P (+1) 
„ | (+1/n)2—1 1 
= lím| —— | + limi ——— |=p-l=p. 
mf Un ) mi) á E 


Se concluye que si p > 1 entonces la serie p es convergente, y si 0 < p < 1 en- 
tonces la serie es divergente (ya que los términos son positivos). Sin embargo, 
si p = 1 (¡la serie armónica!), el corolario 9.2.9 no proporciona ninguna infor- 
mación. 


b) Se considera ahora y 


n=1 


n?2+1 


Con un cálculo sencillo se establece que lím(x,,+¡/x,) = 1, por lo que no se 
aplica el corolario 9.2.5. Asimismo, se tiene lim(r(1 — xy+1/xp)) = 1, por lo que 
el corolario 9.2.9 tampoco se aplica. Sin embargo, es un ejercicio establecer la 
desigualdad x,+1/x, 2 (n — 1)/n, de donde, por el criterio de Raabe 9.2.8b, se si- 
gue que la serie es divergente. (Desde luego, el criterio de la integral o el crite- 
rio de comparación de límites, con (y,) = (1/7), pueden aplicarse en este caso.) 


Aun cuando la forma en términos de límites 9.2.9 del criterio de Raabe es 
mucho más sencilla de aplicar, el ejemplo 9.2.10b indica que la forma 9.2.8 es más 
sólida que la 9.2.9. 
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Ejercicios de la sección 9.2 


1. 


10. 


11. 


Establecer la convergencia o divergencia de las series cuyo n-ésimo término es: 


ER AA s 1 E A 
(n+D(m+2) (n+1(m+2) 
e) 2-Un, d) n/2”. 
. Establecer la convergencia o divergencia de las series cuyo n-ésimo término es: 
a) (an+ oy, b) (n+ D3, 
c) nin", 4 i d Dala + 1). 


. Examinar la convergencia o divergencia de las series cuyo n-ésimo término (para n 


suficientemente grande) está dado por 


a) (Inny?, b) (n ay”, 
c) (n ay™”, ea d) (n nyh”, 
e) (anlnnay!, “1 an n(n la AA, 
. Examinar la convergencia o divergencia de las series con n-ésimo término 
a) Pe”, b) nie”, 
o) ea, d) nn) e, 
e) nle”, D ne”. 


. Demostrar que la serie 1/12 + 1/23 + 1/32 + 1/43 + - - -, es convergente, pero que no se 


aplican los criterios del cociente ni de la raíz. 


Si a y b son números positivos, entonces Y(an + by? converge si p > 1 y diverge si 
psl. 


Examinar las series cuyo n-ésimo término es 


n! (n1)? 
d ST Can D mr 
c) 2-4- (27) d 2-4---(27) l 
3-5---(2n+1)” S-7---(2n+3) 


Sea 0 < a < 1 y considerar la serie 
a2? +a+at +a? +-+ a?” 4 4214... 
Demostrar que se aplica el criterio de la raiz, pero no el criterio del cociente. 


Sir e (0, 1) satisface (2) en el criterio de la raíz 9.2.2, demostrar que las sumas par- 
ciales s, de 2x, son una aproximación de su límite s de acuerdo con la estimación 
|s -s| Sr —r) para n > K. 


Si r e (0, 1) satisface (5) en el criterio del cociente 9.2.4, demostrar que |s — s, | £ 
r|x,]/(1 —r) para n 2 K. 


Si a > 1 satisface (10) en el criterio de Raabe 9.2.8, demostrar que |s — s, | < n|x,|/ 
(a — 1) para n > K. 
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12. 


13. 
14, 


15, 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


Para cada una de las series del ejercicio 1 que converge, estimar el residuo si sólo se 
toman cuatro términos. Si sólo se toman diez. Si quiere determinarse la suma de la 
serie dentro de 1/1000, ¿cuántos términos deben tomarse? 


Responder las preguntas del ejercicio 12 para las series dadas en el ejercicio 2. 
A T 


n ll 141 1 A 
Demostrar que la serie 1 +33 +7+5-¿+ +: s es divergente. 


Para n e N, sea que c, esté definida por c, := L + l +--++1/n— In n. Demostrar que 


(c,) es una sucesión decreciente de números positivos. Al límite C de esta sucesión se 
le llama la constante de Euler y es aproximadamente igual a 0.577. Demostrar que si 
se escribe 


e E 1 
bi —Á, 
ESE 2n 


entonces la sucesión (b,,) converge a In 2. [Sugerencia: b, = Cap — Cp + In 2.] 


Sea que {74, m7, *  :) denote la colección de números naturales que no incluyen el digi- 
to 6 en sus desarrollos decimales. Demostrar que È 1/7, converge a un número menor 
que 80. Si {m;, mo, + - +} es la colección de números que terminan en 6, entonces 
2, 1/m, diverge. Si (py, p,, - - +} es la colección de números que no terminan en 6, 
entonces > 1/p, diverge. 


Si p > 0, q > 0, demostrar que la serie 


(p+1D(p+2)-(p+n) 
(q+1(9+2)(q+n) 


converge para q > p + 1 y diverge para q Sp + 1. 


Suponer que ninguno de los números a, b, c es un entero negativo ni cero. Demostrar 
que la serie hipergeométrica 


ab, a(a+1)b(b+1) A a(a+lla+2)b(b+1Xb+2) PE 
Ite 2tc(c+1) 3te(c+1X{c+2) 
es absolutamente convergente para c > a + b y que es divergente para c < a + b. 


Sea a, > 0 y suponer que Èa, converge. Construir una serie convergente Èb, 
con b, > 0 tal que lím(a,/b,) = 0; en consecuencia, Xb, converge menos rápido 
que Èa, [Sugerencia: sea (4„) las sumas parciales de a, y 4 su límite. Definir 


by := VA — 4-4 y bp := A-A, -JA— 4, parana l] 


Sea (a,,) una sucesión decreciente de números reales que converge a O y suponer que 
Za, diverge. Construir una serie divergente Xb, con b, > 0 tal que lím(b,/a,) = 0; 
en consecuencia, Èb, diverge menos rápido que 2a,. [Sugerencia: sea b, := 


4/4, , donde A, es la n-ésima suma parcial de 2a,,.] 
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Los criterios de convergencia que se examinaron en la sección anterior se enfoca- 
ron principalmente en establecer la convergencia absoluta de una serie. Dado que 
hay muchas series, tales como 


z EN z Epa 
E 2 | (1) 


que son convergentes pero no absolutamente convergentes, es conveniente contar 
con algunos criterios para este caso. En esta breve sección se presenta primero el 
criterio para series alternadas y después los criterios para series más generales 
debidos a Dirichlet y Abel. 


Series alternadas: 


El criterio más conocido para series no absolutamente convergentes es el que se 
debe a Leibniz, el cual puede aplicarse a series que son “alternadas” en el siguien- 
te sentido. 


9.3.1 Definición Se dice que una sucesión X := (x,) de números reales dife- 
rentes de cero es alternada si los términos (-1)"*Lx,, n € N, son todos números 
reales positivos (o todos negativos). Si la sucesión X = (x,) es alternada, se dice 
que la serie 2, x, que genera es una serie alternada. 


En el caso de una serie alternada, es útil hacer x, = (-1)Y%z, [o x, = (0,1, 
donde z, > 0 para toda n e N. 


9.3.2 Criterio para series alternadas Sea Z :=(Z,) una sucesión decrecien- 
te de números estrictamente positivos con lím(z,) = 0. Entonces la serie alter- 
nada 2(-1)"lz, es convergente. 


Demostración. Puesto que se tiene 
527 = (21229) + (2% = Z4) + =+ (2251 7 Zan) 


y puesto que z4 — Z+; Z 0, se sigue que la subsucesión (s2„) de sumas parciales es 
creciente. Puesto que 


n 7 Z = (z3 o ` Z211) 7 Z2n> 


se sigue también que s,, < Z; para toda n e N. Del teorema de convergencia monó- 
tona 3.3.2 se sigue que la subsucesión (s,,) converge a algún número s e R. 
Se demuestra ahora que la sucesión completa (s,) converge a s. De hecho, si 
Ñ i i 
e> 0, sea K tal que si n > K entonces |s, ~ s| <te y |27n+1 | < je. Se sigue que 
si n > K entonces 


[S21 TS] 5 152 + 22041 781 
ATA EA 
[577 Sit] Zp l S zEt787 E 


A 
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Por lo tanto, toda suma parcial de un número impar de términos también está den- 
tro de e unidades de s si n es lo suficientemente grande. Puesto que e > 0 es 
arbitraria, la convergencia de (s,) y en consecuencia la de X(-1)"*lz, queda 
establecida. Q.E.D. 


. r Pi TT + . 
a 5 o Nota Es un ejercicio demostrar qué sí 5 es la suma de la serie alternada y Si Sp 
es su n-ésima suma parcial, entonces 


S- Sp] S Zayi: (2) 


Es evidente que este criterio para series alternadas establece la convergencia de las 
dos series ya mencionadas en (1). 


Los criterios de Dirichlet y Abel 


Se presentan ahora otros dos criterios que pueden aplicarse en gran cantidad de 
situaciones. Se basan en el siguiente lema, al que en ocasiones se le Hama la 
fórmula de sumas parciales, ya que corresponde a la conocida fórmula de la inte- 
gración por partes. 


ji 
9.3.3 Lema de Abel Sean X := (Xp) y Y := (Yn) sucesiones en R y sea que las : 
sumas parciales de 2 y, se denoten por (sp) con sy := 0. Si m > n, entonces 

m m-l | 

S ón 48.) + S o =X k) Ske (3) , 

k=n+1 k=n+l | 
Demostración. Puesto que y; =S¿— S4- para k= 1, 2, - ++, se observa que el 

primer miembro de (3) es igual a Y j=n41 X(S; — S41). Si se agrupan los términos ! 

multiplicando Sp, Sy+1, * * "> Sm Se Obtiene el segundo miembro de (3). Q.E.D. | 


Se aplica ahora el lema de Abel a fin de obtener criterios para la convergen- 
cia de series de la forma Y x, Yp- 


9.3.4 Criterio de Dirichlet Si X := (x,) es una sucesión decreciente con 
lím x, = 0 y si las sumas parciales (sp) de } y, están acotadas, entonces la serie 
È Xpyp es convergente. 


Demostración. Sea |s,| < B para toda n e N. Si m > n, del lema de Abel 9.3.3 
y del hecho de que x; — Xg+¡ > O se sigue que 


m m-1 
ye gp | SA yy E Xpy) Bt y (= Xy) B 
k=n+1 k=n+1 
= [Qt + Xa) + Xa] B 
a =2x ,,B 


n+% 


Puesto que lím(x,) = 0, la convergencia de >x,y, se sigue del criterio de conver- 
gencia de Cauchy 3.7.4. Q.E.D. 
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9.3.5 Criterio de Abel Si X := (xp) es una sucesión monótona convergente y 
la serie Xy, es convergente, entonces la serie YX, y, también es convergente. 


Demostración. Si (x„) es decreciente con límite x, sea 4, := Xx, —x, n € N, de 
tal modo que (u,,) decrece a 0. Entonces xy =x + up de donde xy Y, = XP, + Uy Y y> 
Del criterio de Dirichlet 9.3.4 se sigue que %u,, y, es convergente y, como 2.xp, 
converge (debido a la convergencia supuesta de la serie *y,), se concluye que 
YX, y, es convergente. 

Si (x,,) es creciente con límite x, sea V, := X — Xp, n € N, de tal modo que (v,,) 
decrece a 0. Aquí x,, = x — Uy, de donde Xy, Yy = XV, — Un Yp y Se sigue el mismo 
razonamiento que antes. Q.E.D. 


9.3.6 Ejemplos a) Puesto que se tiene 


2(sen + x) (cosx +--+ cos nx) = sen (n+ 2)1—senhx, 


se sigue que si x + 24x (k e N), entonces 


1 


sen(n+})x-sen4 x 
[cos x+: -+ cosnx|= 


[2sen4x| [senL | 
2 2 


“Por lo consiguiente, el criterio de Dirichlet implica que si (a,) es decreciente con 


lím(a,) = 0, entonces la serie Y ¿1 a, cos nx converge siempre que x + 2kx. 
b) Puesto que se tiene 


2(sen $x) (sen x +--+ sen nx) = cos $x- cos (+13, 


se sigue que si x % 2kx (k e N), entonces 


[sen x+- + sennx| < 
[sent x 
2 


Como se afirmó antes, si (a„) es decreciente y si lím(a„) = 0, entonces la serie 
2-1 4, Sen nx converge para x + 2kr (y también converge para estos valores). 


Ejercicios de la sección 9.3 


1. Examinar las siguientes series para la convergencia y la convergencia absoluta. 


21 y+1 23 y +1 
a) EU b) cn 
n2+1 n+1 
n=1 n=1 
1 y a+1 
c) ( ) E d) Y yr hn F 
n+2 n 
n=1 n=1 


2. Sis, es la n-ésima suma parcial de la serie alternada 2521 (1H z, y si s denota la 


suma de esta serie, demostrar que |s — s,,| € Zn+1- 
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3. Darun ejemplo que muestre que el criterio para series alternadas 9.3.2 puede fallar si 
(z,) no es una sucesión decreciente. 


- 4. Demostrar que el criterio para series alternadas es una consecuencia del criterio de 
Dirichlet 9.3.4. 


Lu 5. Considerar la serie 
1 1 1,1 1 1 


Fra O A 


donde los signos están por pares. ¿Es convergente? 


6. Sea a, € R para ne N y sea p <q. Si la serie Ya,/n? es convergente, demostrar que 
la serie %a,/n1 también es convergente. 


7. Sip y q son números positivos, demostrar que 2—1)"(ln n)?/n7 es una serie conver- 
gente. 


8. Examinar las series cuyo n-ésimo término es: 


n” n” 

-1 n EASTER b E 
e (a+ 1yr+l ) (a+ 13 
Ay a ay EL 

n” n” 


9. Silas sumas parciales de Y, a, están acotadas, demostrar que la serie 2,72] ae” con- 
verge para £ > 0. 


10. Si las sumas purciales s, de 2, =, a, están acotadas, demostrar que la serie Y, y] a,/n 
converge a 2521 s„/n(n + 1). 


11. ¿Puede aplicarse el criterio de Dirichlet para establecer la convergencia de 


donde el número de signos se incrementa en uno en cada “bloque”? En caso contra- 
rio, usar otro método para establecer la convergencia de esta serie. 


12. Demostrar que la hipótesis de que la sucesión X := (x,) es decreciente en el criterio de 
Dirichlet 9.3.4 puede reemplazarse con la hipótesis de que Y, p=] Xn — Xp+1 | es con- 
vergente. 


13. Si (a,) es una sucesión decreciente-acotada y (b,) es una sucesión creciente acotada, 
y si x, := a, + b, para n e N, demostrar que 2,521 |x, — Xp+1] es convergente. 


14. Demostrar que si las sumas parciales s, de la serie * 71 az satisfacen |, | < Mn” para 
alguna r < 1, entonces la serie 2,521 a,/n converge. 


15. Suponer que Ža, es una serie convergente de números reales. Demostrar que 2b,, con- 
verge o bien dar un contraejemplo, cuando b,, se define por 


a) a,/n, b) ya, in (a, 2 0), 
c) asenn, d) ya, /n (a, 2 0), 


e) nlna, D a, je 
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Debido a la frecuencia con que aparecen y a su importancia, se consideran a 
continuación las series infinitas de funciones. Puesto que la convergencia de una 
serie infinita se aborda examinando la sucesión de sumas parciales, las preguntas 
referentes a series de funciones se responden examinando las preguntas corres- 
pondientes para sucesiones de funciones. Por esta razón, una parte de la presente 
sección es tan sólo una transposición a la terminología de series de hechos ya esta- 
blecidos para sucesiones de funciones. Sin embargo, en la segunda parte de la 
sección, donde se examinan las series de potencias, surgen nuevas variantes debi- 
do al carácter especial de las funciones que intervienen. 


9.4.1 Definición . Si (f,) es una sucesión de funciones definidas en un subcon- 
junto D de R con valores en R, la sucesión de sumas parciales (s,) de la serie infi- 
nita 2, f, está definida para x en D por 


Ko 3460 =f, 
s(x) c=s (04 h(x) 


En caso de que la sucesión (s,,) de funciones converja a una función fen D, se dice 
que la serie infinita de funciones > f, converge a fen D. Con frecuencia se es- 
cribirá 


e i Ss, 
n=1 


para denotar la serie o la función límite, cuando existe. 


Si la serie Y | /,(c)| converge para toda x en D, se dice que È f, es absoluta- 
mente convergente en D. Si la sucesión (s,) de sumas parciales es uniformemen- 
te convergente a fen D, se dice que 2 fp es uniformemente convergente en D ò 
que converge a f uniformemente en D. S 

Una de las razones principales del interés en las series de funciones unifor- 
memente convergentes es la validez de los siguientes resultados, en los cuales se 
presentan las condiciones que justifican el cambio de orden de la sumatoria y otras 
Operaciones con límites. 


9.4.2 Teorema  Sif, es continua de D CR aR para todan e Ny si Y, f, con- 
verge a f uniformemente en D, entonces f es continua en D. 


Se trata de una transposición directa para series del teorema 8.2.2. El siguien- 
te resultado es una transposición del teorema 8.2.4. 


9.4 Series de funciones 
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9.4.3 Teorema  Suponer que las funciones f, con valores reales, n e N, son 
Riemann integrables en el intervalo J := [a, b]. Si la serie È, f, converge a f uni- 
Jormemente en J, entonces f es Riemann integrable y 


b Ga b 
j I y f fo (0) 
a n=1 a E 


Enseguida se considera el teorema correspondiente relativo a la derivación. 
Se supoxte aquí la convergencia uniforme de la serie obtenida después de deri- 
var término a término la serie en cuestión. Este resultado es una consecuencia 
inmediata del teorema 8.2.3. 


9.4,4 Teorema Para toda n € N, sea f, una función con valores reales en 
J := [a, b] que tiene derivada f;, en J. Suponer que la serie Xf, converge al menos 
en un punto de J y que la serie de las derivadas *1;, converge uniformemente en J. 
Entonces existe una función con valores reales f en J tal que Xf, converge 
uniformemente a f en J. Además, f tiene derivada en] y ' = Xfi.. 


Criterios de convergencia uniforme a Sl 


Puesto que se han enunciado algunas consecuencias de la convergencia uniforme 
de series, a continuación se presentan algunos criterios que pueden usarse para 
establecer la convergencia uniforme. 


9.4.5 Criterio de Cauchy Sea (fp) una sucesión de funciones de Dc RaR. 
La serie 2, es uniformemente convergente en D si y sólo si para toda € > 0 exis- 
te M(e) tal que si m > n> M(8), entonces 


(611900 +20 + £,(60| <€ para toda xeD. 


9.4.6 Criterio M de Weierstrass Sea (M,) una sucesión de números reales 
positivos tal que |f (x)| < M, para x e D, n e N. Si la serie X, M, es convergen- 
te, entonces 2, fp es uniformemente convergente en D. 


Demostración. Si m > n, se tiene la relación 
MARES ++ f(x) | SM SEM para xeD. 


Se aplican ahora 3.7.4, 9.4.5 y la convergencia de È, M,,. Q.E.D. 


En el apéndice E se usa el criterio M de Weierstrass para construir dos intere- 
santes ejemplos. 


Series de potencias E A 


Se considera a continuación el examen de las series de potencias. Se trata de una 
importante clase de series de funciones que posee propiedades que no son válidas 
para las series de funciones generales. 
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9.4.7 Definición Se dice que una serie de funciones reales >, f, es una serie de 
potencias alrededor de x = c si la función f, tiene la forma 


Jn (o) = a(x ii c)”, 
donde a, y c pertenecen a R, y donde n = 0; 1,2, 


A fin de simplificar la notación, sólo se trata el caso en que c = 0. Sin embar- 
go, obrar así no es en detrimento de la validez general de los resultados, ya que la 
transposición x’ = x — c reduce una serie de potencias alrededor de c a una serie de 
potencias alrededor de 0. En consecuencia, siempre que se haga referencia a una 
serie de potencias, se entenderá una serie de la forma 


00 


Y a,x" Sag taa tax". (2) 

n=0 A 

Aun cuando las funciones que aparecen en (2) están definidas en la totalidad 

de R, no debe esperarse que la serie (2) convergerá para toda x en R. Por ejemplo, 
utilizando el criterio de cociente 9.2.4 puede demostrarse que las series 


o 


00 [eo] 
ò nix”, J x”, > x”/n!, 
n=0 


n=0 n=0 
convergen para la x que está en los conjuntos 
10}, {xeR:|x| <1}, R, 


respectivamente. Por consiguiente, el conjunto donde una serie de potencias 
converge puede ser pequeño, mediano o grande. Sin embargo, un subconjunto 
arbitrario de R no puede ser el conjunto exacto en el que una serie de potencias 
converge, como se demuestra más adelante. 

Si (b,) es una sucesión acotada de números reales no negativos, entonces E 
límite superior de (b,,) se define como el infimo de los números v tales que b,, < 
para toda n e N lo suficientemente grande. Este ínfimo se encuentra dica 
de manera única y se denota por lím sup(b,,). Los únicos hechos que es necesa- 
rio conocer son (i) que si v > lím sup(b,,), entonces b, < v para toda n e Nlo 
suficientemente grande, y (ii) que si w < lím sup(D,,), entonces w < b, para un 
número infinito de n e N. 


9.4.8 Definición Sea Ya,x” una serie de potencias. Si la sucesión (| a, | '”) 
está acotada, se hace p := lím sup(] a, | 1"; si esta sucesión no está acotada, se 
hace p = +00. Se define que el radio de convergencia de È, a, x” está dado por 


0 si p=+00, 
R:=41/p si 0<p<+oo, 
+oo si p=0. 


El intervalo de convergencia es el intervalo abierto (~R, R). 


A continuación se justifica el término “radio de convergencia”. 
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9.4.9 Teorema de Cauchy-Hadamard Si R es el radio de convergencia de 
la serie de potencias Pax", entonces la serie es absolutamente convergente si 
Ix| <R y es divergente si |x| >R. : 


Demostración. Sólo se trata el caso en que 0 < R < +00 y se dejan como ejer- 


- cicios los casos R = 0 y R = +00. Si 0< |x| < R, entonces existe un número posi- 


tivo c <1 tal que |x| < cR. Por lo tanto, p < c/ |x|, de donde se sigue que si n es 
lo suficientemente grande, entonces |a, |” < c/|x|. Esta expresión es equiva- 


“lente a decir que 


jayx"| < c” 6) 


para toda n lo suficientemente grande. Puesto que c < 1, la convergencia absoluta 
de * a, x” se sigue del criterio de comparación 3.7.7. 

Si |x| >R = L/p, entonces hay un número infinito de n e N para las cuales 
la, 17 > 1/|x|. Por lo tanto, |a,x”| > 1 para un número infinito de n, por lo que 
la sucesión (a,,x*) no converge a cero. Q.E.D. 


Observación Se habrá advertido que el teorema de Cauchy-Hadamard no esta- 
blece si la serie de potencias converge cuando |x| = R. De hecho, puede ocurrir 
cualquier cosa, como lo indican los ejemplos 


y. 1 
Y 2, =x”, — ry”, 
n n2 


Puesto que lím(n1/7) = 1, cada una de estas series de potencias tiene radio de con- 
vergencia igual a 1. La primera serie de potencias no converge en ninguno de 
los puntos x=-—1 y x = +1; la segunda serie converge en x = —1 pero diverge en 
x= +1, y la tercera serie de potencias converge tanto en x =—1 como en x= +1. 
(Encontrar una serie de potencias con R = 1 que converge en x=-+l pero que diver- 
geenx=-1.) 

Es un ejercicio demostrar que el radio de convergencia de la serie È a, x” tam- 
bién está dado por 


a 
a , (4) 


n+l 


siempre que este límite exista. Con frecuencia resulta más conveniente usar (4) en 
lugar de la definición 9.4.8. 

El razonamiento empleado en la demostración del teorema de Cauchy- 
Hadamard establece la convergencia uniforme de la serie de potencias en cual- 
quier intervalo fijo cerrado y acotado en el intervalo de convergencia (~R, R). 


9.4.10 Teorema Sea R el radio de convergencia de Ya,x” y sea K un in- 
tervalo cerrado y acotado contenido en el intervalo de convergencia (—R, R). 
Entonces la serie de potencias converge uniformemente en K. 


Demostración. La hipótesis de que K c (=R, R) implica que existe una cons- 
tante positiva c < 1 tal que |x| < cR para toda x € K. (¿Por qué?) Del razonamien- 
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to empleado en 9.4.9 se infiere que para n lo suficientemente grande, la estima- 
ción (3) es válida para toda x e K. Puesto que c < 1, la convergencia uniforme de 
2,4,x" en K es una' consecuencia directa del criterio M de Weierstrass con 
M, =0e”. Q.E.D. 


9.4.11 Teorema El límite de una serie de potencias es continuo en el interva- 
lo de convergencia. Una serie de potencias puede integrarse término a término en 
cualquier intervalo cerrado y acotado contenido en el intervalo de convergencia. 


Demostración. Si |xg| < R, entonces el resultado precedente afirma que 2a,,x" 
converge uniformemente en cualquier vecindad cerrada y acotada de xo contenida 
en (=R, R). La continuidad en x se sigue entonces del teorema 9.4.2 y la integra- 
ción término a término se justifica por el teorema 9.4.3. Q.E.D. 


Se demuestra ahora que una serie de potencias puede derivarse término a 
término. A diferencia de la situación para series generales, no es necesario supo- 
ner que la serie que se deriva es uniformemente convergente. Por consiguiente, 
este resultado es más sólido que èl teorema 9.4.4. i 


9.4.12 Teorema de derivación Una serie de potencias puede derivarse térmi- 
no a término dentro del intervalo de convergencia. De hecho, si 


f&)= Y a, entonces 1) = Y naxe para |x| <R. 
n=1 


n=0 
Ambas series tienen el mismo radio de convergencia. 


Demostración. Puesto que lim (n!/”) = 1, la sucesión (|na,|!%) está acotada si 
y sólo si la sucesión (Ja,|!/") está acotada. Además, es fácil ver que 


lím sup(| na, 17) = lim sup(| a, pun). 


En consecuencia, el radio de convergencia de las dos series es el mismo, por lo 
que la serie derivada formalmente es uniformemente convergente en todo interva- 
lo cerrado y acotado contenido en el intervalo de convergencia. Entonces puede 
aplicarse el teorema 9.4.4 para concluir que la serie derivada formalmente conver- 
ge a la derivada de la serie dada. Q.E.D. 


Observación Es necesario advertir que el teorema no hace ninguna afirmación 


acerca de los puntos terminales del intervalo de convergencia. Si una serie es 


convergente en uno de los puntos terminales, entonces la serie derivada puede 
ser o no convergente en este punto. Por ejemplo, la serie È, %24 1"/n? converge en 
ambos puntos terminales x = —1 y x = +1. Sin embargo, la serie derivada dada 
por Y 1 x”7 l/n converge en x = —1 pero diverge en x = +1. 


Mediante la aplicación repetida del resultado anterior, se concluye que si 
ke N, entonces =p a„x” puede derivarse término a término k veces para obtener 


00 


5 n! n-k 
CTS (5) 


n=k 
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Además, esta serie converge absolutamente a f ®(x) para |x| < R y uniformemen- 
te en cualquier intervalo cerrado y acotado en el intervalo de convergencia. Si se 
sustituye x = 0 en (5), se obtiene la importante fórmula 


FOO) = Hay. 


9.4.13 Teorema de unicidad Si Za x” y 2,b,x” convergen en algún intervalo 
(r, r), 1 > 0, a la misma función f, entonces 


An = bn para toda neN. 


Demostración. Las observaciones precedentes indican que nla, = f™(0) = 
nib, para toda ne N. Q.E.D. 


Series de Taylor 


Si una función f tiene derivadas de todos los órdenes en un punto c en R, enton- 
ces pueden calcularse los coeficientes de Taylor con ay := f(¢), a, =f ®(c)/n! para 
n € N para obtener así una serie de potencias con estos coeficientes. Sin embar- 
go, no se cumple necesariamente que la serie de potencias resultante converge a la 
función f en un intervalo alrededor de c. (Véase el ejercicio 12 para un ejemplo.) 
La cuestión de la convergencia se resuelve mediante el término del residuo R,, del 
teorema de Taylor 6.4.1. Se escribirá 


O fa) 
O a © 
n=0 i 


para |x—c| < R si y sólo si la sucesión (R„@œŒ)) de los residuos converge a 0 para 
toda x en algún intervalo {x : |x — c| < R}. En este caso se dice que la serie de 
potencias (6) es la expansión de Taylor de fen c. Cabe señalar que los polinomios 
de Taylor para fexaminados en la sección 6.4 no son sino las sumas parciales de 
la expansión de Taylor (6) de f. (Recordar que 0! = 1.) 


9.4.14 Ejemplos a) Sif(x) := sen x, x e R, se tiene F£2(x) = (17 sen x y 
OD) = (1) cos x para n e N, x e R. Al hacer la evaluación en c = 0, se ob- 
tienen los coeficientes de Taylor az, = 0 y azp; = ED)YQn + 1)! para ne N. 
Dado que |sen x| < 1 y |cos x| < 1 para toda x, entonces |R,(x)] < |x]"/n! para 
ne Ny x € R. Puesto que líim(R,,(x)) = 0 para toda x e R, se obtiene la expan- 
sión de Taylor 


CÍA 
sen x = Can n para toda xelk. 
Tl n ! 


La aplicación del teorema 9.4.12 produce la expansión de Taylor 


za El)? x2n 


(2)! 


cosx para toda xeR. 
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b) Si g():=e*,x e R, entonces g(x) = æ para toda n e N y en consecuencia 
los coeficientes de Taylor están dados por a, = 1/n! para n e N. Para x e R dada, 
se tiene |R,(x)| < el*l|x|"/nt y por lo tanto (R,,(x)) tiende a 0 cuando n > oo. Por 
lo tanto, se obtiene la expansión de Taylor 


oc 


À 1 
et = ma" para toda xER. (7) 
Mi 
nž0 
Es posible obtener la expansión de Taylor en una c e R arbitraria mediante el 
recurso de sustituir x por x — c en (7) y reparando en que 


00 0.) 


l 1 el 
er = el. gt el Y — (1-c)" = $ o-o) para toda xeR. 
n=0 n=0 


Ejercicios de la sección 9.4 


1. Examinar la convergencia y la convergencia uniforme de la serie È, f, donde fp (x) está 
dada por: 


a) (2+my1, b) (m9?  (x%0), 
c) sen(x/n?), d @”+1y! (0, 
e) +1) 20), D an+! (x>0). 


2. Si Èa, es una serie absolutamente convergente, entonces la serie %a, sen nx es abso- 
luta y uniformemente convergente. 


3. Sea (c,) una sucesión decreciente de números positivos. Si Èc, sen nx es uniforme- 
mente convergente, éntonces lím(nc,,) = 0. 


4. Examinar los casos R = 0, R = +00 en el teorema de Cauchy-Hadamard 9.4.9. 


5. Demostrar que el radio de convergencia R de la serie de potencias 2a,,x"” está dado por 
lím(| a,/a, + 1 |) siempre que este límite exista. Dar un ejemplo de una serie de poten- 
cias para la que este límite no existe. 


6. Determinar el radio de convergencia de la serie %a,,x"”, donde a, está dada por: 


a 1/n, b) a®/n!, 
c) na/n!, l d) (Inn. n22, 
e) (1m2 (2n), D aw. 


7. Sia, := 1 cuando n es el cuadrado de un número natural y a, := 0 en caso contrario, 
encontrar el radio de convergencia de %a,x". Si b, := 1 cuando n = m! para m e Ny 
b,, := 0 en caso contrario, encontrar el radio de convergencia de la serie Yb,x”. 


8. Demostrar en detalle que lím sup(| na, | 1”) = lím sup | a, |). 


9. Si0<pE<]la,|< q para toda n e N, encontrar el radio de convergencia de %a,x”. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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Sea f(x) = Lap” para |x] < R. Si fœ) = f(x) para toda |x| < R, demostrar que 
Ap = 0 para toda n impar. 


Demostrar que si f está definida para |x| < r y si existe una constante B tal que 
Ow] <B para toda |x| <r y ne N, entonces la expansión de la serie de Taylor 
y FOO, 

A 
n! 
n=0 
converge a f(x) para |x| <r. 
Demostrar por inducción matemática que la función dada por f(x) := e” para x # 0, 
J(0) := 0, tiene derivadas de todos los órdenes en todo punto y que todas estas deriva- 


das se anulan en x = 0. En consecuencia, esta función no está dada por su expansión de 
Taylor alrededor de x = 0. 


Dar un ejemplo de una función que sea igual a su expansión de la serie de Taylor 
alrededor de x = 0 para x 2 0, pero la cual no sea igual a su expansión de Taylor alre- 
dedor de x < 0. 


Usar la forma de Lagrange del residuo para justificar la expansión binomial general 


00 


(+ x)" Dh”) para 0<x<1. 
n 


n=0 


(Series geométricas) Demostrar directamente que si |x| < 1, entonces 1⁄1 — x) = 


00 n 
n=0 ¥ - 


Demostrar integrando la serie para 1/(1 + x) que si |x| < 1, entonces 


In(1 + x)= NO 
n 


n=1 


00 
—] y? 
Demostrar que si |x| < 1, entonces arctan x = Ear ; 
n+ 


n= 


1.3---(2n-1) x2n+l 
2-4-2n  2n+1 


00 
Demostrar que si |x] < 1, entonces arcsen x = > 
n=0 


Xx 
Encontrar una expansión en serie para f e`" dt para xER. 
0 
a 
Sia e Ry |k] < 1, a la integral F(a, k) al: (1 -k2 (sen x)? ) 712 dx se le llama 
0 


la integral elíptica del primer tipo. Demostrar que 


2 


F|Z,k ==Y A k?n para |k] <l. 
2 2 A 2-4-27 
m 


En el capítulo 7 se presentó una discusión bastante completa de la integral de 
Riemann de una función en un intervalo acotado cerrado definiendo la integral 
como el límite de las sumas de Riemann de la función. Se trata de la integral (y 
de la forma de llegar a ella) que el lector conoció en los cursos de cálculo; es 
también la integral que se usa con mayor frecuencia en aplicaciones de ingenie- 
ría y otras áreas. Se ha visto que las funciones continuas y monótonas en [a, b] 
son Riemann integrables, por lo que la mayoría de las funciones que surgen en 
el cálculo se encuentran incluidas en esta categoría. 

Sin embargo, hacia fines del siglo XIX algunas insuficiencias en la teoría de inte- 
gración de Riemann habían salido a relucir. Estas debilidades se derivaron principal- 
mente del hecho de que la colección de las funciones Riemann integrables se hizo 
inconvenientemente reducida a medida que las matemáticas se desarrollaban. Por 
ejemplo, el conjunto de funciones para las que la fórmula de Newton-Leibniz: 


Pr=ro-ro 


es válida no incluye todas las funciones derivables. Asimismo, los límites de suce- 
siones de funciones Riemann integrables no son necesariamente Riemann integra- 
bles. Estas insuficiencias llevaron a otros matemáticos a inventar otras teorías de 
la integración, la más conocida de las cuales se debe a Henri Lebesgue (1875-1941) 
y fue desarrollada en los albores del siglo XX. (Para una relación de la historia del 
desarrollo de la integral de Lebesgue, el lector puede consultar el libro de Hawkins 
citado en la bibliografía.) 

De hecho, la teoría de integración de Lebesgue ha adquirido un papel preemi- 
nente en la investigación matemática contemporánea, ya que permite integrar una 
colección mucho más grande de funciones y tomar límites de integrales con mayor 
libertad. Sin embargo, la integral de Lebesgue también tiene varias insuficiencias 
y dificultades: 1) existen funciones F que son derivables en [a, b] pero tales que 
F' no es Lebesgue integrable; 2) algunas “integrales impropias”, como la impor- 
tante integral de Dirichlet: 

J sen x ies 
0 xX 


no existen como integrales de Lebesgue, y 3) la mayor parte de los tratamientos de 
la integral de Lebesgue incluyen numerosos prerrequisitos y salen del alcance del 
estudiante de licenciatura de matemáticas. 
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C Ț de la integración. La mayor parte de su trabajo docente lo ha realizado en Irlanda del Norte. 
| En la actualidad es profesor emérito en el campus Coleraine de la Universidad de Ulster. 
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Tan importantes como lo es la integral de Lebesgue, hay teorías de la integra- 
ción aún más incluyentes. Una de ellas fue desarrollada de manera independiente 
a fines de los años 1950 por el matemático checo Jaroslav Kurzweil (n. 1926) y 
por el matemático inglés Ralph Henstock (n. 1923). Sorprendentemente, su enfo- 
que es apenas ligeramente diferente del que usó Riemann, no obstante lo cual pro- 
duce una integral (a la que se llamará la integral de Riemann generalizada) que 
incluye tanto las integrales de Riemann como las de Lebesgue como casos espe- 
ciales. Puesto que el enfoque es tan similar al de Riemann, resulta técnicamente 
mucho más simple que la integral de Lebesgue convencional —no obstante lo cual 
su alcance es considerablemente mayor; en particular, incluye funciones que son 
derivadas e incluye asimismo todas las “integrales impropias”. 


| Ralph Henstock y Jaroslav Kurzweil 

| Ralph Henstock (a la izquierda en la fotografia) 
| nació el 2 de junio de 1923 en Nottinghamshi- 
| re, Inglaterra; era hijo de un minero. A tempra- 
| na edad dejó constancia de que era un escolar 
| dotado en matemáticas y ciencia. Ingresó al St. 
John’s College, Cambridge, en 1941, estudian- 
do bajo la tutela de J. D. Bernal, G. H. Hardy y 
J. C. Burkhill, y fue clasificado Wrangler (di- 
sertador) en la Parte II de los Exámenes Tripos 
| en 1943. Obtuvo su licenciatura por Cambrid- 
ge en 1944 y su doctorado por la Universidad de “BE 
| Londres en 1948. Su investigación se centra en la sumabilidad, el análisis lineal y la teoría 


Jaroslav Kurzweil (a la derecha en la fotografía) nació en Praga el 7 de mayo de 1926. 
| Alumno de V. Jarnik, ha realizado un número considerable de investigaciones en la teoría de | 
las ecuaciones diferenciales y en la teoría de la integración, combinadas con un serio interés | 
en la enseñanza de las matemáticas. En 1964 se le otorgó el premio Klement Gottwald y en 
| 1981 fue galardonado con la medalla Bolzano de la Academia Checoslovaca de Ciencias. | 
| Desde 1989 ha sido director del Instituto de Matemáticas de la Academia Checa de Ciencias | 
| en Praga y ha ejercido una profunda influencia sobre los matemáticos de su país. 


En este capítulo se presenta una exposición de la integral de Riemann generali- 
zada. En la sección 10.1 se verá que la teoría básica es casi exactamente la misma 
que para la integral de Riemann ordinaria. Sin embargo, se han omitido las demos- 
traciones de algunos resultados cuando son en exceso complicadas. En la breve sec- 
ción 10.2 se indica que las integrales impropias en [a, b] se encuentran incluidas en 
la teoría generalizada. La clase de las funciones Lebesgue integrables se introduce 
como aquellas funciones integrables generalizadas f cuyo valor absoluto |f] también 
es integrable en el sentido generalizado; se trata de un enfoque muy diferente de la 
integral de Lebesgue al que se acostumbra utilizar, pero produce la misma clase de 
funciones. En la sección 10.3 se integran funciones en intervalos cerrados no acota- 
dos. En la sección final se examinan los teoremas de límites que son válidos para las 
integrales de Riemann y Lebesgue generalizadas y se presentan algunas aplicacio- 
nes interesantes de estos teoremas. Asimismo, se define lo que se entiende por una 
“función medible” y se relaciona dicha noción con la integrabilidad generalizada. 
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Los lectores que deseen estudiar las demostraciones que se omiten aquí debe- 
rán consultar el primer libro del autor, 4 Modern Theory of Integration, al que se 
hace referencia como [MTI], o los libros de DePree y Swartz, Gordon, y McLeod 


. Incluidos en la bibliografía. 


SECCIÓN 10.1 


Definició | 


En la definición 5.5.2 se definió una medida sobre [a, b] como una función estric- 
tamente positiva ô: [a, b] => (0, 00). Además, se dice que una partición etiqueta- 
da P := ((L, t) y}; de [a, b], donde / := [x,_,, x;], es fina-Ó cuando 


telal- et), tt Ó(t)] para i=1,:",n. (1) 


Lo anterior se ilustra en la figura 5.5.1. Adviértase que: (1) sólo una partición eti- 
quetada puede ser fina-ó, y (11) la finura-Ó de una partición etiquetada depende de 
la elección de las etiquetas 1; así como de los valores ó(t;). 

En los ejemplos 5.5.4 se dieron casos específicos de medidas y en el teorema 
5.5.5 se estableció que si 0 es cualquier medida sobre [a, b], entonces existen par- 
ticiones etiquetadas finas-ô de [a, b]. 

Se define ahora la integral de Riemann generalizada (o de “Henstock-Kurzweil”). 
Se verá que la definición es muy similar a la de la integral de Riemann ordinaria y 
que muchas de las demostraciones son, en esencia, las mismas. De hecho, la única 
diferencia entre las definiciones de estas integrales es que la noción de la pequeñez 
de una partición etiquetada se especifica por medio de una medida en vez de usar su 
norma. Se verá que esta diferencia —en apariencia menor- resulta en una clase mucho 
mayor de funciones integrables. A fin de evitar algunas complicaciones, se omitirán 
algunas demostraciones; éstas pueden encontrarse en [MTI]. 

Antes de iniciar nuestro estudio, es apropiado preguntar. ¿por qué las medidas 
son más útiles que las normas? Brevemente, la razón es que la norma de una par- 
tición es una medición muy burda de la finura de la partición, pues es tan sólo la 
longitud del subintervalo más grande en la partición. Por otra parte, las medidas 
pueden proporcionar un control más pormenorizado de los subintervalos en las par- 
ticiones al requerir el uso de subintervalos pequeños cuando la función está va- 
riando con rapidez pero permitiendo el uso de subintervalos más grandes cuando 
la función se encuentra muy cerca de ser constante. Además, las medidas pueden 
usarse para forzar a que puntos específicos sean etiquetas; esto resulta útil con fre- 
cuencia cuando se presenta algún comportamiento inusual en uno de estos puntos. 
Puesto que las medidas son más flexibles que las normas, su uso permite que una 
clase más grande de funciones sean integrables. 


10.1.1 Definición Se dice que una función f : [a, b] > R es Riemann integrable 
generalizada en [a, b] si existe un número £ e R tal que para toda e > O existe una 
medida ô, sobre [a, b] tal que si P es cualquier partición fina-Ó, de [a, b], entonces 


ISAP-L|<e 


La colección de todas las funciones Riemann integrables generalizadas se denota- 
rá casi siempre por R*[a, b]. 
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Se demostrará que si f e R*[a, b], entonces el número £ se encuentra deter- 
minado de manera única; se le llamará la integral de Riemann generalizada de 
fen [a, b]. Se demostrará asimismo que si fe R[a, b], entonces fe R*la, b] y el 
valor de las dos integrales es el mismo. Por lo tanto, no será motivo de ambigúe- 
dad alguna si la integral de Riemann generalizada de fe R*a, b] se denota tam- 


bién por los símbolos - 
b b 
f f o f Jfodx. 
a a 


El primer resultado que se. presenta establece la unicidad del valor de la inte- 
gral de Riemann generalizada. Aun cuando su demostración es casi idéntica a la 
del teorema 7.1.2, se desarrollará a fin de ilustrar la forma en que se usan las medi- 
das en vez de las normas de particiones. 


10.1.2 Teorema de unicidad  Sife R*[a, b], entonces el valor de la integral 
está determinado de manera única. 


Demostración. —Suponer que tanto L' como L” satisfacen la definición y sea £ > 0. 
Por tanto, existe una medición ô; tal que si P, es cualquier partición fina-Ó y, 
entonces 


ISP- L | < e2. 


También existe una medición &%p tal que si P, es cualquier partición fina-9;7,, 
entonces 


(SF; Pa) - L") < el. 


Se define ô; por Ós(1) := min{ 92/20), Sen} para t e [a, b], de tal modo que ô, es 
una medida sobre [a, b]. Si P es una partición fina-Ó,, entonces la partición P 
es tanto fina-Ó¿,, como fina-92,,, por lo que 


ISP E <e y 1SY4P)-=L"| <e, 


de donde se sigue que 


IL -L| sl sy, Pol + 15 P)-1*| 
< £€/2 + €/2 = £. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se sigue que L’ = L”. Q.E.D. 


Se demuestra a continuación que toda. función f Riemann integrable es tam- 
bien Riemann integrable generalizada y con el mismo valor para la integral. Esto 
se hace utilizando una medida que es una función constante. 


10.1.3 Teorema de conformidad Si fe Rla, b] con integral L, entonces tam- 
bién fe R*[a, b] con integral L. 


Demostración. Dada £> 0, es necesario construir una medida apropiada sobre 
[a, b]. Puesto que fe Rla, b], existe un número ô; > 0 tal que si P es cualquier 
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partición etiquetada con [[P|| < 6¿, entonces |S(f; P} — L] < e. Se define la función 
ôž (À := z ¿para 1 € [a, b], de tal modo que 0% es una medida sobre [a, b]. 
SiP =((,, t) )í=1, donde 1, =[x;_1, x,], es una partición fina-Ó%, entonces como 


IS It- EEL), ti + SED] = [£; -28,, t +48 


fácilmente se nota que 0 < x; — x;—] <4, < ôç para toda i = 1, +- -, n. Por lo tanto, 
- esta partición también satisface ||P]| < 8s y, en consecuencia, IS(f; P) — L| < €. 


Entonces toda partición fina-8% en P también satisface |S(f; P) — L| < e. 
Puesto que £ > 0 es arbitraria, se sigue que f es Riemann integrable generalizada 
aL. Q.E.D. 


Por los teoremas 7.2.5, 7.2.6 y 7.2.7, se concluye que: toda función escalona- 
da, toda función continua y toda función monótona pertenece a R*[a, b]. Se demues- 
tra a continuación que la función de Dirichlet, para la cual se demostró que no es 
Riemann integrable en 7.2.2b y 7.3.13d, es Riemann integrable generalizada. 


10.1.4 Ejemplos a) La función de Dirichlet f pertenece a R*[0, 1] y tiene 
integral 0. 

Se enumeran los números racionales en [0, 1] como fr;)¿2¡. Dada e > 0, se 
definen S(r) := €/2**? y 8(x) := 1 cuando x es irracional. Por lo tanto, ô; es una 
medida sobre [0, 1], y si la partición P := £(Z,, t)'L¡ es fina-6,, entonces se tiene 
x¡— x;_1 S 20,(t;). Puesto que las únicas contribuciones diferentes de cero a S( f; P) 
provienen de las etiquetas racionales t; = r} donde 


Ze E 
O< fx 1)=1 (xj A E 9+1 ? 


y como cada una de estas etiquetas puede ocurrir a lo sumo en dos intervalos, se 
tiene 


O 2e O E 
0SS(LP)< ) = ð — 
2k+l 2k 


k=l k=l 


=E. 


1 
Puesto que £> 0 es arbitraria, entonces f € R*[0,1] y da f=0. 


b) Sea que F : [0, 1] >R esté definida por A(1/k) := k para ke N y H(x) := 0 en 
cualquier otro punto de [0, 1]. 

Puesto que H no está acotada en [0, 1], del teorema de acotabilidad 7.1.5 se 
sigue que no es Riemann integrable en [0, 1]. Se demuestra a continuación que H 
es Riemann integrable generalizada a 0. 

De hecho, dada € > 0, se define Ó,(1/l) := e/(K2*+*2) y se hace ôx) := 1 en 
cualquier otro punto de [0, 1], de modo que ô, es una medida sobre [0, 1]. Si P es 
una partición fina-Ó, de [0, 1], entonces x; — x;_1 € 204t;). Puesto que las únicas 
contribuciones diferentes de cero a S(H;, P) provienen de las etiquetas 1, = 1/k, 
donde 

2E E 


A =f. NA <k- = 
0< HUE; —x,1)=%-(x, —x,1)<k a 
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y como cada una de estas etiquetas puede ocurrir a lo sumo en dos intervalos, se 
tiene 


00 
l ossa: P< Y == E. 
¡$ 
l k=1 


1 
Puesto que £> 0 es arbitraria, entonces H e R*[0, 1] y de A=0. 


El siguiente resultado corresponde exactamente al teorema 7.1.4. 
10.1.5 Teorema  Suponer que f y g están en R*[a, b]. Entonces: 


a) Sike R, la función kf está en R*[a, b] y 


[rra fs. 


b) La función f + g está en R*[a, b] y 


Puro= fr fs. 


c) Si Kx) < g(x) para toda x e [a, b], entonces 


Fife 


Demostración. b) Dada £> 0, puede usarse el razonamiento de la demostración 
del teorema de unicidad 10.1.2 para construir una medida ô, sobre [a, b] tal que si 
P es cualquier partición fina-Ó, de [a, b], entonces 


sup f sje y Ise) f eļ<e 


Puesto que S(f+ g; P) = S(f; P) + S(g; P), se infiere, como en la demostración 
del teorema 7.1.4b, que 


suo lr fie] fire- fa 


<ER+HEN =E. 


Puesto que € > 0 es arbitraria, entonces f + g e R*[a, b] y su integral es la suma 

de las integrales de f y g. 
Las demostraciones de los incisos a) y c) son análogas y se le dejan al lector. 
QE.D. 
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Cabría esperar que podría usarse un razonamiento similar al que se presentó 

en el teorema 7.1.5 para demostrar que una función en R*[a, b] necesariamente 

está acotada. Sin embargo, no es éste el caso; de hecho, se ha encontrado ya una 

función no acotada en R*[0, 1] en el ejemplo 10.1.4b y se encontrarán otros casos 

más adelante. Sin embargo, es un ejercicio ilustrativo para el lector determinar 
exactamente la parte de la demostración del teorema 7.1.5 donde ésta deja de ser 

válida para una función en R*[a, b]. 


El criterio de Cauchy 


Hay una forma análoga del criterio de Cauchy para funciones en R*[a, b]. Es im- 
portante porque elimina la necesidad de conocer el valor de la integral. Su demos- 
tración es en esencia la misma que la del teorema 7.2.1. 


10.1.6 Criterio de Cauchy Una función f: [a, b] —> R pertenece a R*la, b] si 
y sólo si para toda £ > 0 existe una medida Y Sobre [a, b] tal que si P y È son 
particiones cualesquiera de [a, b] que son finas-N¿, entonces 


IS, P) - S; O) < e. 


Demostración. (=) Si fe R*la, b] con integral L, sea ô una medida sobre 
[a, b] tal que si P y Q son particiones finas-Ó,y, de [a, b], entonces 


IS(f; P)-LI<e2 y  1S(f,0)-L|<e/2 


Se hace nt) := sÀ para t e [a, b], de tal modo que si P y Q son finas-Na, 
entonces 


ISS; P) -= SU DIS ISS; P) -= L + IL SCS; O) 


< €El2 + €/2 = €. 


(<=) Para toda n e N, sea ô, una medida sobre (a, b] tal que si P y Ò son par- 
ticiones que son finas-ó,,, entonces 


ISO P) -= SF; O) < Un. 


Puede suponerse que (À > 9, , (1) para toda £ e [a, b] y n e N; en caso contra- 
rio, se sustituye ô, por la medida 0,(1) := min{ ô (ð, `- +, 9,(1)) para toda t e [a, b]. 

Para toda n e N, sea P, una partición que sea fina-ô,. Evidentemente, si m > n, 
entonces tanto P„ como P, son finas-Ó9,, de modo que 


SG; PD- SF; Ppl < VR param>n. 2) 


Por consiguiente, la sucesión (S(f; Pp DZ; es una sucesión de Cauchy en R, por 
lo que converge a algún número 4. Al tomar el límite en (2) cuando m — 00, se 
tiene 


a 
da 
Z 
oo 


IF; P,)-A|<1l/n para toda ne N. 
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Para ver que A es la integral de Riemann generalizada de f, dada e > 0, sea que 
K e N satisfaga K > 2/€. Si O es una partición fina-Óx, entonces 


ISG; 2) - Al SIS O) - SU PA + IS; Pp) Al 
<1/K+1/K <€. 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, entonces fe R*[a, b] con integral A. QED. 


10.1.7 Teorema de compresión Sea f: [a, b] —> R. Entonces fe R*[a, b] si y 
sólo si para toda e > 0 existen las funciones Qs y ©; en R*[a, b] con 


X(x) < f(x) < OLX) para toda x € [a, b] 


y tales que 


fo 0 )SE. 


La demostración de este resultado es exactamente similar a la del teorema 7.2.3 y 
se le dejará al lector. 


El teorema de aditividad cacon J x = 


Se presenta a continuación un resultado muy parecido al teorema 7.2.8. Su demos- 
tración es una modificación de la de ese teorema, pero como es un tanto técnica, 
quizá el lector prefiera omitirla en una primera lectura. 


10.1.8 Teorema de aditividad Sea f: [a,b] —> R y sea c e (a, b). Entonces 
fe R*[a, b] si y sólo si sus restricciones a [a, c] y [c, b] son ambas Riemann inte- 
grables generalizadas. En este caso, 


refinar (3) 


Demostración. (<=) Suponer que la restricción fı de fa [a, c] y la restricción 
Jfa de fa [c, b] son Riemann integrables generalizadas a L4 y Lo, respectivamen- 
te. Entonces, dada £ > 0, existe una medida ô’ sobre [a, c] tal que si P4 es una 
partición fina-ô' de [a, c] entonces |S(4; Py) — Li] < £/2. También existe una 
medida ô” sobre [c, b] tal que si P, es una partición fina-Ó” de [c, b] entonces 
Sa; Pa) — Ll < 2/2. 

Se define ahora una medida-0, sobre [a, b] mediante 


mín(S'(0,5(c-0) parate[a,c), 
ôs (1):=3 miníó '(c),0 "(c)) parat=C, 
míntó"(), 5-0) - parate(c,b]. 


(Esta medida tiene la propiedad de que cualquier partición fina-Ó, debe tener a ¢ 
como etiqueta para cualquier subintervalo que contiene al punto c.) 


10.1- Definición y propiedades principales 353 


Se demostrará que si Ò es cualquier partición fina-0, de [a, b], entonces exis- 
te una partición fina-Ó” Q; de [a, c] y una partición fina-0” Q, de [c, b] tales que 


S; D) = SY; Qi) + Sa Q). o (4) 


a Caso (i) Si c es un punto de partición de Q, entonces pertenece a dos subin- 
tervalos de O y es la etiqueta de estos dos subintervalos. Si O; consiste en la parte 
de O que tiene subintervalos en [a, c], entonces O, es fina-9'. Del mismo modo, 
si O, consiste en la parte de Q que tiene subintervalos en [c, b], entonces O, es 
fina-0”. Ahora es clara la relación (4). 

Caso (ii) Si c no es un punto de partición de O = ((Z,, t) 4}, entonces es la 
etiqueta de algún subintervalo, digamos de [xz._,, x4]. Ahora se reemplaza el par 
(xei xx), €) por los dos pares ([xy-1, e], c) y (Lc, xy), c), y sean O, y O, las par- 
ticiones etiquetadas de [a, c] y [c, b] que resultan. Puesto que f(e); — xp-1) = 
J(e — x-1) +/ (0) — Cc), se observa que la relación (4) también se cumple. 

En cualquiera de los dos casos, la ecuación (4) y la desigualdad del triángulo 
implican que 


ISE; Q) - (Ly + Lo = IS; Oy) + SUL, Q) - C + Lo) 
< IS; Qi) - Lil + IS; Q) - Lol. 


Puesto que O, es fina-9' y O, es fina-8”, se concluye que 


IS; O) - (L + Lo)| < e. 


Puesto que €> 0 es arbitraria, se infiere que fe R*[a, b] y que (3) se cumple. 
(>) Suponer que fe R*[a, b] y, dada £> 0, sea que la medida 7, satisfaga el 
criterio de Cauchy. Sea fi la restricción de fa [a, c] y sean P4, O particiones finas-ng 
de [a, c]. Al agregar puntos de partición y etiquetas adicionales de [c, b], es posi- 
ble extender P y O alas particiones finas-7]¿ P y O de [a, b]. Si se usan los mis- 
mos puntos y etiquetas adicionales de [c, b] tanto para P como para Q, entonces 


SEP) = S; Q) =S(£ Pi) = Sis; Qi). 


Puesto que tanto P como Q son finas-1],, entonces S; Pi) — SA, QDI < £ tam- 
bién se cumple. Por lo tanto, con la condición de Cauchy se establece que la res- 
tricción fı de fa [a, c] está en R*[a, c]. Del mismo modo, la restricción j de fa 
[c, d] está en R*[c, d]. 

La igualdad (3) se sigue ahora de la primera parte del teorema. Q.E.D. 


Es sencillo ver que resultados exactamente similares a 7.2.9-7.2.12 se cumplen 
para la integral de Riemann generalizada. Sus enunciaciones se le dejan al lector, 
pero se usarán aquí con libertad. 


El teorema fundamental (primera forma) 


Se presentan a continuación las versiones de los teoremas fundamentales para la 
integral de Riemann generalizada. Se verá que la primera forma es significati- 
vamente más sólida que la de la integral de Riemann (ordinaria); de hecho, se 
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demuestra que la derivada de cualquier función pertenece automáticamente a 
R*[a, b], por lo que la imtegrabilidad de la función pasa a ser una conclusión, en 
vez de una hipótesis. 


10.1.9 El teorema fundamental del cálculo (primera forma)  Suponer que 
existe un conjunto contable E en [a, b] y las funciones f, F : [a, b] — R tales que: 


a) Fes continua en [a, b]. 
b) F'(X) = fx) para toda x € [a, b] \ E. 


Entonces f pertenece a R*[a, b] y 
b 
fJ r=r)-Fa). (5) 


Demostración. Se probará el teorema en el caso en que £ = () mientras que el 
caso general se deja para los ejercicios. 

Por tanto, se supone que b) se cumple para toda x e [a, b]. Puesto que quiere 
demostrarse que fe R*[a, b], dada € > O, es necesario construir una medida 0z; 
esto se hará usando la derivabilidad de F en [a, b]. Si te I, dado que existe la deri- 
vada f(t) = F'(0), existe (f > 0 tal que si 0 < |z — t| < 80), z € [a, b], entonces 


HO 


FÈ- FO 
Zt 


1 
< A 
> € 


Si esta desigualdad se multiplica por |z — 1], se obtiene 
|F)-FO-F06-01S38l2-1| 


siempre que z € [£— ô(f), t + Ó£)] N [a, b]. La función ô, es la medida que se 
buscaba. 

Sea ahora u, v € [a, b] con u <v que satisfacen t e [u, v] G[1- 840), 1 + SLD]. 
Si se suma y se resta el término F — f(1) : t y se usa la desigualdad del triángulo 
y el hecho de que v — 120 y £— u > 0, se obtiene 


|F@- Fu- Ou) | 
<| Flo) -F0)- f00-091+1F0-F)-f06=1)| 


1 1 1 
< 
sS 5E@ 1) +3€4 u)= 7 e(v—u). 


Por lo tanto, si te [u, v] c [t— (À, t + Ó¿(t)], entonces se tiene 


IFO- FU- 00-01 <5e0=0), (6) 


Se demostrará que fe R*[a, b] con integral dada por la suma telescópica 


FO-F@= Y (FG) Fem) (7) 


i=l 


o 
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Ahora bien, si la partición P := ((Lx;_.1, xl, £) PL, es fina-Ó,, entonces 
tE bios [h eelt), tit ôe) para 1=1,<,2, 


y en consecuencia pueden usarse (7), la desigualdad del triángulo y (6) para 
obtener 


P (FED Fe- xi) 


i=l 


|FO)-Fla)-S(f;P)|= 


< Y |FED- Per) SE: -x)| 
i=l 
< Y Lex, =x¡1)<e(b=a). 


i=l 


Puesto que £> 0 es arbitraria, se concluye que fe R*[a, b] y se cumple la expre- 
sión (5). Q.E.D. 


10.1.10 Ejemplos a) Si Hx) := 2x para x € [0, b], entonces H es continua 
en [0, b] y H'(x) = 1/Yx para x € (0, b]. Se define h(x) := H' (x) para x e (0, b] y 
h(0) := 0. Del teorema fundamental 10.1.9 con £ := {0} se sigue que A pertenece 
a R*[0, b] y que Jè h=H(b)- H(0) = H (b), que se escribe como 


eos 


b) En términos más generales, si œ> 0, sea Hg) :=xYV0=e%1M*/0 para x e (0, b] 
y sea H¿(0) := 0, por lo que Hg es continua en [0, b] y H¿(x) = x%7! para toda 
x € (0, b]; ver 8.3.10 y 8.3.13. Se define hgx) := Ho) para x e (0, b] y hg(0) := 0. 

Entonces el teorema 10.1.9 implica que Ag e R* [0, b] y que Í K ha = Hgb) - 
Ha (0) = Hg (b), que se escribe como 


b o 
f inet 
0 a 


e) Sea L(x) := x In x — x para x € (0, b] y L(0) := 0. Entonces L es continua en 
[0, b] (usar la regla de E Hôpital en x = 0), y se observa que L'(x) = In x para 
x € (0, b]. 

Del teorema 10.1.9, con E = (0), se sigue que la función no acotada lx) := 
In x para x € (0, b] y (0) := 0 pertenece a R*[0, b] y que Te 1=L(b)- L(0), que 
se escribe como 


b 
Í, O 
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d) Sea A(x) := arcsen x para x e [-1, 1], por lo que 4 es continua en [-1, 1], y 
A'(x) = 11 — x? para x € (1, 1). Se define s(x) := A' (x) para x € (-1, 1) y sea 
sEl) =s() := 0. 

Entonces el teorema 10.1.9 con Æ = (1, 1} implica que s e R*[—1, 1] y que 
JA, s=A(D)- AD) =T que se escribe como 


1 dx 
—=— = arcsen 1- arcsen(—1)= 7%. O 
Ja y1-x? 


El teorema fundamental (segunda forma) 


Se pasa ahora a la segunda forma del teorema fundamental, en la cual se quiere 
derivar la integral indefinida F de f, definida por: 


FO:= | fod bár senik (8) 


10.1.11 Teorema fundamental del cálculo (segunda forma) Sea que f perte- 
nezca a R*la, b] y sea F la integral indefinida de f. Entonces se tiene: 


a) F es continua en [a, b]. 

b) Existe un conjunto nulo Z tal que six e [a, b]1Z, entonces F es derivable en 
xy FR) =f). 

e) Si fes continua en c € [a, b], entonces F'(c) = Ñc). 


Demostración. Las demostraciones de los incisos a) y b) pueden encontrarse en 
[MTI]. La demostración del inciso c) es exactamente igual a la del teorema 7.3.5, 
excepto porque se usan los teoremas 10.1.8 y 10.1.5c. Q.E.D. 


La conclusión del inciso b) puede reformularse como: la integral indefinida F 
de f es derivable a f casi en todas partes en [a, b]. 


Teorema de sustitución 


Considerando la simplicidad del teorema fundamental 10.1.9, es posible mejorar 
el teorema justificando la “fórmula de sustitución”. El siguiente resultado consti- 
tuye un fortalecimiento considerable del teorema 7.3.8. El lector deberá escribir 
las hipótesis en el caso Ef= Eo =E =. 


10.1.12 Teorema de sustitución a) Sean I :=[a, b] y J := [at, B], y sean F : I —> 
Ry ọ:J— R funciones continuas con 9) c I. 

b) Suponer que existen los conjuntos E; C 1y Ey CJ tales que f(x) = F' (x) para 
x € I \ Eọ, que Ọ'(t) existe para t € J \ Eọ y que de = 9 (EDU E, es contable. 
c) Se hace f(x) := 0 para x e Ef y 9'(t) =0 parate Ep. 

Se concluye que fe R*(A(I)), que (fo q): g'e RED) y que 


B B (6) 
J. Fo99'=F og] fa (9) 
a . o p (a) 
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Demostración. Puesto que pes continua en J, el teorema 5.3.8 implica que p(J) 
es un intervalo cerrado en /. Asimismo, UE) es contable, de donde EN U) = 
pp EJ) también es contable. Puesto que f(x) = F'@) para toda x € o0) \ Ep 
el teorema fundamental 10.1.9 implica que fe R*P(S) y que 


oo + Fko =P EB)-Fo). 


Site JA E, entonces te J \ Eoy P € IM Es. Por consiguiente, la regla de 
la cadena 6.1.6 implica que 


FoP'O=/C-P'A para teJWE. 


Puesto que E es contable, el teorema fundamental implica que (fo p): p' e R*(J) 
y que 


B 
[roo 0'=F>ol, =F EB-re). 


La conclusión se sigue igualando estos dos términos. Q.E.D. 


4 o a 


10.1.13 Ejemplos a) Considerar la integral hF 


Puesto que el integrando no está acotado cuando £ > 0+, hay cierta duda acer- 
ca de la existencia de la integral. Además, en el ejercicio 7.3.19b se vio que el teo- 
rema 7.3.8 no se aplica con p(t) := Vt. Sin embargo, el teorema 10.1.12 sí se 
aplica. 

De hecho, esta sustitución da como resultado p'(1) = 1/(2V£) para t e (0, 4] y 
se hace p(0) := 0. Si se hace F(x) := 2 sen x, entonces f(x) = F'(x) = 2 cos x y el 
integrando tiene la forma 


sooo ozo] para t#0. 


Por tanto, el teorema de sustitución 10.1.12 con Eg:= {0}, Ep:= 0, E := {0} impli- 
ca que 
t=4 cosvt y X 
t=0 ea x=0 


RIE: =2sen2. 


b) Considerar la integral Li ==4, e T 


Obsérvese que este integrando no está acotado cuando ź —> 0+ y cuando ź = 1-. 
Como en el inciso a), se hace x = p(t) := Vt para t e [0, 1], de tal modo que 
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P'(Ð = UQE) para t e (0, 1]. Puesto que VL- ¿=1 — 12, el integrando asume 
la forma 


EN IT 
A 1-x2 


la cual sugiere que f(x) = 2/41 — x? para x + 1. Por lo tanto, es necesario elegir” 
F(x) := 2 arcsen x para x e [0, 1], ya que 


-p (0), 


2 


= F'(x)=(2arcsen x) para xel[0,l). 
l- x2 ' 


Por consiguiente, se tiene Ep = {0} y Ef= {1}, de modo que £ = {0, 1} y del teo- 
rema de sustitución se obtiene 


t=1 1 
A TA A = 2arcsen x| =2arcsen l= 7. O] 
t= 


a eee 


En [MTI] se presentan otras formulaciones del teorema de sustitución. 


El teorema de multiplicación A A i 


En el teorema 7.3.16 se vio que el producto de dos funciones Riemann integrables 
es Riemann integrable. Este resultado no se cumple para las funciones Riemann 
integrables generalizadas; ver los ejercicios 18 y 20. Sin embargo, se enuncia un 
teorema en esta dirección que con frecuencia resulta útil. Su demostración puede 
encontrarse en [MTI]. 


10.1.14 Teorema de multiplicación Sife R*[a, b] y si g es una función mo- 
nótona en [a, b], entonces el producto f - g pertenece a R*[a, b]. 


Integración por partes 


La siguiente versión de la fórmula para la integración por partes resulta de utilidad. 


10.1.15 Teorema de integración por partes Sean F y G derivables en [a, b]. 
Entonces F'G pertenece a R*[a, b] si y sólo si FG’ pertenece a R*[a, b]. En este 


caso se tiene 
b b 
f F = f FG". (10) 
a a 


En la demostración se usa el teorema 6.1.3c; se le dejará al lector. En aplica- 
ciones, por lo general se tiene F'(x) =f() y G'(x) = g(x) para toda x e [a, b]: Se 
advertirá que es necesario suponer que una de las funciones /G = F'G y Fg = FG 
pertenece a R*[a, b]. 
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El lector deberá comparar el siguiente resultado con el teorema 7.3.18. 
-Adviértase que no es necesario suponer la integrabilidad de f” + D., 


/ 10.16 Teorema de Taylor  Suponer que f, f', f”, >>, 100 y £0+*D existen en 
[a, b]. Entonces se tiene 
í 0 (a 5 
1900-00 6 +R D 
! n! 
donde el residuo está dado por 
1 b 
R, =- f fOD (E) D-H" dt. (12) 
nda 


Demostración. Puesto que f” +t D es una derivada, pertenece a R*[a, b]. Ade- 
más, ya que £ +> (b — 1)” es monótona en [a, b], el teorema de multiplicación 
10.1.14 implica que la integral (12) existe. Al integrar por partes repetidamente, 
se obtiene (11). Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 10.1 


1. Sea una medida sobre [a, b] y sea P = [([x;1 xil, t); una partición fina-S de fa, b]. 
lo +ib e 


a) Demostrar que 0 < x,—x,_ 1 S 2ô(4;) para i= 1,05, A. 

b) Si ó*:=supíó(0) : te [a, b]} < 00, demostrar que I[PI| < 28*. 

c) Si ôs :=inf(8(0) : że [a, b]} satisface 8x > 0 y si Q es una partición etiquetada de 
[a, b] tal que se tiene [1 Q]] < ôx, demostrar que Q es fina-ô. 


d) Sig=1, demostrar que la medida ô del ejemplo 10.1.4a tiene la propiedad de que 
infíó (0) : te [0, 1])=0. 


2. a) SiP es una partición etiquetada de [a, b], demostrar que cada etiqueta pertenece a 
lo sumo a dos subintervalos en P. 


b) ¿Hay particiones etiquetadas en las que cada etiqueta pertenece exactamente a dos 
subintervalos? 


3. Sea $ una medida sobre [a, b] y sea P una partición fina-0 de [a, b]. 


a) Demostrar que existe una partición fina-8 Q; tal que: (1) ninguna etiqueta pertenece 
a dos subintervalos en Q;, y Gi) S(£; Òi) = (F; P) para cualquier función fen [a, b]. 

b) ¿Existe una partición fina-Ó O, tal que: j) cada etiqueta pertenece a dos subinter- 
valos en Q3, y jj) SF; Q2) = S(£; P) para cualquier función f en fa, b}? 

c) Demostrar que existe una partición fina-6 Q; tal que: k) cada etiqueta es un punto ter- 
minal de su subintervalo, y kk) SCF; Q3) = S( f; P) para cualquier función fen [a, b]. 


4. Si S está definida en [0, 2] por A =4 — 1| para x + 1 y ô(1) := 0.01, demostrar que 
toda partición fina- P de [0, 2] tiene a £= 1 como etiqueta de al menos un subinterva- 
lo y que la longitud total de los subintervalos en P que tienen a 1 como etiqueta es 
menor o igual que 0.02. 
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5. a) Construir una medida ô sobre [0, 4] que fuerce a los números 1, 2, 3 a ser etique- 
tas de cualquier partición fina-ô de este intervalo, 
b) Dada una medida ô sobre [0, 4], construir una medida 0, tal que toda partición 
fina-® de [0, 4]: i) tenga los números 1, 2, 3 en su colección de etiquetas, y 11) 
sea fina-Ó;. 


6. Demostrar que fe R*[a, b] con integral L si y sólo si para toda £> 0 existe una medi- 
da y. en [a, b] tal que si P = ([([x;1, x;], t) yh] es cualquier partición etiquetada tal 
que 0<x,—x;_1 S Y(t) para i= 1, -+ >, n, entonces |S(f; P) — L] < e. (Esto propor- 
ciona una forma alternativa, pero equivalente, para definir la integral de Riemann 
generalizada.) i 


7. Demostrar que las siguientes funciones pertenecen a R*[0, 1] encontrando una función 
F, que sea continua en [O, 1] y tal que F; = fx) para x e [0, 1] \ Ep para algún con- 
junto finito Ey. - 


a) A) :=(2+1/WWVx paraxe (0, 1] y f,(0) :=0. 

b) A6):= xN =x para x € [0, 1) y £0) :=0. 

o) Bœ) :=Vxlnx paraxe (0, 1] y (0) :=0. 

d) AO =x paraxe (0, 1] y 0) :=0. 

e0) AO =V +A- paraxe [0, 1) y 60) :=0. 
A Ka) =1VxV2-x) paraxe (0, 1] yf(0) := 0. 


8. Explicar por qué el razonamiento en el teorema 7.1.5 no se aplica para demostrar que 
una función R*[a, b] está acotada. 


9. Sea f(x) := 1/x para x e (0, 1] y /(0) := 0; entonces f es continua excepto en x = 0, 
Demostrar que f no pertenece a R*[0, 1]. [Sugerencia: comparar f con s,(x) := 1 en 
(1/2, 1], s œ) := 2 en (1/3, 1/2], 5,00) := 3 en (1/4, 1/3], +: >, s,Q0) :=n en [0, 1/n].] 


10. Sea que k : [0, 1] > R esté definida por k(x} := 0 six e [0, 1] es O o un número irra- 
cional y k(m/n) := n sim, n e N no tienen factores comunes además de 1. Demostrar 
que k e R*[0, 1] con integral igual a 0. Demostrar también que k no es continua en 
ningún punto y que no está acotada en ningún subintervalo [c, d] con c < d. 


11. Sea f la función de Dirichlet en [0, 1] y sea F(x) := 0 para toda x e [0, 1]. Puesto que 
F'(x) = f(x) para toda x e [0, 1] 1 Q, demostrar que el teorema fundamental 10.1.9 
implica que fe R*[0, 1]. 


12. Sea M(x) := In |x| para x 4 0 y M(0) := 0. Demostrar que M'(x) = 1/x para toda x # 0. 
Explicar por qué no se sigue que Eu dx = In |-2| —1n 2=0. 


13. Sea LŒ) := x In |x| — x para x + 0 y £,(0) := 0, y sea 1,(20) := ln lx] six +0 y 1,(0) :=0. 
Si [a, b] es cualquier intervalo, demostrar que 1, e R*[a, b] y que f In lx] dx = L,(b) — 
L(a). 


14. Sea E := {c}, C7, t 0} y sea F continua en [a, b] y F'@) = fœ) para x e [a, b] \ Ey 
(cp := 0. Quiere demostrarse que fe R*[a, b] y que la ecuación (5) se cumple. 


a) Dadas£>0yte la, b]\ E, sea que Ó,£) esté definida como en la demostración 
de 10.1.9. Elegir ahora S¿(c¿) > 0 tal que si |z — c4] < Lc) y z € [a, b], entonces 
IF) - Flep < e2 4, 
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15. 


16. 


17. 


18. 
19, 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


b) Demostrar que si la partición P es fina-Ó, y tiene etiqueta í; = Cp entonces se tiene 
IEE — Fei) Med) eee, 
c) Usar el razonamiento de 10.1.9 para obtener |S(f;, P) - (F(b) - Fla) < elb -a + 1). 


Demostrar que la función g,(x) :=x""sen(1/x) para x e (0, 1] y g,(0) := 0 pertenece a 


R*[0, 1]. [Sugerencia: derivar C¡() :=4cos(1/x) para x e (0, 1] y C¡(0) :=0.] 


Demostrar que la función ga(x) := (1/x)sen(1/x) para x e (0, 1] y g,(0) := 0 pertenece a 
R*[0, 1]. [Sugerencia: derivar Ca(%) := x cos(1/x) para x e (0, 1] y C2(0) := 0, y usar 
el resultado para la función coseno que corresponde al ejercicio 7.2.12.] 


Usar el teorema de sustitución 10.1.12 para evaluar las siguientes integrales. 


3 4 lada 
2 —_ = 
a) f (21+1)sgo(1* +t-2)dt=6, b) i Ta 


5 dt l 
c) = 2arctan2, d) f Y 1-1? dt. 
1 tat-1 0 
Dar un ejemplo de una función fe R*[0, 1] cuyo cuadrado f? no pertenezca a R*[O, 1]. 


Sea F(x) := x cos(1/x) para x e (0, 1] y F(0) := 0. Se verá que f:=F* e R*[0, 1] pero 
que su valor absoluto |f| = |[F'] ¢ R*[O, 1]. (Aquí (0) := 0.) 


a) Demostrar que F” y |F'| son continuas en cualquier intervalo [c, 1], 0<c<1 y 
fe R*[0, 1]. 

b) Sia,:=2%2k+1)y b; := 1/k para ke N, entonces los intervalos [a;, by] no se tras- 
lapan y 1/k < f% Ifl. 

c) Puesto que la serie $g, 1/k diverge, entonces |f] £ R*[0, 1]. 


Sea f como en el ejercicio 19 y sea m(x) := (-1* para x e [ap bi] (kE N) y mœ) :=0 
en cualquier otro punto de [0, 1]. Demostrar que m : f= |m : f|. Usar el ejercicio 7.2.11 
para demostrar que las funciones acotadas m y |m| pertenecen a R[O, 1]. Concluir que 
el producto de una función en R*[0, 1] y una función acotada en R[0, 1] pueden no 
pertenecer a R*[O, 1]. 


Sea D(x) := x]cos(77/x)| para x e (0, 1] y sea 9(0) := 0. Entonces ® es continua en [0, 1] 
y D'(x) existe para x ¢ E := {0} U (faz: ke N}, donde az :=2/Qk+ 1). Sea p(x) := D'(x) 
para x € E y q(x) := 0 para x e E. Demostrar que p no está acotada en [0, 1]. Usando 
el teorema fundamental 10.1.9 con E contable, concluir que p e R*[O, 1] y que J A p= 
(b) — D(a) para a, b e [0, 1]. Como en el ejercicio 19, demostrar que || € R*[O, 1]. 


Sea P(x) := x?lcos(7/x)| para x e (0, 1] y 'Y(0) := 0. Entonces Y es continua en [0, 1] 
y Y'(x) existe para x ¢ E; := {a}. Sea y(x) := Y (x) para x € Ej y y(x) := 0 para 
x € E¡. Demostrar que y está acotada en [0, 1] y (usando el ejercicio 7.2.11) que y € 
RIO, 1]. Demostrar que Í M w= (b) - Y(a) para a, b e [0, 1]. Demostrar también que 
ly} e RIO, 1]. 


Si f: [a, b] > R es continua y si p e R*[a, b] no cambia de signo en [a, b], y si fp € 
R*[a, b], entonces existe & e [a, b] tal que J? fp = fŒ) J? p. (Ésta es una generaliza- 
ción del ejercicio 7.2.16; se le llama el primer teorema del valor medio para integrales.) 


Sea fe R*[a, b], sea g monótona en [a, b] y suponer que f2 0. Entonces existe É e [a, b] 
tal que Í ý Je=gla) f J+ gtb) J E f. (Ésta es una forma del segundo teorema del valor 
medio para integrales.) 
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En el teorema 7.1.5 se vio que una función f en R[a, b] debe estar acotada en 
[a, b] (aunque no es necesariamente éste el caso para una función en R*(a, b])). 
Para integrar ciertas funciones que tienen límites infinitos en un punto c en [a, b], 
o que son en alto grado oscilatorias en dicho punto, en cálculo se aprende a tomar 
los límites de las integrales en subintervalos, cuando los puntos terminales de 
estos subintervalos tienden al punto c. 
Por ejemplo, la función A(x) = 1/Vx para x e (0, 1] y h(0) := 0 no está acota- 
da en una vecindad del punto terminal izquierdo de [0, 1]. Sin embargo, sí perte- 
nece a R[y, 1] para toda y e (0, 1] y se define la “integral impropia de Riemann” 
de h en [0, 1] como el límite 


f a f pa 
—=dx:= lím —=dx 
0 Jx y 204% y dx 

La función oscilatoria k(x) := sen(1/x) para x e (0, 1] y k(0) :=0 se trataría del 
mismo modo. 

Una función que se vuelve no acotada, o que es en alto grado oscilatoria, en el 
punto terminal derecho del intervalo se maneja de una manera similar. Además, si 


una función g no está acotada, o es en alto grado oscilatoria, cerca de alguna c e 
(a, b), entonces se define la “integral impropia de Riemann” como 


b 
f g:= lím ko lím a (1) 
a 


ac Boc+ 


Estos procesos de tomar límites no son necesarios cuando se trabaja con la 
integral de Riemann generalizada. 

Por ejemplo, en el ejemplo 10.1.10a se vio que si H(x) := 21 x para x e [0, 1], 
entonces H’ (x)= 1x := h(x) para x e (0, 1] y el teorema fundamental 10.1.9 afir- 
ma que h e R*[0, 1] y que 


JE EE E E 


Este ejemplo es un caso de un notable teorema debido a Heinrich Hake, el cual se 
enuncia a continuación para el caso en que la función se vuelve no acotada o es 
oscilatoria cerca del punto terminal derecho del intervalo. 


10.2.1 Teorema de Hake Sif: [a,b] > R, entonces fe R*[a, b] si y sólo si 
para toda y € (a, b) la restricción de f a [a, y] pertenece a R*la, Y] y 


Y 
lím f=AER. (2) 
y—>b- 


b 
En este caso, f f=A. 
a 
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La idea de la demostración de la parte (=) de este resultado es tomar una suce- 
sión creciente (y,) que converja a b de tal modo que fe R*[a, y,] y lim, S “f=A. 
Para demostrar que fe R*[a, b], es necesario construir medidas sobre [a, b]. Esto 

. se hace “pegando” con todo cuidado las medidas que funcionen para los interva- 
los [%-1, Y] a fin de obtener una medida sobre fa, b}. Puesto que los detalles de 
esta construcción son un tanto complicados y no particularmente ilustrativos, no 
se desarrollan aquí sino que se remite al lector a [MTI]. 


Es importante entender la importancia del teorema de Hake. 


e Implica que la integral de Riemann generalizada no puede extenderse toman- 
do límites como en (2). De hecho, si una función f tiene la propiedad de que 
su restricción a cada subintervalo |a, y], donde y e (a b), es Riemann integra- 
ble generalizada y tal que (2) se cumple, entonces f ya pertenece a R*[a, b]. 
Una manera alternativa de expresar este hecho es que no es necesario exten- 
der la integral de Riemann generalizada tomando dichos límites. 

o La integrabilidad de una función en [a, b] puede investigarse examinando su 
comportamiento en subintervalos [a, y] con y< b. Puesto que suele ser difi- 
cil establecer que una función está en R*a, b] utilizando la definición 10.1.1, 
este hecho proporciona otra herramienta para demostrar que una función es 
Riemann integrable generalizada en Ja, b]. 

e Con frecuencia es útil evaluar la integral de una función usando (2). 


Se usarán estas observaciones para dar un importante ejemplo que permite 
profundizar en el conjunto de las funciones Riemann integrables generalizadas. 


10.2.2 Ejemplo a) Sea Jpc, a, una serie cualquiera de números reales que 
converge a 4 € R. Se construirá una función y e R*[O, 1] tal que 


1 00 
T p=) ar =4. 


k=1 
De hectro, se define y: [0, 1] —> R como la función que asume los valores 2a}, 


22), 2a3, -+ +, en los intervalos [0, 3), BP» Es 1), - «+, (Véase la figura 10.2.1.) 
Por conveniencia, sea c} := 1 — 1/2% para k= 0, 1, * : -; entonces 


ias 2ka; para Cp Sx<c¿(kenN), 
i para x=1. 


Figura 10.2.1 La gráfica de Q. 
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Evidentemente, la restricción de Pa cada intervalo [0, y] para y e (0, 1) es una 
función escalonada y por lo tanto es integrable. De hecho, si y € [cp C,,,1), entonces 


1 
E p= cafi Jah Jesena [LJ 


=4] +02 +: +0, try, 


> donde |r,| < |a, 1]. Pero como la serie es convergente, entonces r,—> 0 y por tanto 


n 
lím eE lím Y ay =Á: 
y=>l- 0 


b) Sila serie $p- a, es absolutamente convergente en el sentido de la definición 
9.1.1, entonces se sigue como en el inciso a) que la función || también pertene- 


ce a R*[O, 1] y que 
[101-1051 


k=1 


Sin embargo, si la serie $;<, la] no es convergente, entonces la función |g] no per- 
tenece a R*[O, 1]. 

Puesto que hay muchas series convergentes que no son absolutamente conver- 
gentes (por ejemplo, Y, —1)/K), se tienen ejemplos de funciones que pertene- 
cen a R*[0, 1] pero cuyos valores absolutos no pertenecen a R*[O, 1]. Se han 
encontrado ya tales funciones en los ejercicios 10.1.19 y 10.1.21. O 


El hecho de que hay funciones Riemann integrables generalizadas cuyo valor 
absoluto no es Riemann integrable generalizado suele resumirse diciendo que la 
integral de Riemann generalizada no es una “integral absoluta”. Así, al pasar a la in- 
tegral de Riemann generalizada se pierde una importante propiedad de la integral 
de Riemann (ordinaria). Pero es el precio que debe pagarse para poder integrar una 
clase mucho más grande de funciones. 


Funciones Lebesgue integrables 


En vista de la importancia del subconjunto de funciones en R*[a, b] cuyos valo- 
res absolutos pertenecen también a R*[a, b], se introduce la siguiente definición. 


10.2.3 Definición Se dice que una función fe R*[a, b] tal que | f] e R*[a, b] 
es Lebesgue integrable en [a, b]. La colección de todas las funciones Lebesgue 
integrables en [a, b] se denota por £[a, b]. 


Nota La colección de todas las funciones Lebesgue integrables suele introducir- 
se de manera totalmente diferente. Una de las ventajas de la integral de Riemann 
generalizada es que incluye la colección de las funciones Lebesgue integrables 
como una colección especial —y fácilmente identificable— de funciones. 


Es evidente que si fe R*[a, b] y si f(x) 2 0 para toda x e [a, b], entonces se o 
tiene |f| =f € R*[a, b], por lo que fe £la, b]. Es decir, la función no negativa 


10.2 


Integrales impropias y. de Lebesgue 5 36 


tad 


fe R*la, b] pertenece a £[a, b]. El siguiente resultado ofrece un criterio más sóli- 
«do para una función en R*[a, b] que pertenece a Lja, b]. 


10.2.4 Criterio de comparación Sif, we R*[a, b] y [f00| < 0(x) para toda 
x € la, b], entonces f e L[a, bl y 


sis ins f o. N 


Demostración parcial. El hecho de que |f| e R*]a, b] se demuestra en [MTI]. 
Puesto que |f| > 0, esto implica que f e L£la, b]. 
Para establecer (3), se observa que -|f| <f < |f], y 10.1.5c implica que 


-far firs forn 


de donde se sigue la primera desigualdad de (a La segunda desigualdad se 
sigue de otra aplicación de 10.1.5c. Q.E.D. 


El siguiente resultado establece que los múltiplos constantes y la sumas de 
funciones en £[a, b] también pertenecen a Lla, b]. : 


10.2.5 Teorema Sif ge Lla, b] y sic e R, entonces cf y f + g también per- 
tenecen a Lla, b]. Además 


fer=e fs y Puras firi fiie (a) 


Demostración. Puesto que |cf (0) = lcll f(G0)] para toda x e fa, b], la hipótesis de 
que |f| pertenece a R*[a, b] implica que cf y [cf | también pertenecen a R*[a, bl, 
de donde cf e Lla, b]. 

La desigualdad del triángulo implica que | f60) + g001 <| f) + le) para toda 
x € [a, b]. Pero puesto que œ := |f| + lg] pertenece a R*[a, b], el criterio de com- 
paración 10.2.4 implica que f+ g pertenece a £la, b] y que 


Pirras f asen Pur Pis QED. 


El siguiente resultado afirma que basta establecer una desigualdad por un lado 
a fin de demostrar que una función fe R*[a, b] pertenece en realidad a L[a, bl. 


10.2.6 Teorema Site R*[a, b], las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


a) feLfla, b]. 
b) Existe œ € Lla, b] tal que x) < w(x) para toda x € [a, bl. 
©) Existe & € £[a, b] tal que a(x) < Kx) para toda x € Ja, b]. 


Demostración. a) = b) Sea 0:=f. 
b) => a) Obsérvese que f= œ — (@ -— f). Puesto que @—f > 0 y dado que œ — f 
pertenece a R*[a, b], se sigue que @-—f € £[a, b]. Ahora se aplica el teorema 10.2.5. 


Se le deja al lector demostrar que a) & c). QE.D. 
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10.2.7 Teorema  Sif,geL£Lla, b], entonces las funciones máx(£, g} y min{f, g} 
también pertenecen a £la, bl. 


Demostración. Del ejercicio 2.2.16 se sigue que six e [a, b], entonces 


máx(£(0, 269) = 1/69 + O +1/09 20), 
mání fE), E) =i + 200) — 1460 — 260). 


Las afirmaciones se siguen de estas ecuaciones y del teorema 10.2.5. Q.E.D. 


De hecho, el resultado precedente da una útil conclusión acerca del máximo y 
del mínimo de dos funciones en R*[a, b]. 


10.2.8 Teorema Suponer que f, g, & y © pertenecen a R*[a, b]. Si 
f<o,gso osi 0OSsfoas<g, 
entonces máx(£, g} y miníf, g} también pertenecen a R*l[a, b]. 


Demostración. Suponer que f < w y que g < w; entonces máx( f, g} < œ. De la 
primera desigualdad de la demostración del teorema 10.2.7 se sigue que 


0<|f-gl=2máx(f g) -f-8S20-f-g. 
Puesto que 20 —f-— g > 0, esta función pertenece a L[a, b]. El criterio de compa- 
ración 10.2.4 implica que 2 máx{ f, g} — f— g pertenece a L[a, b] y en consecuen- 
cia máx{ f, g} pertenece a R*[a, b]. 
La segunda parte de la afirmación se demuestra de manera similar. Q.E.D. 


La seminorma en L[a, b] 


Se define a continuación la “seminorma” de una función en L[a, b] y la “distan- 
cia entre” dos funciones. 


10.2.9 Definición  Sife L£[a, b], se define la seminorma de f como 


b 
Iris f 1s 


Sif, g e Lla, b], se define la distancia entre f y g como 


b 
dsd: f -s= fe) 


Se establecen ahora algunas propiedades de las funciones seminorma y dis- 
tancia. 
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10.210 Teorema La función seminorma satisface: 


HIEIL> 0 para toda f e L[a, b]. 


(1) /Sif(x)=0 para x e [a, b], entonces If] = 0. 


Gii Si fe Lla,b] y e e R, entonces ||cf|| = Je] < IIE]. 
(iv) Si f, g e Lla, b], entonces ||f + gl] < JEI] + tell- 


Demostración. Los incisos (1)-(111) son inmediatos. El inciso (iv) se sigue del 
hecho de que |f+ el < |f| + lgl y del teorema 10.1.5c. QED. 


10.2.11 Teorema La función distancia satisface: 


(YD dist(f, g) 20 para toda f, g e Lla, b]. 

(GD Si fG) = gx) para x e [a, b], entonces dist(f, g) = 0. 

(ij) dist(f, g) = dist(g, £) para toda f, g e Lla, b]. 

(Y) dist(£, h) < dist(£, g) + dist(g, h) para toda f, g, h e L[a, b]. 


Las afirmaciones se siguen de las afirmaciones. correspondientes del teorema 
10.2.10. Sus demostraciones se le dejarán al lector. 

Utilizando la seminorma (o la función distancia) es posible definir lo que se en- 
tiende al decir que una sucesión de funciones (f,) en L[a, b] converge a una función 
fe Lla, b]; a saber, dada cualquier e > 0, existe K(€) tal que si n > K(€), entonces 


IA, = fl =dist(f, sJ) SE. 


Esta noción de convergencia puede utilizarse exactamente como se ha usado la 
función distancia en R para la convergencia de sucesiones de números reales. 

Se concluye esta sección con una enunciación del teorema de completez para 
La, b] (llamado también teorema de Riesz-Fischer). Desempeña el mismo papel 
en el espacio £[a, b] que la propiedad de completez desempeña en R. 


10.2.12 Teorema de completez Una sucesión (f,) de funciones en L[a, b] con- 
verge a una función f e L[a, b] si y sólo si tiene la propiedad de que para toda 
e > 0 existe H(€) tal que si m, n > H(e) entonces 


Sm Fm UE dist fm > Sn) < E. 


Es muy sencillo demostrar la dirección (=>) y se deja como ejercicio. La 
demostración de la dirección (<=) es más complicada, pero puede basarse en la 
siguiente idea: hallar una subsucesión (g7) := (Jn) de (Jy) tal que ll8%+1 — gdl < 1/24 
y definir fœ) := 28,60 + Y (E10) — 2100)), donde esta serie es absolutamente 
convergente, y f(x) := 0 en cualquier otro punto. Entonces puede demostrarse que 
fe Lla, b] y que If, — fl > 0. (Los detalles se presentan en [MTI].) 


Ejercicios de la sección 10.2 


1. Demostrar que el teorema de Hake 10.2.1 puede expresarse en la siguiente formulación 
en términos de sucesiones: una función fe R*[a, b] si y sólo si existe A € R tal que 
cualquier sucesión creciente (c,,) en (a, b) con c, > b, entonces fe R*[a, cy] y /,"f>4. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


. Determinar si las siguientes integrales son convergentes o divergentes. (Definir los inte- 


. Sife Rla, b], demostrar que fe Lla, b]. 


. Sif e Lla, b], demostrar que f? no está necesariamente en L[a, b]. 
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<a) Aplicar el teorema de Hake para concluir que g(x) := 1/x2 para x e (0, 1] y 


g(0) := 0 pertenece a R*[0, 1]. 
b) Explicar por qué el teorema de Hake no se aplica a f(x) := 1/x para x e (0, 1] y 
F(0) :=0 (función que no pertenece a R*[0, 1). 


. Aplicar el teorema de Hake a g() := (1 — x)! para x e [0, 1) y g(1) :=0. 


. Suponer que fe R*[a, c] para toda c € (a, b) y que existen ye (a, b) y we LIy, b] 


tales que | f@)| < œx) para x e [y, b]. Demostrar que fe R*[a, b]. 


. Demostrar que la función gŒ) :=1sen(1/x) para x e (0, 1] y 2,(0) := 0 pertenece a 


£[0, 1]. (Esta función se consideró también en el ejercicio 10.1.15.) 


. Demostrar que las siguientes funciones (definidas apropiadamente cuando sea necesa- 


rio) están en £[0, 1]. 


a) Kie b) senny. 
l+x2 Inx 

) dnx)\@a(1-x)) $ 

c) (nx)dn(-x)), ; 
1x2 


grandos como 0 en caso de que no estén ya definidos.) 


pe 1 cosx dx 
a Jo pa * D Jo ar” 


1 In x dx ] Inx dx 
Ad Pd E 


1 dx 
A: Ba 


Si f, g e Lla, b] y ŝi g está acotada y es monótona, demostrar que fg e £la, b]. Con 
mayor precisión, si |g(x)] < B, demostrar que || fell < BI Fl. 


a) Dar un ejemplo de una función fe R*[0, 1] tal que máx(f, 0} no pertenezca a 
R*[0, 11. 
b) ¿Puede dar un ejemplo de fe £[0, 1] tal que máx{ f, 0) € £[0, 1]? 


Desarrollar los detalles de la demostración de que min(f, g} e R*[a, b] en el teorema 
10.2.8 cuando œ <f y &<g. 


Desarrollar los detalles de las demostraciones del teorema 10.2.11. 
Dar una función fe L[a, b] donde fno sea idénticamente 0, pero tal que || £]] = 0. 


Sif, g e Lla, b], demostrar que [11,1 — llgll| < If + gll- 
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16. Establecer la parte sencilla del teorema de completez 10.2.12. 


17. Si f(x) = x" para n e N, demostrar que f, e LIO, 1] y que |f| — 0. Por tanto, 


11%, — Oll = 0, donde O denota la función idénticamente igual a-0. 


18. Sea g, (1) :=—1 para x e [-1, —1/n), sea g, (1) := nx para x e [-1/n, 1/n] y sea e, (x) := 1 
para x e (1/n, 1]. Demostrar que ([g,, ~ £, 1] > 0 cuando m, n > co, de modo que el 
teorema de completez 10.2.12 implica que existe g e £[-1, 1] tal que (2,,) converge a 
gen £[-1, 1]. Encontrar una función g así. 


19. Sea h,(x) := n para x e (0, 1/7) y h,(x) := 0 en cualquier otro punto de [0, 1]. ¿Existe 
h e L{0, 1] tal que ||», — All > 0? i 


20. Sea k,(x) := n para x e (0, 1/1?) y k,(x) := 0 en cualquier otro punto de {0, 1]. ¿Existe 
ke LJO, 1] tal que Ijk, — «| > 0? 


En las dos secciones anteriores se examinó la integración de funciones definidas 
en intervalos [a, b] cerrados acotados. Sin embargo, en las aplicaciones con fre- 
cuencia se quiere integrar funciones definidas en intervalos cerrados no acotados, 
tales como 


La, 00), (=oo, b], o (oo, 00). 


En cálculo, el enfoque convencional es definir una integral en [a, co) como un 


límite: 
oo Y 
f f:= lím Js 
a 


y0% a 


y definir las integrales en los otros intervalos infinitos de manera similar. En esta 
sección se abordan las funciones Riemann integrables generalizadas (y Lebesgue 
integrables) definidas en intervalos infinitos. 

Al definir la integral de Riemann generalizada de una función f en [a, 00), se 
adoptará un procedimiento un tanto diferente al del cálculo. Se observa que si 
O := {fixo x11, 41), * "> (en b Xab ta) (Di, 00, ty + 19) es una partición etiqueta- 
da de [a, 00], entonces xp = a y Xy +1 = œ y la suma de Riemann que correspon- 
de a O tiene la forma 


JE) 0) ++ At) — A) FFO) = Xp). (1) 


Puesto que el término final f(t, , ¡Mco — x„) en (1) no tiene sentido, uno querría 
suprimirlo. Esto puede hacerse de dos manera diferentes: (1) la suma de Riemann 
se define de tal modo que contenga sólo los n primeros términos, o (11) contar con 
un procedimiento que permita tratar los símbolos +oo en los cálculos de tal modo 
que se elimine el término final de (1). 

Elegimos adoptar el método (1): en vez de tratar con particiones de [a, co) en 
un número finito de intervalos no traslapados (uno de los cuales debe tener nece- 
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sariamente longitud infinita), se trata con ciertas subparticiones de [a, 00), que 
sean colecciones finitas de intervalos no traslapados de longitud finita cuya unión 
está contenida apropiadamente en [a, 00). 

Se define una medida sobre [a, o0] como un par ordenado que consta de una 
función ô estrictamente positiva definida en [a, co) y un número d* > 0. Cuando 
se dice que una subpartición etiquetada P := £([xo, x11, £1), ++", Ma- 1) Xal, £,)) es 
fina-(6, d*), se entiende que 


-La,oo)=|_ J tx; 1,x,JULx»,00), 2) 
© ial 
que 
Kox] E [£; eE) t,+ ô para i=1, n7, (3) 
y que 
[xy 00) E [1/a*, 00) (4) 


o, de manera equivalente, que 

1/d* < x, (4) 
Nota Ordinariamente se considera que una medida sobre [a, o0] es una función 
ô estrictamente positiva con dominio [a, 00] := [a, 00) U {00} donde ó(oo) := d*. 


Se define ahora la integral de Riemann generalizada en [a, 00). 


10.3.1 Definición a) Se dice que una función f: [a, o0) —> R es Riemann inte- 
grable generalizada si existe 4 e R tal que para toda £ > 0 existe una medida ô; 
sobre [a, 00] tal que si P es cualquier subpartición etiquetada fina-Ó, de [a, 00), 
entonces |S(f; P) — A| < e. En este caso se escribe fe R*[a, 00) y 


forza. 


b) Se dice que una función f : [a, co) —> R es Lebesgue integrable si tanto f 
como |f| pertenecen a R*[a, 00). En este caso se escribe fe Lla, 00). 


Es de particular importancia la versión del teorema de Hake para funciones en 
R*[a, 00). Otros resultados para funciones en £[a, oo) se presentan en los ejercicios: 


10.3.2 Teorema de Hake Sif: [a, c0) >R, entonces f e R*[a, 00) si y sólo 
si para toda y € (a, 00) la restricción de f a [a, y] pertenece a R*la, Y] y 


Y 
lím f=AeR. (5) 


Yy>0%a 


oo 
En este caso, f f=A. 


a 
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La idea de la demostración del teorema de Hake es como antes; los detalles se 
presentan en [MTI]. 


La integral de Riemann generalizada en el intervalo no acotado [a, 00) tiene las 
mismas propiedades que la integral en un intervalo acotado [a, b] que se demos- 
traron en la sección 10.1. Pueden obtenerse ya sea modificando las demostraciones 
dadas ahí o usando el teorema de Hake. Se presentan a continuación dos ejemplos. : 


10.3.3 Ejemplos a) Sif g e R*la, 00), entonces f+ g e R*[a, 00) y 


Souro for fe 


Si £> 0 está dada, sea dy una medida sobre [a, 00] tal que si P es fina-Ós enton- 
ces IS(f; P) — J f] < el2 y existe una medida ô, tal que si È es fina-Ó,, entonces 
ISe; P>- fZ g| < e/2. Sea ahora LÀ := min{ô;(t), 8.0) para te [a, 00] y se apli- 
ca un razonamiento como el usado en la demostración de 10.1.5b. 


b} Seaf: [a, 00) — R y sea c e (a, 00). Entonces fe R*[a, 00) si y sólo si sus 
restricciones a fa, c] y [c, o0) son integrables. En este caso, 


Sorf Hfr (6) 


Se demostrará (+=) utilizando el teorema de Hake. Por hipótesis, la restricción 
de fa [c, 00) es integrable. Por lo tanto, el teorema de Hake implica que para toda 
ye (e, 00) la restricción de fa [c, y] es integrable y que 


00 Y 
f Jatt r 
[a Y 300 Cc 


Si se aplica el teorema de aditividad 10.1.8 al intervalo [a, y] = [a, c} U [c, y], se 
concluye que la restricción de fa [a, y] es integrable y que 


Y c Y 
S rf fs 
a a C 
de donde se sigue que 


a a 


Con otra aplicación del teorema de Hake se establece (6). O 


10.3.4 Ejemplos a) Sea > 1 y sea f(x) := 1/x% para x e [1, 00). Se demos- 
trará que fy e R*[1, 00). 

De hecho, si y € (1, 00), entonces la restricción de fy a [1, y] es continua y en 
consecuencia pertenece a R*[1, y]. Además, se tiene 


Y 
1 [i- 1 | 
i &—i yæl 
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Pero como el- último término tiende a 1/(0— 1) cuando y— oo, el teorema de Hake 
implica que f e R*[1, 00) y que 


— dx = — cuando 0a>l. 
l xæ oa—-1 
b) Sea Y. ag una serie de números reales que converge a A e R. Se construirá 
una función s e R*[0, 00) tal que 
00 


IND =Á. 


k=l 
De hecho, se define s(x) := az para x e [k -— 1, k), k e N. Es evidente que la 


restricción de s a cada subintervalo [0, y] es una función escalonada y, en conse- 
cuencia, pertenece a R*[0, y]. Además, si y e [n, n + 1), entonces 


Y 
Í, $=4] + tap Hry, 


donde |r] < la, + 1]. Pero como la serie es convergente, entonces r, > 0 y el teo- 
rema de Hake 10.3.2 implica que 


n 
Y f 
lím s= lím ) aj =Á. 
0 
k=l 


Y >00 n>00 


e) Si la función s está definida como en el inciso b), entonces |s| tiene el valor lay] 
en el intervalo [k — 1, k), ke N. Por tanto, s pertenece a L[0, 00) si y sólo si la serie 
E, lay es convergente; es decir, si y sólo si Xzc, a, es absolutamente convergente. 


d) Sea D(x) := (sen x)/x para x e (0, oo) y sea D(0) := 1. Se considerará la impor- 
tante integral de Dirichlet: 


[Toma "Zas. 
0 0 xX 


Puesto que la restricción de D a cada intervalo [0, y] es continua, esta restric- 
ción pertenece a R*[0, y]. Para ver que Í k D(x) dx tiene límite cuando y —> oo, se 
hace 0 < B< y. Una integración por partes indica que 


[wr f noas Pa 
0 0 p 
Y 
cosx 


Y cosx 
f dx. 
B B Xx 2 
Pero como [cos x| < 1, es un ejercicio demostrar que los términos anteriores tien- 
den a 0 cuando PB < y tiende a oo. Por lo tanto, se aplica la condición de Cauchy, 
y el teorema de Hake implica que D e R*[0, 00). 


Sin embargo, en el ejercicio 13 se verá que |D| no pertenece a R*[0, 00). Por 
tanto, la función D no pertenece a £[0, 00). 


Xx 


Se concluye esta discusión de las integrales en [a, o0) con una versión del teo- 
rema fundamental (primera forma). 
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10.3.5 Teorema fundamental Suponer que E es un subconjunto contable de 
[a, 00) y que f, F : [a, c0) >R son tales que: 
a) F es continua en [a, co) y lim F(x) existe. 
X->00 
b) Fx) =1() para toda x e (a, 00), x € E. 


Entonces f pertenece a R*[a, 00) y 


f “ f= lim F()-F(a). D 


Demostración. Si yes cualquier número en (a, 00), puede aplicarse el teorema 
fundamental 10.1.9 al intervalo [a, y] para concluir que f pertenece a R*[a, y] y 


[T s="m-F0 


Al hacer y > oo, por el teorema de Hake se concluye que fe R*[a, 00) y que la 
ecuación (7) se cumple. Q.E.D. 


Integrales en (—oo, b] 


Se examina ahora la integración en intervalos cerrados que no están acotados por 
abajo. 

Sea b € R y sea g : (oo, b] — R una función que va a integrarse en el inter- 
valo infinito (—oo, b]. Por una medida sobre [—oo, b] se entiende un par ordenado 
que consta de un número dx > 0 y una función estrictamente positiva ô en (—oo, b). 
Se dice que una subpartición etiquetada P := £([xo, x11, 41) (xp x2} H} > 
(Exp - o bl, 1,3) de (=oo, b] es fina-(dx, ô) en caso de que 


n 
(-00,b]=(-00,x0]U|_Jixiix;1 
i=l 
de que 


[x;-1 17] E [£;— ô), 1, + et) para i=l, n, 
y de que 
(=oo, xp] < (=oo, —1/dx] 
o, de manera equivalente, de que 
Xo S —1/dx. 


Nota Ordinariamente se considera que una medida sobre [—oo, b] es una función ô 
estrictamente positiva con dominio [—oo, b] := {—00} U (oo, b] donde (00) := dx. 


: a al 
Aquí la suma de Riemann de g para PesS(g;P)= 2006 =x). 
{= 
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Por último, se dice que g : (—oo, b} — R es Riemann integrable generaliza- 
da si existe B e R tal que para toda £ > 0 existe una medida ô, sobre (=oo, b] tal 
que si P es cualquier subpartición fina-9, de (-oo, b], entonces |S(g; P) — B| < e. 
En este caso se escribe g e R*(—oo, b] y 


pb 
f g=B. 
—00 


Del mismo modo, se dice que una función g : (=oo, b] — R es Lebesgue in- 


tegrable si tanto g como |gl dd a R*(=oo, b]. En este caso se escribe 
g € Los, bl. 

Los teoremas válidos para la integral en [a, 00] se obtienen también en este 
caso. Su formulación se le dejará al lector. 


Integrales en (—oo, 00) 


Sea h : (00, 00) > R una función que quiere integrarse en el intervalo infinito 
(=oo, 00). Por una medida sobre (-oo, oo) se entienden tres elementos que consis- 
ten en una función ô estrictamente positiva en (—oo, 00) y dos números estricta- 
mente positivos dx, d*. Se dice que una subpartición etiquetada P := (([xp, x1], t), 
([x1 xl; b) >> (a-p Xp], 1,3) es fina-(dx, Ó, d*) en caso de que 


n 
(00,00) =(=00,x0 JUL Jlx;-1>x,JU [x,,,00), 

i=l 

de que 

[xi xl S [1 ôl), t, + Ô) para i=1, +n, 
y de que 
(=oo, xo] < (=oo, -1/ds] y [En œ) c [1/d*, co) 
o, de manera equivalente, de que 
xo S-i/de y  1/d*<x,. 


Nota Ordinariamente se considera que una medida sobre [-oo, oo] es una fun- 
ción ô estrictamente positiva con dominio [—oo, 00] := (003 U (oo, 00) U {o0}, 
donde Ó(—o0) := dx y êlo) := d*. 


. . n 
Aquí la suma de Riemann de h para Pes S (h; P)= $, hŒ; —x;-1). 
2 


Por último, se dice que A : (oo, 00) > R es Riemann integrable generaliza- 
da si existe C € R tal que para toda £> 0 existe una medida ô, sobre [00, 00] tal 
que si È es cualquier subpartición fina-Ó, de (00, 00), entonces |S(h; P) — C] < e. 
En este caso se escribe h e R*(—oo, 00) y 


00 
h=C. 


—00 
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Del mismo modo, se dice que una función A : (00, 00) —> R es Lebesgue in- 
tegrable si tanto A como |A| pertenecen a R*(-oo, 00). En este caso se escribe 


he £(=oo, 00). 


En vista de su importancia, se enunciará la versión del teorema de Hake que 
es válida para la integral en (~oo, 00). 


10.3.6 Teorema de Hake  Sih: (=o0, 00) >R, entonces h € R*(=o0, 00) si 
y sólo si para toda $ < y en (~oo, 00) la restricción de h a [B, y] está en R*[B, YI y 


Y 
lím h=CeR. 
B>-00 4 B 

Y >+00 


00 
En este caso, h=C. 
00 
Como antes, la mayoría de los teoremas válidos para el intervalo finito [a, b] 
se siguen cumpliendo. Se demuestran como ya se hizo, o utilizando el teorema 
de Hake. Se enuncia también la primera forma del teorema fundamental para 
este caso. 


10.3.7 Teorema fundamental  Suponer que E es un subconjunto contable de 
(=oo, 00) y que h, H : (oo, 00) > R satisfacen: 


a) H es continua en (—oo, 00) y los límites lim H(x) existen. 
x>to0 


b) H'((x) = h(x) para toda x € (00, 00), x £ E. 


Entonces h pertenece a R*(=00, 00) y 
00 
f h= lím H()-= úm HG). (8) 
00 x—>00 y>-00 


10.3.8 Ejemplos a) Sea k(x) := 1/0? + 1) para x e (oo, 00). Si se hace H(x) := 

arctan x, entonces A'(x) = A(x) para toda x e (oo, 00). Además, se tiene lím H(x) = 

Sm y lím H(x) =-L7r. Por lo tanto, se sigue que ERR 
x—>-00 


2 
œ 1 
Í de=l7 (-17)=x. 
o x2 +1 2 2 


b) Sea kx) := [dle para x e (oo, 00). Si se hace K(x) =3(1 — € *) parax20 y 


K(x) := -4 1 — e™®°) para x < 0, entonces se ve que K es continua en (=00, 00) 


y que K'(x) = k(x) para x + 0. Además, lím K(x) => y lim K(x)= 2 Se sigue 
*x—>00 x—>-00 


E |x ez»? de=t-(-1)=1. 


en consecuencia que 
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Ejercicios de la sección 10.3 


'1. Sea Ó una medida sobre [a, co]. Por el teorema 5.5.5, todo subintervalo acotado [a, b] 
tiene una partición fina-0. Demostrar que fa, co] tiene una partición fina-ó. 


2. Sea fe R*[a, y] para toda y> a. Demostrar que fe R” la, 00) si y sôlo si para toda 
£ > 0 existe K(g) > a tal que si q > p > K(€), entonces IN fi<e. 


3. Sea que fy |f| pertenezcan a R*[a, y] para toda y > a. Demostrar quefe £la, 00) si 
y sólo si para toda € > 0 existe K(8) > a tal que si q > p > K(€) entonces de lfl<e. 


4. Sea que fy |f| pertenezcan a R*[a, y] para toda y2 a. Demostrar que fe £la, 00) si 
y sólo si el conjunto V:= { 1 If] :x > a} está acotado en R. 


5. Sif, g e Lla, 00), demostrar que f+ g e £[a, 00). Además, si ||/]| := dE |4| para cual- 
quier h e L[a, 00), demostrar que || f+ ell < 11411 + Hell- 


6. Si f(x) := l/x para x € [1, 00), demostrar que f £ R*[1, 00). 

7. Si fes continua en [1, 00) y si | f(0)] < K/x? para x e [1, 00), demostrar que fe L[1, 00). 
8. Sea f(x) := cos x para x e [0, 00). Demostrar que f £ R*[0, 00). 

9. Sis > 0, sea g(x) := e* para x e [0, 00). 


a) Usar el teorema de Hake para demostrar que g e £[0, 00) y J a e dx = l/s. 
b) Usar el teorema fundamental 10.3.5. 


10. a) Utilizar la integración por partes así como el teorema de Hake para demostrar que 
N xe™ dx = 1/5? para s > 0. 
b) Usar el teorema fundamental 10.3.5. 


R 00 
11. Demostrar que si n e N, s > 0, entonces So xe dx = nm t/stt, 


12. a) Demostrar que la integral 15% xl In x dx no converge. 
b) Demostrar que si œ> 1, entonces f; 7"%Inx dx=1/(9- 1}. 


13. a) Demostrar que fC?" h! sen x| dx > 1/4(n + 1). 
b) Demostrar que |D| £ R*[0, 00), donde D es como en el ejemplo 10.3.4d, 


14. Demostrar que la integral J A (UV) sen x dx converge. [Sugerencia: integrar por partes. | 


15. Establecer la convergencia de la integral de Fresnel Í a sen(x?) dx. [Sugerencia: usar 
el teorema de sustitución 10.1.12.] 


16. Establecer la convergencia o la divergencia de las siguientes integrales: 


oo ln x dx œ Inxdx 
a) : b) h TA -= 
0 x241 
00 00 a 
of 
¿E x(x+1) ) 0 (r+193 
$ == H œ arctan x dx 
Six O 3241 
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17. Sean f, ọ : [a, co) > R. El criterio de Abel afirma que sife R*[a, 00) y Y está aco- 
tada y es monótona en [a, co), entonces fp e R*[a, 00). - 


a) Demostrar que el criterio de Abel no se aplica para establecer la convergencia de 


m (1/x) sen x dx tomando p(x) := 1/x. Sin embargo, sí se aplica si se toma p(x) := 
INY se usa el ejercicio 14. 


b) Utilizar el criterio de Abel y el ejercicio 15 para demostrar la convergencia de 


TS œl + 1) sen?) dx. 


c) Usar el criterio de Abel y el ejercicio 14 para demostrar la convergencia de 
Lx +1) sen x dx. 


d) Usar el criterio de Abel para obtener la convergencia del ejercicio 16f. 


18. Con la notación como en el ejercicio 17, el criterio de Chartier-Dirichlet asegura que 
sife R*la, y] para toda yẹ a, si F(x) := [e f está acotada en [a, 00), y si p es monó- 
tona y lím p(x) = 0, entonces fp e R*[a, o0]. 

a) Demostrar que la integral f (1/x) sen x dx converge. 

b) Demostrar que de (1/n x) sen x dx converge. 

c) Demostrar que N (1x) cos x dx converge. 

d) Demostrar que £ el criterio de Chartier-Dirichlet no se aplica para establecer la con- 
vergencia de fo o (xx + 1)) sen?) dx tomando f(x) := sen(a?). 


19. Demostrar que la integral i A Vx- sen(x?) dx es convergente, aun cuando el integrando 
no está acotado cuando x —> oo. [Sugerencia: hacer una sustitución. ] 


20. Establecer la convergencia de las siguientes integrales: 


00 00 
a) f e“Mdx, b) T (x~2)e ldx, 
00 00 


co 
c) f cx dx, d) q _2xdx 
=00 


=00 eX e 


SECCIÓN 10.4 Teoremas de convergencia 


La discusión de la integral de Riemann generalizada se concluye con una indica- 
ción de los teoremas de convergencia con los que se cuenta para el tema. Se verá 
que los resultados son mucho más sólidos que los presentados en la sección 8.2 
para la integral de Riemann (ordinaria). Por último, se introduce una función 
“medible” en [a, b] como el límite casi en todas partes de una sucesión de funcio- 
nes escalonadas. Se demostrará que toda función integrable es medible y que una 
función medible en [a, b] es Riemann integrable generalizada si y sólo si satisfa- 
ce una condición de acotabilidad por ambos lados. 

En el ejemplo 8.2.1c se demostró que si (J) es una sucesión en Ra, bj que 
converge a una función fe Ra, b] en [a, b], entonces no ocurre necesariamente 
que 


b b 
f f= lim | fe (1) 


k=>00 
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Sin embargo, en el teorema 8.2.4 se vio que la convergencia uniforme de la suce- 
sión es suficiente para garantizar que esta igualdad se cumple. De hecho, a conti- 
nuación se demuestra que esta afirmación se sigue cumpliendo para una sucesión 
de funciones Riemann integrables generalizadas. 


10.4.1 Teorema de convergencia uniforme Sea (fio una sucesión en R*[a, b] 
y suponer que (f) converge uniformemente a f en [a, b]. Entonces fe R*la, b] y 
(1) se cumple. 


Demostración. Dada e > 0, existe K(e) tal que si k 2 K(£) y x e [a, b], entonces 
se tiene | (0) — fŒ) < e. Por consiguiente, si A, k> K(e), entonces 


—2E< f(x) — fix) < 2€ para xe [a,b]. 


El teorema 10.1.5 implica que 


-2e(b-a)< | fi Us, ¿delb=aj, 


Puesto que €> 0 es arbitraria, la sucesión Y E Ji) es una sucesión de Cauchy en R 
y por lo tanto converge a algún número, digamos Á e R. Se demostrará ahora que 
fe R*[a, b] con integral A. Si £> 0 está dada, sea K(€) como antes. Si P := (([x;_1, 
xil, t) y; es cualquier partición etiquetada de [a, b] y si k 2 K(€), entonces 


[SUS] DS o F DI: -x 
i=l 


< Y |A -SEE -xi 
i=1 


< Y eQ; =x 1) =€(b-a). 


i=l 


Ahora se ajusta r > K(£€) de tal modo que | j? J-—A|< £y sea ô, ¿una medida sobre 
[a, b] tal que | e $. Xf; P) < e siempre que P sea fina-Ó, ¿ Se tiene entonces 


A A ; ; b 
UPA fe|+ -4| 
<e(b-a)+e+e=e(b-a+2). 
Pero como £ > 0 es arbitraria; se sigue que fe R*la, b] y Í ? f= A. Q.E.D. 


En el ejemplo 10.4.6a se verá que la conclusión de 10.4.1 es falsa para un 
intervalo infinito. 
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Equi-integrabilidad 


La hipótesis de convergencia uniforme en el teorema 10.4.1 es muy rigurosa y 
restringe la utilidad de este resultado. Por consiguiente, se muestra a continua- 
ción que puede usarse otro tipo de condición de uniformidad para obtener el lí- 
mite deseado. Esta noción se debe a Jaroslav Kurzweil, al igual que el teorema 
10.4.3. 


10.4.2 Definición Se dice que una sucesión ( Jd en R*(D) es equi-integrable 
si para toda €> 0 existe una medida ô, sobre J tal que si P es cualquier partición 
fina-9, de Z y ke N, entonces ¡Ss D) - Sifa < E 


10.4.3 Teorema de equi-integrabilidad Si (fi) e R*M) es equi-integrable en 
Iy si f(x) = lím £(x) para toda x e I, entonces Te R*(D) y 


Í f= lm f, Sre (2) 


Demostración. Se tratará el caso /= [a, bl; el caso general puede encontrarse en 
[MTI]. 

Dada e > 0, por la hipótesis de equi-integrabilidad existe una medida ô, en 7 
tal que si P := (([x,1, x], tj) HL, es una partición fina-S, de Z, entonces se tiene 
IS P) - f 1f} < € para toda k e N. Puesto que P sólo tiene un número finito 
de etiquetas y dado que f(A > /(0) para t e [a, b], existe K; tal que si k 2 Ke 
entonces 


GPS Bl Y A-MEN: -seba 6) 


i=l 


Si se hace A — 00 en (3), se tiene 
|SK P-S P |< (ba) para k2 Ke. (4) 


Además, si h, k > Ką entonces de la hipótesis de equi-integrabilidad y (3) se 
obtiene 


fr frf s -Sr PHS PS LP) 
HSP- f 11 se+re(b-a)re=e(2+b-a) 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, entonces ( f f es una sucesión de Cauchy y con- 
verge a alguna A € R. Si se hace h > 00 en esta última desigualdad, se obtiene 


ff dse +50) vara ESKo. (5) 
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Se demuestra ahora que fe R*(Z) con integral A. De hecho, dada e > 0, si P 
es una partición fina-0, de 7 y k> K,, entonces 
SEPA sab salis fe $ sia 


<etb-a)+re+e(Q+b-a)=e(3+2b-2a), 


donde se usó (4) para el primer término, la equi-integrabilidad para el segundo y 
(5) para el tercero. Puesto que £> 0 es arbitraria, fe R*(L) con integral A. 
Q.E.D. 


Los teoremas de convergencia monótona y dominada 


Aun cuando el teorema de equi-integrabilidad es interesante, resulta dificil de 
aplicar debido a que no es sencillo construir las medidas ô,. Se enuncian a conti- 
nuación dos teoremas muy importantes que resumen los teoremas de convergen- 
cia más importantes para la integral que con frecuencia son de utilidad. McLeod 
[pp. 96-101] ha establecido que estos dos teoremas pueden demostrarse usando el 
teorema de equi-integrabilidad. Sin embargo, dichas demostraciones requieren 
una laboriosa construcción de las funciones medida. En [MTI] se presentan 
demostraciones directas de estos resultados, pero en ellas se usan también resul- 
tados que no se presentan aquí; por lo tanto, se omitirán las demostraciones de 
estos resultados, 

Se dice que una sucesión de funciones en un intervalo 7 c R es monótona cre- 
ciente si satisface (0) Sh) € * +: Sfx) Sfr 100): * para toda ke N, xe. 
Se dice que es monótona decreciente si satisface la cadena de desigualdades 
opuestas y que es monótona si es monótona creciente o decreciente. 


10.4.4 Teorema de convergencia monótona Sea (fp) una sucesión monótona 
de funciones en R*(D) tal que f(x) = lím £, (x) casi en todas partes de I. Entonces 
fe R*(D si y sólo si la sucesión de integrales d 1J) está acotada en R, en cuyo caso 


f J= lim f fy © 


k=>00 


El siguiente resultado es el teorema más importante referente a la convergen- 
cia de funciones integrables. Es una extensión del celebrado “teorema de conver- 
gencia dominada de Lebesgue”, a partir del cual puede demostrarse. 


10.4.5 Teorema de convergencia dominada Sea (fp) una sucesión en R*(D) y 
sea f(x) = lim f(x) casi en todas partes de 1. Si existen las funciones a, œ en R* (I) 
tales que 


0(x) <ia) <€ O) para casi toda xe I, (7) 


entonces fe R*(D y 


Js= im fh (5) 


k=>00 


ES 
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Además, si Q y ® pertenecen a L(I), entonces fy y £ pertenecen a LD) y 


I-A fi-s 0) 


A ` Nota Sia y O pertenecen a L(1) y se hace y := máx(lal, |æ}, entonces pe L() me 


y la condición (7) puede reemplazarse con la condición 


IAO < o) para casi toda xe 7. (7) 


Algunos ejemplos 


10.4.6 Ejemplos a) Sike N, sea f(x) := 1/k para x € [0, k] y £,00) := 0 en 
cualquier otro punto de [0, co). 

Entonces la sucesión converge uniformemente en [0, oo) a la función 0. Sin 
embargo, i o Jr = 1 para toda k e N, mientras que la integral de la función 0 es 
igual a O. Es un ejercicio demostrar que la función sup{ f(x) : ke N) no pertene- 
ce a R*[0, co), por lo que la condición de dominación (7) no se satisface. 


. : lyk +1 1 
b) Se tiene lím f —— dr = 5 
k=œ940 xk +3 
Ahora bien, si gœ) := Qf + 1/4 +3), entonces 0 < gy) < 1 y gœ) > 1/3 para 
x € [0, 1). En consecuencia, se aplica el teorema de convergencia dominada 10.4.5. 


k 

Se ti lím i ¡pta a T 
e) Se tiene Pa ” a ; 

Sea A) := (1 +x/1)e7% para x € [0, k] y hy(x) := 0 en cualquier otro pun- 
to de [0, 00). El razonamiento empleado en el ejemplo 3.3.6 indica que (4) es 
una sucesión creciente y que converge a eve” % = ell =a en [0, 00). Si a > 1 esta 
función límite pertenece a L[0, 00). Más aún, si F(x) := e079 */(1 — a), entonces 
F'"(x) = e079 *, por lo que el teorema de convergencia monótona 10.4.4 y el teo- 
rema fundamental 10.3.5 implican que 


5 00 00 “300 1 
lím hy -f el-a)xdr= FQ] =—. 
k=>00% 0 0 0 a-1 
d) Si festá acotada y es continua en [0, co), y si a > 0, entonces la función defi- 
nida por L(t) := =f efx) dx es continua para t e J, := (a, 00). 

Puesto que Je “F(x)] < Me™ para t€ J,, si (f) es cualquier sucesión en J, que 
converge a fg € J,, el teorema de convergencia dominada implica que L(t) —> Lto). 
Pero como la sucesión (4) > tọ es arbitraria, entonces L es continua en fo. 


e) La integral del inciso d) es derivable para £ > a y 


r= | "Enero, (10) 


que es el resultado obtenido al “derivar dentro del signo de integral” con respec- 
toa /. 
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Se toma un número fijo tọ € Ja Si t e J, entonces por el teorema del valor 
medio aplicado a la función 1 > e* existe un punto 1, entre tọ y t tal que se tiene 
e — e = xe ™t*(t — to), de donde 
ente — elyx 


<xe li X sye a., 


t-to 


Puesto que w(x) := xe f(x) pertenece a £[0, 00), entonces para cualquier suce- 
sión (f) en J; con ty + ty —> tp, el teorema de convergencia dominada implica que 


E Eoma a [e] Ton 


k=00 ty — to 0 k>o00 tk — to 
00 

=f Exetor f(x)dx. 
0 


Puesto que (1) es una sucesión arbitraria, entonces L’ (tọ) existe y (10) queda de- 
mostrada. 


k 
f) Sea Dy (t):= Í e-t [ Sax la para LeN,£>0. 
x 
Puesto que |(esen x)/x] < e™ < 1 para t 2 0, x 2 0, la integral que define a Dy 
existe. En particular, se tiene 


k 
Dr(0)= f Za 


Quiere demostrarse que D¡(0) > 31 Suan k — 00. Por el ejemplo 10.3.4d, con 
esto se demostrará que Le o (sen x)/x dx = 37. El razonamiento es bastante comple- 
jo y usa varias veces el teorema de ana dominada. 


d po 


Puesto que la derivada parcial satisface z 


) =|—-e~7%senx]|< Ipara 
xX 


t 2 0, x 2 0, un razonamiento como el usado en el inciso e) y el teorema de con- 
vergencia dominada implican que 


k 
Dv o=- f e” sen x dx para keN,f>0, 


“fk 

e tsen x +cosx 

( dales e7" sen x, 
2 +1 

entonces una aplicación del teorema fundamental da como resultado 


H 
Ya que un cálculo de rutina establece que ) 
x 


ek (tsenk +cosk) 1 


12 +1 12 +1 


D; (1)= 


e" Kk(tsen k+cos k) 
12 +1 
tonces otra aplicación del teorema fundamental da como resultado 


Si se hace 2 (0) := para0<t<k y g,(0):=0parat>k, en- 


10.4 Teoremas de convergencia 381 


PAS 


k dt 
0 


k k 
DO-X f Dd f soa- f i (11) 
= | erOdi-arctan k. 


Si se observa que g(1) > 0 para £ > 0 cuando k > œ y que (dado que k > 1) 


— tk 
eF UHI) oaot 
2 4+1 


ESAO para ż20, 


entonces el teorema de convergencia dominada da como resultado f, se gÀ dt > 0. 
Además, puesto que l(sen x)/x] < 1, se tiene 


k sen x k er kx x=k 
D;k) = ek dls | etdx= 
4 0 X 0 k 0 
=k les 


— ek? 
k k 


Por lo tanto, cuando k — oo, la fórmula (11) pasa a ser 


0- lim D(0)=0-— lím arctan k =-}z. 
k-=>00 k-=00 


Como ya se señaló, esta expresión da una evaluación de la integral de Dirichlet: 


o sen x 1 
$ =>. (12) 
AN O 


Funciones medibles 


Quiere caracterizarse la colección de funciones en R*(). A fin de evitar algunos 
detalles menores, la discusión se limitará al caso / := [a, b]. Es necesario introducir 
la noción de “función medible”; esta clase de funciones contiene todas las funcio- 
nes con las que el lector le gustaría encontrarse siempre. Las funciones medibles 
suelen definirse en términos de la noción de “conjunto medible”. Sin embargo, el 
enfoque que se usa aquí es un tanto más simple y no requiere que se haya desarro- 
llado antes la teoría de los conjuntos medibles. (De hecho, la teoría de la medida 
puede deducirse de las propiedades de la integral; véanse los ejercicios 15 y 16.) 

Se recuerda por la definición 5.4.9 que se dice que una función s : [a, b] > R 
es una función escalonada si sólo tiene un número finito de valores, siendo cada 
valor asumido en un número finito de subintervalos de [a, b]. 


10.4.7 Definición Se dice que la función f : [a, b] > R es una función (Le- 
besgue) medible si existe una sucesión (sz) de funciones escalonadas en [a, b] tal 


que 


F0)= lim sŒ) para casi toda xela,b]. (13) 
k=>00 
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La colección de todas las funciones medibles en [a, b] se denota por MJ]a, b]. 


La definición puede reformularse como: una función f está en M[a, b] si 
existe un conjunto nulo Z c [a, b] y una sucesión (s¡) de funciones escalonadas 
tales que 


fO0)= lim sœ) para toda xeļa,b]\Z. (14) 
k>00 


Es trivial que toda función escalonada en [a, b] es una función medible. Por el 
teorema 5.4.10, una función coñtinua en [a, b] es el límite uniforme de una suce- 
sión de funciones escalonadas; por lo tanto, toda función continua en un interva- 
lo [a, b] es medible. Del mismo modo, toda función monótona en [a, b] es un 
límite uniforme de funciones escalonadas (véase la demostración del teorema 
7.2.7); por lo tanto, toda función monótona en un intervalo es medible. 

A primera vista podría parecer que la colección de las funciones medibles no 
es muy grande. Sin embargo, el requisito de que el límite (13) sólo necesita cum- 
plirse casi en todas partes (y no en todas partes), permite obtener funciones 
mucho más generales. Se presentan a continuación algunos ejemplos. 


10.4.8 Ejemplos a) La función de Dirichlet, f(x) := 1 para x e [0, 1] racional 
y f(x) := 0 para x e [0, 1] irracional es una función medible. 

Puesto que Q N [0, 1] es un conjunto nulo, puede tomarse cada s, como la fun- 
ción 0. Se obtiene entonces sx) > f(x) para x e [0, INQ. 


b) La función de Thomae h (véanse los ejemplos 5.1.5h y 7.1.6) es una función 
medible. 

De nueva cuenta, se toma s, como la función 0. Entonces s(x) — h(x) para 
xe [0, 1NQ. 


c) La función g(x) := 1/x para x e (0, 1] y g(0) := 0 es una función medible. 

Esto puede verse tomando una función escalonada s(x) := 0 para x e [0, 1/k) 
y (usando 5.4.10) tal que |s¡(x) — 1/x| < 1/k para x e [1/k, 1]. Entonces sx) > g(x) 
para toda x e [0, 1]. 


d) Sife Mla, b] y si y : [a, b] > R es tal que w(x) = f(x) casi en todas partes, 
entonces y e M[a, b]. 

En efecto, si f(x) = lim sy (00) para x e Ja, b] \ Z; y si y(x) =(x) para toda x e 
[a, b] \ Z, entonces y(x) = lím s; (x) para toda x e [a, b]1(Z, U Z2). Puesto que 
Zi U Z, es un conjunto nulo cuando Z; y Z lo son, se sigue la conclusión. 


El siguiente resultado establece que las combinaciones elementales de funcio- 
nes medibles llevan a funciones medibles. 


10.4.9 Teorema Sea que fy g pertenezcan a Mja, b] y sea ce R. 


a) Entonces las funciones cf, |f], f+ g, f— g y Í: g también pertenecen a Ma, b]. 
b) Si ọ: R >R es continua, entonces la composición p o fe M[a, b]. 


e) Si (fp es una sucesión en MTa, b] y f(x) = lim f(x) casi en todas partes del, 


entonces fe Ma, b]. 
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PAn 


Demostración. a) Se demostrará que |f] es medible. Sea Z c [a, b] un conjun- 
to nulo tal que (14) se cumpla. Puesto que |s,] es una función escalonada, la desi- 
gualdad del triángulo implica que 


OS YO 01 <] 60 -s 0] > 0 


para toda x e [a, b] 1 Z. Por lo tanto, |f| e MIa, b]. 
Las demás afirmaciones del inciso a) se siguen de las propiedades básicas de 
los límites. 


b) Sis, es una función escalonada en [a, b], es inmediato observar que Po sz 
también es una función escalonada en [a, b]. Puesto que p es continua en R y 
fœ) = lim s(x) para toda x e [a, b] 1 Z, se sigue que (p o Y) = PF) = 
lím p(s,(00)) = lím(p o spx) para toda x e fa, b]1 Z. Por lo tanto, y o fes me- 
dible. 


c) Esta conclusión no es muy obvia; en el ejercicio 14 se describe una demos- 
tración. QE.D. 


El siguiente resultado establece que las funciones escalonadas de la definición 
10.4.7 pueden reemplazarse con funciones continuas. Puesto que sólo se usará una 
parte de este resultado, nos damos por satisfechos presentando un esbozo de la 
demostración de la otra parte. 


10.4.10 Teorema Una función f: [a, b] >R está en Ma, b] si y sólo si exis- 
te una sucesión (gi) de funciones continuas tal que 


fG)= lím g(x)  paracasitoda xe€[a,bl. (15) 
k-—=00 


Demostración. (<=) Sea Z c [a, b] un conjunto nulo y (g,) una sucesión de fun- 
ciones continuas tal que fŒ) = lím g(x) para x e fa, b]1Z. Puesto que g} es con- 
tinua, por 5.4.10 existe una función escalonada sy tal que 


12800 —=s 0) <1/k para toda x€ fa, b]. 


Se tiene, por lo tanto, 


IA 


0s [160 sto < 1169-20 | + [gto — sto | 


1460 = g) | + 1%, 


de donde se sigue que f(x) = lím g(x) para toda x e la, b] \ Z. 

Esbozo de (>) Sean Z un conjunto nulo y (sz) una sucesión de funciones esca- 
lonadas tal que f(x) = lím s¡(x) para toda x e fa, b] \ Z. Sin pérdida de generali- 
dad, puede suponerse que cada s; es continua en los puntos terminales a, b. Puesto 
que s, sólo es discontinua en un número finito de puntos en (a, b), los cuales pue- 
den encerrarse en una unión finita J, de intervalos con longitud total < 1/k, es 
posible construir una función continua y lineal por partes g, que coincida con s4 
en [a, b]Y J} Puede demostrarse que gy(x) > f(x) casi en todas partes en 1. (Véase 
[MTI] para los detalles.] Q.E.D. 


IA 


384 


Capítulo 10 La integral de Riemann generalizada 


Las funciones en R*[a, b] son medibles da 


Se establece a continuación que una función Riemann integrable generalizada es 
medible. 


10.4.11 Teorema de medibilidad  Sife R*[a, b], entonces fe Ma, b]. 


Demostración. Sea F : [a, b + 1] —R la integral indefinida 


r= f s si xeļa,b], 


y sea F(x) := F(b) para x e (b, b + 1]. Del teorema fundamental (segunda forma) 
10.1.1 la se sigue que F es continua en [a, b]. Por 10.1.11c, existe un conjunto nulo 
Z tal que la derivada F*(x) = f(x) existe para x e [a, b] \ Z. Por lo tanto, si se intro- 
ducen las funciones en cocientes diferenciales 


F(+1/10)-F(x) 
1/k 


g&:= para xeļa,b), keN, 
entonces g(x) > f(x) para toda x e [a, b] \ Z. Puesto que las gy son continuas, de 
la parte del teorema 10.4.10 que se demostró se sigue fe M[a, b]. Q.E.D: 


¿Son integrables las funciones medibles? 


No toda función medible es Riemann integrable generalizada. Por ejemplo, en el 
ejemplo 10.4.8c se vio que la función g(x) := 1/x para x e (0, 1] y g(0) := 0 es medi- 
ble; sin embargo, no está en R*[a, b] porque es “muy grande” (cuando x — 0+). 
Sin embargo, si la gráfica de una función medible en [a, b] queda entre dos 
funciones que están en R*[a, b], entonces también pertenece a R*[a, b]. 


10.4.12 Teorema de integrabilidad  Seafe MT[a, b]. Entonces fe R*[a, b] si 
y sólo si existen las funciones Q, © € R*la, b] tales que 


a(x) < f(x) < @(x) para casi toda x€ [a, b]. (16) 
Además, si & o bien œ pertenece a Ll[a, b], entonces fe Lla, b]. 


Demostración. (=>) Esta implicación es trivial, ya que puede tomarse & = @= f. 

(=) Puesto que fe M[a, b], existe una sucesión (s}) de funciones escalona- 
das en [a, b] tales que (13) se cumple. Se define 5, := med{&, sy, 0) para ke N, 
de tal modo que 5¿(x) es el que queda en medio de los números œ(x), s (xx) y 06) 
para toda x e [a, b]. Del teorema 10.2.8 y del hecho de que 


medía, b, c} = minfmáxfa, b}, máx(b, c}, máxíc, aj), 
mínía”, b',c'y =miníminía”,b'>,c'*), 
se sigue que 3; R*[a, b] y que & € s, < œ. Puesto que f= lim s, = lím 5, casi en 
todas partes, el teorema de convergencia dominada implica que fe R*[a, b]. 


Si œu O pertenece a L[a, b], entonces puede aplicarse el teorema 10.2.6 para 
concluir que f pertenece a L[a, b]. Q.E.D. 
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Comentario final n. . O 


En este capítulo han sido frecuentes las referencias a las funciones Lebesgue inte- 
grables en un intervalo /, las cuales se introdujeron como funciones en R*(Z) cuyo 
valor absoluto también pertenece a R*(Z). Aun cuando no hay un solo “enfoque 
estándar” para la integral de Lebesgue, el enfoque adoptado aquí es muy diferen- 
te a cualquiera de los acostumbrados. Un crítico podría decir que el enfoque apli- 
cado aquí no es útil porque nuestra definición de una función en L(1) no es 
“estándar, pero se equivocaría. 

Después de todo, rara vez se usa la definición para confirmar que una función 
particular es Lebesgue integrable. En vez de ello, se utiliza el hecho de que cier- 
tas funciones más simples (tales como funciones escalonadas, polinomios, funcio- 
nes continuas, funciones acotadas medibles) pertenecen a £(1), y que funciones 
más complicadas pertenecen a L(I) tomando combinaciones algebraicas o varias 
operaciones de límites (por ejemplo, el teorema de Hake o el teorema de conver- 
gencia dominada). Un famoso especialista en análisis dijo una vez: “Nadie calcula 
nunca una integral de Lebesgue; lo que se hace es calcular integrales de Riemann 
y tomar límites”. 

Ocurre lo mismo con los números reales: se listaron ciertas propiedades como 
axiomas para IR y después de dedujeron las consecuencias de estas propiedades 
que permiten trabajar de manera eficaz con los números reales, con frecuencia 
tomando límites. 


Ejercicios de la sección 10.4 


1. Considerar las siguientes sucesiones de funciones con los dominios indicados. ¿La 
sucesión converge? De ser así, ¿a dónde? ¿La convergencia es uniforme? ¿Está acota- 
da? Si no está acotada, ¿está dominada? ¿Es monótona? Evaluar el límite de la suce- 
sión de integrales, 


kx x 

a O 0,11, b 0,2], 

A IÓN y 12] 
1 1 

c) [0,1], d) [0,2], 
1+xF 1+x% 


2. Responder las preguntas planteadas en el ejercicio 1 para las siguientes sucesiones (cuan- 
do estén definidas apropiadamente). 


kx 1 
a 0,1], b 0,1], 
ie L+k dx he Vx(1+xt) Led 
1 1 
———— 1,2], d) ——— 0,1]. 
e A rr 


3. Examinar las siguientes sucesiones de funciones y sus integrales en [0, 1]. Evaluar el 
límite de las integrales, cuando sea posible. 


a) e*, b) ex, 
0) ke, d) kre, 


e) kxe Pr, f) ket, 
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10. 


11. 


12. 
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. 1 x*dx . lixřdx 4 
. a) Demostrar que lím ———=0. b) Demostrar que lim ==>. 
k=00%0 (14x)2 kaod0 l+x  ? 
. Si fx) := k para x € [1/k, 2/k] y foo) := 0 en cualquier otro punto de [0, 2], demostrar 


que f(x) — 0 pero que Je fe=1. 


. Sea (/7) una sucesión en [a, b] tal que cada f, es derivable en [a, b] yC) > gx) con 


I| < K para toda x e [a, b]. Demostrar que la sucesión (f;(x)) converge para toda 
x € [a, b] o bien diverge para toda x e [a, b]. 


. Si ff son las funciones del ejemplo 10.4.6a, demostrar que sup{ fp} no pertenece a 
R*[0, 00). ` 
. Demostrar directamente que f oe dx=1ty f Syet dx = 1/8 para t > 0, confirmán- 


dose así los resultados de los ejemplos 10.4.6 d, e cuando f(x) := 1. 


. Usar la fórmula de derivación en 10.4.6f para obtener f ES e™sen x dx = 1/(Ê + 1). 


Si t> 0, se define E(0) := fX [Ke "sen x)/x] dx. 


a) Demostrar que £ existe y que es continua para t > a > 0. Además, E(f) > 0 cuan- 
do t > 00. 5 
—Íx X =1 
b) Puesto que El E < e 74 para > a4>0, demostrar que E'(t) = —— 
ot x (2 +1 


para 1 > 0. 

c) Deducir que E(ġ =m- arctan £ para £> 0. 

d) Explicar por qué no puede usarse la fórmula del inciso c) para obtener la ecua- 
ción (12). 


En este ejercicio se establecerá la importante fórmula: 


00 
qe era=tAr. (17) 


a) Sea G := / [e PDA + 1)]dx para t > 0. Puesto que el integrando está domi- 
nado por 1/(x? + 1) para £ > 0, entonces G es continua en [0, 00). Además, G(0) = 
arctan 1 = iz y del teorema de convergencia dominada se sigue que G(£) > 0 
cuando £ > 00. 


b) La derivada parcial del integrando con respecto a f está acotada para £> 0, x € [0, 1], 
por lo que G'() = -2te® f) PY? de=-2eP fi e du. 


c) Si se hace F(f) := [ f e? ax, entonces el teorema fundamental 10.1.11 da como 
resultado F'(A) = 2e” h e”? dx para t 2 0, de donde F'(t) + G' (A) = 0 para toda 
t20. Por lo tanto, F(t) + GH = C para toda t 2 0. 


d) Al usar F(0) = 0, G(0) =4my lím GA = 0, se concluye que lim F(t) =}, por lo 
1>00 tœ 
que la fórmula (17) se cumple. 


Suponer que 7 c R es un intervalo cerrado y que f : [a, b] x 1 > R es tal que of/0t 
existe en [a, b] x 7, y para toda t e [a, b] la función x — f(t, x) está en R*(I) y exis- 
ten œ, œ € R*() tales que la derivada parcial satisface 0c(x) < Of(t, x/0t < æ(x) para 
casi toda x e I. Si F(t) := Í: f(t, x) dx, demostrar que F es derivable en [a, b] y que 
FO := f, Ift, 9/0 dx. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


a) 


D) 


a) 
b) 


c) 


387 


Sif, ge M[a, b], demostrar que máx{/, g} y min[f g} pertenecen a M[a, b]. 
Sif, g, he Mia, b], demostrar que med{/, g, h} e Mla, b]. 


Si (J) es una sucesión acotada en Mla, b] y fy > f casi en todas partes, demos- 
trar que fe Mja, b]. [ Sugerencia: usar el teorema de convergencia dominada.] 
Si (27) es una sucesión cualquiera en M[a, b] y si Jẹ := arctan o gy, demostrar que 
(fp es una sucesión acotada en M[a, b]. 


Si (gy) es una sucesión en MTa, b] y si g > g casi en todas partes, demostrar que 
ge Mia, b]. 


Se dice que un conjunto E en [a, b] es (Lebesgue) medible si su función característi- 
ca 1p (definida por 1y(%) := 1 sixe Ey 1500) :=0 six e [a, b] \ E) pertenece a M[a, b]. 
La colección de conjuntos medibles en [a, b] se denotará por M[a, b]. En este ejerci- 
cio se desarrollan varias propiedades de Ma, b]. 


a) 
b) 


c) 
d) 


e) 


f) 


Demostrar que E e Mila, b] si y sólo si 1g pertenece a R*[a, b]. 

Demostrar que 0 e Ma, b] y que si [c, d] c [a, b], entonces los intervalos fe, d], 
[c, d), (c, d| y (c, d) están en Mia, b]. 

Demostrar que E e Mía, b] si y sólo si E” := [a, b] \ E está en MJa, b]. 

Si E y F están en M[a, b], entonces E U F, E N F y E \ F también están en Mla, b]. 
[Sugerencia: demostrar que 1g y p = máx(1g, 1p}, eto.) 

Si (Ez) es una sucesión creciente en Mía, b], demostrar que £ := UZ Ej está en 
MIa, b]. Asimismo, si (F;) esuna sucesión decreciente en Mía, b], demostrar que 
F := NÈ F, está en Mia, b]. [Sugerencia: aplicar el teorema 10.4.9c.] 

Si (E) es cualquier sucesión en M[a, b], demostrar que Uf21 Ej y Miz1 Ez están 
en Mia, b]. 


Si E e Ma, b], se define la medida (de Lebesgue) de E como el número m(E) := 
J a 17. En este ejercicio se desarrollan varias propiedades de la función medida 


m 
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 


f) 


2) 


: M[a, b] > R. 


Demostrar que m(0) = 0 y 0 < mE) Sb- a. 

Demostrar que m([c, d]) = m([e, d)) = m((c, d]) = m((c, d)) =d- €. 
Demostrar que m(E”) = (b — a) — m(E). 

Demostrar que mE U F) + m(E N F) = m(E) + m(F). 


Si E N F = 0, demostrar que m(E U F) = m(E) + m(F). (Ésta es la propiedad de 
aditividad de la función medida.) 


Si (Ey) es una sucesión creciente en M[a, b], hay que demostrar que mUjÉ1 Ey) = 
lím; m(Ej). [Sugerencia: usar el teorema de convergencia monótona. | 


Si (C¡) es una sucesión en MI[a, b] que es disjunta por pares (en el sentido de que 
C; N Cp = Ø siempre que j + k), demostrar que 


m Us, moy, (18) 
k=1 k=l 


(Ésta es la propiedad de aditividad contable de la función medida.) 


En la mayor parte de este texto se han considerado únicamente funciones que 
estaban definidas en intervalos. De hecho, para ciertos resultados importantes 
sobre funciones continuas, también se estableció el supuesto de que los intervalos 
eran cerrados y estaban acotados. Se examinan a continuación las funciones defi- 
nidas en conjuntos más generales, con el fin de establecer algunas propiedades 
importantes de las funciones continuas en un contexto más general. Por ejemplo, 
en la sección 5.3 se demostró que una función que es continua en un intervalo 
cerrado y acotado alcanza un valor máximo. Sin embargo, se verá que la hipótesis 
de que el conjunto es un intervalo no es esencial y que puede omitirse en el con- 
texto apropiado. 

En la sección 11.1 se definen las nociones de conjunto abierto y de conjunto 
cerrado. El estudio de los conjuntos abiertos y los conceptos que pueden definirse 
en términos de dichos conjuntos constituyen el estudio de la topología punto-con- 
junto, por lo que en realidad se analizan ciertos aspectos de la topología de R. (La 
rama de las matemáticas llamada “topología” es muy abstracta y rebasa con 
mucho el estudio de la recta real, aun cuando las ideas clave habrán de encontrarse 
en el análisis real. De hecho, es el estudio de las funciones continuas en R el que 
motivó muchos de los conceptos desarrollados en la topología.) 

La noción de conjunto compacto se define en la sección 11.2 en términos de 
coberturas abiertas. En análisis avanzado, la compacidad es un concepto muy 
poderoso de uso generalizado. Los subconjuntos compactos de R están caracteri- 
zados en su totalidad por el teorema de Heine-Borel, por lo que el potencial pleno 
de la idea no es tan evidente como lo sería en contextos más generales. No obs- 
tante, cuando se establezcan las propiedades básicas de las funciones continuas en 
conjuntos compactos en la sección 11.3, el lector deberá empezar a apreciar la 
manera en que se manejan los razonamientos basados en la compacidad. 

En la sección 11.4 se consideran las características esenciales de distancia en 
la recta real y se introduce la generalización de la distancia llamada el “métrico”. 
La ampliamente usada desigualdad del triángulo es la propiedad clave en este con- 
cepto general de distancia. Se presentan ejemplos y se indica cómo pueden exten- 
derse los teoremas sobre la recta real al contexto de un espacio métrico. 

Las ideas de este capítulo son de carácter un tanto más abstracto que las de 
capítulos anteriores; sin embargo, la abstracción con frecuencia redunda en una 
comprensión más a fondo y refinada. En este caso, lleva a un contexto más general 
para el estudio del análisis. 
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SECCIÓN 11.1 Conjuntos abie 


Hay tipos especiales de conjuntos que desempeñan un papel destacado en el aná- 
lisis; se trata de los conjuntos abiertos y cerrados en R. A fin de agilizar la discu- 
sión, es conveniente contar con una noción ampliada de la vecindad de un punto. 


11.1.1 Definición Una vecindad de un punto x e R es cualquier conjunto Y 
que contiene una vecindad-e V(x) := (x — €, x + €) de x para alguna e > 0. 


Aun cuando se estipula que una vecindad-e de un punto sea “simétrica respecto 
del punto”, la idea de una vecindad (general) relaja esta característica particular, 
aunque con frecuencia sirve al mismo propósito. 

11.1.2 Definición 1) Un subconjunto G de R es abierto en R si para cadax e G 
existe una vecindad V de x tal que V c G. 

ii) Un subconjunto F de R es cerrado en R si el complemento C(F) := RIF es 
abierto en R. 


Para demostrar que un conjunto G c R es abierto, basta probar que cada punto 
de G tiene una vecindad-e que está contenida en G. De hecho, G es abierto si y 
sólo si para toda x e G existe £, > 0 tal que (x — €,, x + €,) está contenido en G. 

Para demostrar que un conjunto F c R es cerrado, basta probar que cada punto 
y € F tiene una vecindad-e disjunta de F. De hecho, F es cerrado si y sólo si para 
cada y ¢ F existe €, > 0 tal que FN (y - €, y + €) = 0. 


11.1.3 Ejemplos a) El conjunto R = (oo, 00) completo es abierto. 

Para cualquier x e R, se puede tomar € := 1. 

b} El conjunto G := {xe R:0<x< 1} es abierto. 

Para cualquier x e G se puede tomar £, como el menor de los números x, 1 — x. 
Se le deja al lector demostrar que si |u — x| < e, entonces u e G. 

e) Todo intervalo abierto / := (a, b) es un conjunto abierto. 

De hecho, si x e Z, se puede tomar e, como el menor de los números x — a, 
b — x. El lector puede demostrar entonces que (x — €,, x + €,) Cf. Del mismo 
modo, los intervalos (oo, b) y (a, 00) son conjuntos abiertos. 

d) El conjunto Z :=[0, 1] no es abierto. 

Esto se sigue al considerar que toda vecindad de 0 € / contiene puntos que no 
están en /. 

e) El conjunto 7 :=[0, 1] es cerrado. ` 

Para ver esto, sea y £ J; entonces o y < 0 o y > 1. Si y < 0 se toma e, := ly] y 
si y > 1 se toma £, := y — 1. Se le deja al lector demostrar que en ambos casos se 
tiene IN (y - & y +€)=0 
f) El conjunto H := {x : 0 < x < 1} no es ni abierto ni cerrado. (¿Por qué?) 

g) El conjunto vacío Ves abierto en R. 

De hecho, el conjunto vacío no contiene puntos en absoluto, por lo que el 
requerimiento de la definición 11.1.2(1) se satisface por vacuidad. El conjunto 
vacío también es cerrado ya que su complemento R es abierto, como se vio en el 
inciso a). 
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En el lenguaje común, las palabras “abierto” y “cerrado” son antónimos cuando 

se aplican a puertas, ventanas y mentes. Sin embargo, no lo son cuando estas pala- 

y bras se aplican a subconjuntos de R. For ejemplo, se señaló antes que los conjuntos 
0 y R son tanto abiertos como cerrados en R. (Probablemente el lector se sentirá ali- 

viado al enterarse de que no hay otros subconjuntos de R que tengan ambas propie- 


dades.) Por otra parte, hay muchos subconjuntos de R que no son ni abiertos ni ` 


cerrados; de hecho, la mayoría de los subconjuntos de R poseen este carácter neutro. 


El siguiente resultado básico describe la manera en que los conjuntos abiertos 
se relacionan con las operaciones de unión e intersección de conjuntos en R. 


11.1.4 Propiedades de los conjuntos abiertos a) La unión de una colección 
arbitraria de subconjuntos abiertos en R es un conjunto abierto. 

b) La intersección de cualquier colección finita de conjuntos abiertos en R es un 
conjunto abierto. 


Demostración. a) Sea {G} : Ae A} una familia de conjuntos en R que son 
abiertos y sea G su unión. Considerar un elemento x e G; por la definición de 
unión, x debe pertenecer a G} para alguna Ay e A. Puesto que G, es abier- 
to, existe una vecindad V de x tal que V € Gay Pero Ga, c G, por lo que Vg G. 
Puesto que x es un elemento arbitrario de G, se concluye que G es un conjunto 
abierto en R. 

b) Suponer que G; y Gz son conjuntos abiertos y sea G := G) N G. Para 
demostrar que G es un conjunto abierto, se considera cualquier x € G; entonces 
xe G¡ yx € G. Puesto que G es abierto, existe €, > O tal que (x — £1, x + €) 
está contenido en G}. Del mismo modo, ya que G, es abierto, existe e, > O tal que 
(x — &, x + &) está contenido en G,. Si se hace ahora que e sea el menor de €; y 
&, entonces la vecindad-e U := (x — €, x + €) satisface tanto U € G) como U c G3. 
Por tanto, x e U c G. Puesto que x es un elemento arbitrario de G, se concluye 
que G es un conjunto abierto en KR. 

Ahora, por un razonamiento de inducción matemática (cuyo desarrollo se le 
deja al lector), se sigue que la intersección de cualquier colección finita de con- 
juntos abiertos es abierta. Q.E.D. 


Las propiedades correspondientes para conjuntos cerrados se establecerán 
usando las identidades generales de De Morgan para conjuntos y sus compo- 
nentes. (Véase el teorema 1.1.4.) 


11.1.5 Propiedades de los conjuntos cerrados a) La intersección de una co- 
lección arbitraria de conjuntos cerrados en R es un conjunto cerrado. 

b) La unión de cualquier colección finita de conjuntos cerrados en R es un con- 
junto cerrado. 


Demostración. a) SiíF,: A € Aj es una familia de conjuntos cerrados en R y 


F := () F,, entonces C(F)= |) C(F,) es una unión de conjuntos abiertos. En 
ASA ACA 
consecuencia, C(F) es abierto por el teorema 11.1.4a, y por consiguiente F es 


cerrado. 
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b) Suponer que Fi, Fa, * * +, F, son conjuntos cerrados en R y sea F:=F¡U 
FU: ++ U F, Por la identidad de De Morgan, el complemento de F está dado por 


C(F)=C(E)N--NC(F,) 


Puesto que cada conjunto C(F,) es abierto, del teorema 11.1.4b se sigue que C(F) 
es abierto. En consecuencia, F es un conjunto cerrado. Q.E.D. 


Las restricciones de finitud en 11.1.4b y 11.1.5b no pueden omitirse. Considé- 
rense los siguientes ejemplos. 


11.1.6 Ejemplos a) Sea G, := (0, 1 + 1/n) para n e N. Entonces G, es abierto 
para toda n e N, por el ejemplo 11.1.3c. Sin embargo, la intersección G := NG, 


n=1 


es el intervalo (0, 1] que no es abierto. Por tanto, la intersección de un número infi- 
nito de conjuntos abiertos en R no es necesariamente un conjunto abierto, 


b) Sea F, := [Un, 1] para n e N. Cada F, es cerrado, pero la unión F:=|JF, es 
n=l 


el conjunto (0, 1] que no es cerrado. Por tanto, la unión de un número infinito de 
conjuntos cerrados en R no es necesariamente un conjunto cerrado. E 


Caracterización de los conjuntos cerrados coman 


Se presenta a continuación una caracterización de los subconjuntos cerrados de R 
en términos de sucesiones. Como se verá, los conjuntos cerrados son precisamente 
aquellos conjuntos F que contienen los límites de todas las sucesiones conver- 
gentes cuyos elementos se toman de F. 


11.1.7 Caracterización de los conjuntos cerrados Sea F CR; entonces las si- 
guientes afirmaciones son equivalentes. 


© Fes un subconjunto cerrado de R. 
Gi) Sí X = (xp) es cualquier sucesión convergente de elementos en F, entonces 
lim X pertenece a F. 


Demostración. (1) > (11) Sea X= (x,) una sucesión de elementos en F y sea x := 
lím X, quiere demostrarse que x e F. Suponer, por el contrario, que x € FF; es decir, 
que x e C(F), el complemento de F. Puesto que C(F) es abierto y x e CŒ), se 
sigue que existe una vecindad-e V, de x tal que V, está contenida en C(F). Puesto 
que x = lim (x,), se sigue que existe un número natural K = K(e) tal que xg € Vo. 
Debe tenerse por tanto xg e C(F); pero esto contradice el supuesto de que x, e F 
para toda n e N. Por lo tanto, se concluye que x e F. 

(11) > (1) Suponer, por el contrario, que F no es cerrado, de tal modo que G := 
C(P) no es abierto. Entonces existe un punto yy e G tal que para toda n e N existe 
un número y, € C(G) = F tal que |y, — Yo] < 1/n. Se sigue que yọ := lím (yp) y 
como y, € F para toda n e N, la hipótesis (11) implica que yy € F, lo cual contra- 
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dice el supuesto de que yọ € G = CF). Por tanto, la hipótesis de que F no es 
cerrado implica que (11) no es verdadera. Por consiguiente, (ii) implica (1), como 
se afirmó. Q.E.D. 


El siguiente resultado guarda una estrecha relación con el teorema anterior. 
Establece que un conjunto F es cerrado si y sólo si contiene todos sus puntos de 
acumulación. Recuérdese de la sección 4.1 que un punto x es un punto de acu- 

- mulación de un conjunto F si toda vecindad-e de x contiene un punto de F dife- 
rente de x. Puesto que por el teorema 4.1.2 cada punto de acumulación de un 
conjunto F es el límite de una sucesión de puntos en F, el resultado se sigue de 
inmediato del teorema 11.1.7 anterior. Se presenta una segunda demostración que 
usa únicamente las definiciones pertinentes. 


11.1.8 Teorema Un subconjunto de R es cerrado si y sólo si contiene todos sus 
puntos de acumulación. 


Demostración. Sea F un conjunto cerrado en R y sea x un punto de acumula- 
ción de F; se demostrará que x e F. De no ser así, entonces x pertenece al con- 
junto abierto C(F). Por lo tanto, existe una vecindad-£ V; de x tal que F; < C(F). 
Por consiguiente, Ve N F = @, lo cual contradice el supuesto de que x es un punto 
de acumulación de F. 

Recíprocamente, sea F un subconjunto de R que contiene todos sus puntos de 
acumulación; se demostrará que C(F) es abierto. En efecto, si y € C(F), entonces 
y no es un punto de acumulación de F. Se sigue que existe una vecindad-e V, de y 
que no contiene un punto de F (con la posible excepción de y). Pero como y e C(P), 
se sigue que V, c C(F). Puesto que y es un elemento arbitrario de C(P), se deduce 
que para cualquier punto en C(F) existe una vecindad-e que está contenida en su 
totalidad en C(F). Pero esto significa que C(F) es abierto en R. Por lo tanto, F es 
cerrado en R. ; Q.E.D. 


Caracterización de los conjuntos abiertos cc 


La idea de un conjunto abierto en R es una generalización de la noción de inter- 
valo abierto. El hecho de que esta generalización no lleve a conjuntos demasiado 
peculiares que son abiertos se pone de manifiesto en el siguiente resultado. 


11.1.9 Teorema Un subconjunto de R es abierto si y sólo si es la unión de un 
número contable de intervalos abiertos disjuntos en R. 


Demostración. Suponer que G + bes un conjunto abierto en R. Para toda x e G, 
sea Á, := {a € R : (a, x] c G} y sea B, := {b € R : [x, b) c G}. Puesto que G es 
abierto, se sigue que A, y B, son conjuntos no vacios. (¿Por qué?) Si el conjunto 
A, está acotado por abajo, se hace a, := inf 4,; si A, no está acotado por abajo, se 
hace a, :=—oo. Adviértase que en ambos casos a, € G. Si el conjunto B, está aco- 
tado por arriba, se hace b, := sup B,; si B, no está acotado por arriba, se hace 
b, := 00. Adviértase que en ambos casos b, £ G. 
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Se define ahora £, := (a,, by); evidentemente, 7, es un intervalo abierto que con- 
tiene a x. Se afirma que /, c G. Para ver esto, sea y € 1, y suponer que y < x. De 
la definición de a, se sigue que existe a” e A, con al < y, de donde y € (a, x] € 
G. Del mismo modo, si y e J, y x < y, existe b’ e B, con y < b’, de donde se sigue 
que y e [x, b’) c G. Puesto que y € L es arbitraria, se tiene que /, € G. 

Puesto que x e G es arbitraria, se concluye que |) Z, & G. Por otra parte, 


xeG 
puesto que para toda x e G existe un intervalo abierto J, con x € 1, G G, se tiene 


también G c |) Z. Por lo tanto, se concluye que G = UZ. 


xeG xeG 


Se afirma que si x, y e G y x + y, entonces o Jy = 1, o Jy N £,=0. Para demos- 
trar esta afirmación, se supone que z € J, N J, de donda se Sole que ay < Z < b, 
y a, < Z < by. (¿Por qué?) Se demostrará que a, = a,. De no ser así, de la pro: 
piedad de tricotomía se sigue que (1) a, < a, O TS (ii) a, < ay. Si ocurre (i), 
entonces a, € Jy = (ay, by) € G, lo que contradice el hecho de que a, £ G. Del 
mismo modo, si ocurre (ii), entonces a, € J, = (a,, b,) E G, lo que contradice 
el hecho de que a, ¢ G. En consecuencia, debe tenerse a, = a, y un razona- 
miento similar implica que b, = b,. Por lo tanto, se concluye que si Z, N Z, +0, 
entonces J, = Ly. 

Queda por demostrar que la colección de intervalos distintos (£, : x e Gj es 
contable. Para ello, se enumera el conjunto Q de los números racionales Q = (r;, 
Fa» * "> Fp *' j (véase el teorema 1.3.11). Del teorema de densidad 2.4.8 se sigue 
que todo intervalo /, contiene números racionales; se selecciona el número racio- 
nal en /, que tiene el índice 4 menor en esta enumeración de Q. Es decir, se elige 
Fn(e) € Q tal que LoT Le Y n(x) es el indice n menor tal que L, = [,. Por tanto, 
el conjunto de intervalos distintos Z, x e G, se pone en correspondencia con un 
subconjunto de N. Por consiguiente, este conjunto de intervalos distintos es con- 
table. Q.E.D, 


Se deja como ejercicio demostrar que la representación de G como una unión 
disjunta de intervalos abiertos se encuentra determinada de manera única. 


Del teorema precedente no se sigue que un subconjunto de R es cerrado si y 
sólo si es la intersección de una colección contable de intervalos cerrados (¿por qué 
no?). De hecho, hay conjuntos cerrados en R que no pueden expresarse como la 
intersección de una colección contable de intervalos cerrados en R. Un conjunto 
que conste de dos puntos es un ejemplo. (¿Por qué?) Se describe a continuación la 
construcción de un ejemplo mucho más interesante llamado el conjunto de Cantor. 


El conjunto de Cantor 


El conjunto de Cantor, el cual se denota por F, es un ejemplo muy interesante de 
un conjunto (un tanto complicado) que no se parece a ningún otro conjunto que se 
haya visto hasta este punto. Revela cuán inadecuada puede ser nuestra intuición en 
ocasiones cuando se intenta describir subconjuntos de R. 
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El conjunto de Cantor F puede describirse eliminando una sucesión de inter- 
valos abiertos del intervalo cerrado unitario 7 := [0, 1]. Primero se elimina la ter- 


cera parte abierta de en medio (4,2) de [0, 1] para obtener el conjunto 


33. 
F :=[0,1 


1 3 


Después se elimina la tercera parte abierta de en medio de los dos intervalos ce- 
- rrados en F} para obtener el conjunto 


F, :=[0,JU[2,JU(2, 2JU[S,11. 
Se observa que F; es la unión de 2? =4 intervalos cerrados, cada uno de los cuales 
es de la forma [4/3?, (k + 19/32]. Después se elimina la tercera parte abierta de en 
medio de cada uno de estos conjuntos para obtener F3, que es la unión de 2% = 8 
intervalos cerrados. Se continúa de la misma forma. En general, si se ha cons- 
truido F, y consta de la unión de 2” intervalos de la forma [4/3"”, (k + 1)/37], 
entonces el conjunto F, , ¡ se obtiene eliminando la tercera parte abierta de en 
medio de cada uno de estos intervalos. El conjunto de Cantor F es lo que queda des- 
pués de que este proceso se ha realizado para toda n e N. (Véase la figura 11.1.1.) 


0 - 1 
F == a ETA 
E) AAA ce RT a TT 


A A E DT 


F4 


Figura 11.1.1 Construcción del conjunto de Cantor. 


11.1.10 Definición El conjunto de Cantor F es la intersección de los con- 
juntos F,, n € N, obtenidos por la eliminación sucesiva de las terceras partes 
abiertas de en medio, empezando con [0, 1]. 


Puesto que es la intersección de conjuntos cerrados, F es en sí mismo un con- 
junto cerrado por 11.1.5a. Se enlistan a continuación algunas de las propiedades 
de F que hacen de él un conjunto tan interesante. 


1) La longitud total de los intervalos eliminados es 1. 

Se observa que la primera tercera parte de en medio tiene una longitud de 1/3, 
las dos terceras partes de en medio siguientes tienen longitudes que suman 2/3?, las 
cuatro terceras partes de en medio siguientes tienen longitudes que suman 22/37, 
y asi sucesivamente. La longitud total L de los intervalos eliminados está dada por 


rl 2 21 (2) 
3 32 quel 3 — 3 
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Utilizando la fórmula para la suma de una serie geométrica, se obtiene 


3 1-(Q/3) 


Por tanto, F es un subconjunto del intervalo unitario [0, 1] cuyo complemento en 
[0, 1] tiene longitud total 1. 

Obsérvese asimismo que la longitud total de los intervalos que constituyen FF, 
es (2/3), cuyo límite es 0 cuando n > oo. Puesto que F c F, para toda n e N, se 
observa que si es válido deci que F tiene “longitud”, debe tener longitud 0. 


2) El conjunto F no contiene ningún intervalo abierto no vacío como subcon- 
junto. 

De hecho, si F contiene un intervalo abierto no vacio J := (a, b), entonces 
como J c F, para toda n e N, debe tenerse 0 < b — a < (2/3) para toda n e N: Por 
lo tanto, b — a = 0, de donde J es un conjunto vacío, lo cual es una contradicción. 


3) El conjunto de Cantor F tiene un número indefinido (incluso incontable) de 
puntos. 

El conjunto de Cantor contiene todos los puntos terminales de los interva- 
los abiertos eliminados y todos ellos son puntos de la forma 24/3”, donde k = 0, 
1, «<+, n para toda n e N. Hay un número infinito de puntos de esta forma. 
El conjunto de Cantor en realidad contiene muchos más puntos que los de la 
forma 24/3”; de hecho, F es un conjunto incontable. Se presenta una descripción 
del razonamiento. Se observa que toda x e [0, 1] puede escribirse en una expan- 


sión ternaria (base 3) 
o0 
4, 
= y yaaa, 
n=1 


donde cada a, es 0 o 1 o 2. (Véase la discusión al final de la sección 2.5.) De 
hecho, cada x que está en uno de los intervalos abiertos eliminados tiene 4, =1 
para alguna n; por ejemplo, cada punto en (4, 2) tiene a; = 1. Los puntos tèrmi- 
nales de los intervalos eliminados tienen dos expansiones ternarias posibles, una 
de ellas sin dígitos 1; por ejemplo, 3 = (0.100: - -)z = (0.022: - -)3. Si se elige la 
expansión sin dígitos 1 para estos puntos, entonces F consiste en toda x e [0, 1 
que tiene expansión ternaria sin dígitos 1; es decir, a, es 0 o 2 para toda n e N. o 
define ahora un mapeo q de F en [0, 1] de la manera siguiente: 


Q ye YA para xeF. 


Es decir, p((.aja, *  )3) = (-b1b2 : * :)a, donde b, = a„/2 para toda ne N y (.b1b>:: ) 
denota la representación binaria de un número. En consecuencia, Q es una supra- 
yección de F sobre [0, 1]. Si se supone que F es contable, el teorema 1.3.10 
implica que existe una suprayección y de N sobre F, de tal modo que po yes 
una suprayección de N sobre [0, 1]. Otra aplicación del teorema 1.3.10 implica 
que [0, 1] es un conjunto contable, lo cual contradice el teorema 2.5.5. Por lo tanto, 
F es un conjunto incontable. 
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Ejercicios de la sección 11.1 


1. Six e (0, 1), sea €, como en el ejemplo 11.1.3b. Demostrar que si |u — x| < €,, enton- 
ces u € (0, 1). 


2. Demostrar que los intervalos (a, 00) y (oo, a) son conjuntos abiertos y que los inter- 
valos [b, 00) y (oo, b] son conjuntos cerrados. 


3. Desarrollar el razonamiento de inducción matemática de la demostración del inciso b) 
de las propiedades de los conjuntos abiertos 11.1.4. 


œ 


> 


Demostrar que (0,1] = (0,1+1/1), como se afirmó en el ejemplo 11.1.6a. 


n=l 
5. Demostrar que el conjunto N de los números naturales es un conjunto cerrado. 


6. Demostrar que A = {1/n : n e N} no es un conjunto cerrado, pero que 4 U {0} es un 
conjunto cerrado. 


7. Demostrar que el conjunto Q de los números racionales no es ni abierto ni cerrado. 


8. Demostrar que si G es un conjunto abierto y F es un conjunto cerrado, entonces GWF 
es un conjunto abierto y FIG es un conjunto cerrado. 


9. Se dice que un punto x e R es un punto interior de 4 c R si existe una vecindad Y de 
x tal que Y c 4. Demostrar que un conjunto 4 c R es abierto si y sólo si todo punto 
de A es un punto interior de A. 


10, Se dice que un punto x e R es un punto frontera de 4 c R si toda vecindad Y de x 
contiene puntos en A y puntos en C(4). Demostrar que el conjunto 4 y su complemen- 
to C(4) tienen exactamente los mismos puntos frontera. 


11. Demostrar que un conjunto G c R es abierto si y sólo si no contiene ninguno de sus 
puntos frontera. 

12. Demostrar que un conjunto F c R es cerrado si y sólo si contiene todos sus puntos 

frontera. 


13. Si 4 c R, sea 4° la unión de todos los conjuntos abiertos que están contenidos en 4; al 
conjunto 4? se le llama el interior de 4. Demostrar que 4? es un conjunto abierto, que 
es el conjunto abierto más grande contenido en A, y que un punto z pertenece a 4? si y 
sólo si z es un punto interior de A. 


14. Utilizando la notación del ejercicio precedente, sean 4, B conjuntos en R. Demostrar 
que 4° g A, que (49) = 4? y que (4 N BY = 4? N B°. Demostrar asimismo que 4* U 
B° c (A U BY y dar un ejemplo que muestre que la inclusión puede ser propia. 


15. Si 4 CR, sea 47 la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a A; al 
conjunto A” se le llama la cerradura de 4. Demostrar que 4” es un conjunto cerrado, 
que es el conjunto cerrado menor que contiene a Á y que un punto w pertenece a 4” si 
y sólo si w es o un punto interior o un punto frontera de A. 
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16. Utilizando la notación del ejercicio precedente, sean 4, B conjuntos en R. Demostrar 
que se tiene ACA, (4 Y = A y que (4 U BY =4 UB”. Demostrar que (A N BY g 
A-N B- y dar un ejemplo que muestre que la inclusión puede ser propia. 


17. Dar un ejemplo de un conjunto A c R tal que 4° =0y A =R. 


18. Demostrar que si F < R es un conjunto cerrado no vacío que está acotado por arriba, 
entonces sup F pertenece a F. 


19. Si G es un conjunto abierto y x e G, demostrar que los conjuntos A, y B, de la demos- 
tración del teorema 11.1.9 son no vacíos. 


20. Si el conjunto A, de la demostración del teorema 11.1.9 está acotado por abajo, demos- 
trar que a, := inf 4, no pertenece a G. 


21. Si en la notación usada en la demostración del teorema 11.1.9 se tiene a, < y < x, 
demostrar que y e G. 


22. Si en la notación usada en la demostración del teorema 11.1.9 se tiene £, N L,%0, 
demostrar que b, = by. 


:-23. Demostrar que todo punto del conjunto de Cantor F es un punto de acumulación de F. 


24. Demostrar que todo punto del conjunto de Cantor F es un punto de acumulación de 


CP). 


Impactos 


En análisis avanzado y topología, la noción de un conjunto “compacto” es de 
enorme importancia. Esto es menos cierto en R debido a que el teorema de Heine- 
Borel proporciona una caracterización muy simple de los conjuntos compactos en 
R. No obstante, la definición y la técnica usadas con respecto a la compacidad son 
de gran importancia, y la recta real ofrece un lugar apropiado para ver la idea de 
compacidad por primera vez. 

La definición de compacidad hace uso de la noción de cubierta abierta, la cual 
se define a continuación. 


11.2.1 Definición Sea Æ un subconjunto de R. Una cubierta abierta de A es 
una colección Y = {Gg} de conjuntos abiertos en R cuya unión contiene a Æ; 


es decir, 
acl Je. 


Si G” es una subcolección de conjuntos de G tal que la unión de los conjuntos en 
G’ también contiene a 4, entonces a Q’ se le llama.subcubierta de G. Si G’ con- 
siste en un número finito de conjuntos, entonces a G’ se le llama subcubierta 
finita de G. 
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Puede haber muchas cubiertas abiertas diferentes para un conjunto dado. Por 
ejemplo, si 4 :=[1, 00), entonces el lector puede verificar que las siguientes colec- 
ciones de conjuntos son todas cubiertas abiertas de 4: 


=4(0,00)), 
=((r—-Lr+1D):reÉ Q,r >0}, 
=((n—La+D:neN), 
=4(0,1):n eN)», 
=1(0,1):neN,n> 23). 


O Aa 


Se observa que G, es una subcubierta de G; y que G4 es una subcubierta de G3. 
Desde luego, es posible describir muchas otras cubiertas abiertas de A. 


a 
e 
11.2.2 Definición Se dice que un subconjunto K de R es compacto si toda 
cubierta abierta de K tiene una subcubierta finita. 


En otras palabras, un conjunto K es compacto si siempre que está contenido 
en la unión de una colección G = {Gg} de conjuntos abiertos en R, entonces está 
contenido en la unión de algún número finito de conjuntos en G. 


Es muy importante advertir que para aplicar la definición a fin de demostrar 
que un conjunto K es compacto, es necesario examinar una colección arbitraria 
de conjuntos abiertos cuya unión contenga a K y demostrar que K está contenido 
en la unión de algún número finito de conjuntos en la colección dada. Es decir, 
debe demostrarse que cualquier cubierta abierta de K tiene una subcubierta finita. 
Por otra parte, para demostrar que un conjunto A no es compacto, basta presentar 
una colección especifica G de conjuntos abiertos cuya unión contenga a H, pero 
tal que la unión de cualquier número finito de conjuntos en G no contenga a H. Es 
decir, H no es compacto si existe alguna cubierta abierta de H que no tenga nin- 
guna subcubierta finita. 


11.2.3 Ejemplos a) Sea K := (x,,%7,** *, Xp} un subconjunto finito de R. Si 
G = {Goy es una cubierta abierta de K, entonces cada x; está contenida en algún 
comia Go, en G. Entonces la unión de los conjuntos en la colección (Cap 
Go» a Go } contiene a K, de modo que es una subcubierta finita de G. Puesto 
que Y es arbitraria. se sigue que el conjunto finito K es compacto. 

b) Sea H := [0, 00). Para demostrar que H no es compacto, se presentará una 
cubierta abierta que no tiene ninguna subcubierta finita. Si se hace G, := (~1, n) 


para toda n e N, entonces H cl\_]G,, de modo que G := {G, : n e N} es una 


n=l 


cubierta abierta de H. Sin embargo, si {Co ; Go, Gu ai es cualquier subcolec- 
ción finita de G y si se hace m := supíny, Ma, * en entonces 


G, UG, U-UG, =G, =(-Lm). 


Evidentemente, esta unión no contiene a H = [0, 00). En consecuencia, ninguna sub- 
colección finita de G contendrá en su unión a H y, por lo tanto, HÆ no es compacto. 
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e) Sea J:=(0, 1). Sise hace G, := (1/7, 1) para toda n e N, entonces es inme- 


diato ver que J = UG,. Por tanto, G := {G, : n e N} es una cubierta abierta de J. 
n=l 


Si (Gr, Gp, `° > Gh 3 es cualquier subcolección finita de G y. si se hace s := 
E 
supín;, n2, * * *, n,), entonces l 


G, U G, UU G, =G, =(1/s,1). 


Puesto que 1/s está en J pero no en G, se ve que la unión no contiene a J. Por lo 
tanto, J no es compacto. 


Se describen a continuación todos los subconjuntos compactos de R. Se esta- 
blecerá primero mediante razonamientos bastante directos que cualquier conjunto 
compacto en R debe ser cerrado y estar acotado. Después se demostrará que estas 
propiedades de hecho caracterizan a los conjuntos compactos en R. Éste es el con- 
tenido del teorema de Heine-Borel. 


11.2.4 Teorema 'SiK es un subconjunto compacto de R, entonces K es cerrado 
y está acotado. 


Demostración. Se demostrará primero que K está acotado. Para toda m e N, sea 


00 
H,» := (~m, m). Puesto que cada H, es abierto y como K c LJH, =R, se ve que 


m=l 
la colección (H,, : m e N} es una cubierta abierta de K. Puesto que K es com- 
pacto, esta colección tiene una subcubierta finita, por lo que existe Me N tal que 


M 
Kc| JA, =H, =(-M,M). 


m=1 


Por lo tanto, K está acotado, ya que está contenido en el intervalo acotado (-M, M). 

Se demuestra ahora que K es cerrado probando que su complemento C(K) es 
abierto. Para ello, sea u e C(K) arbitraria y para toda n e N, sea G, := (ye R: 
ly — ul > 1/n;. Es un ejercicio demostrar que cada conjunto G, es abierto y que 


R\{u}= UG.. Puesto que u £ K, se tiene K € UG.. Puesto que K es compacto, 
n=l 


a=l 


existe m € N tal que 


ke Ue, =6,. 


n=1 


A partir de este hecho se sigue que KN (u — 1/m, u + 1/m) = 0, por lo que el inter- 
valo (u — 1/m, u + 1/m) € C(K). Pero como u fue un punto arbitrario en C(K), se 
infiere que C(K) es abierto. Q.E.D. 


Se establece a continuación que las condiciones del teorema 11.2.4 son tanto 
necesarias como suficientes para que un subconjunto de R sea compacto. 


11.2 Conjuntos compactos 
onjun pac 101 


\ l Demostración. En el teorema 11.2.4 se demostró que un conjunto compacto 
en R debe ser cerrado y estar acotado. Para establecer el recíproco, suponer que 
K es.cerrado y que está acotado, y sea G = {Ga} una cubierta abierta de K. 
Quiere demostrarse que K debe estar contenido en la unión de alguna subcolec- 
ción finita de G. La demostración se hará por reducción al absurdo. Se supone 
que: 


K no está contenido en la unión de ningún número finito de conjuntos en G. 0 


Por hipótesis, K está acotado, por lo que existe r > 0 tal que K < f~r, r]. Se hace 
I := [>r, r] y se biseca /, en dos subintervalos cerrados Jí := [—r, 0] e X := [0, 7]. 
Al menos uno de los dos subconjuntos K A {i y K N If debe ser no vacío y tener 
la propiedad de que no está contenido en la unión de ningún número finito de con- 
juntos en G. [Porque si los dos conjuntos K N Ji y K N Jf están contenidos en la 
unión de algún número finito de conjuntos en G, entonces K= (KN D U (KNK) 
está contenido en la unión de algún número finito de conjuntos en G, lo cual con- 
tradice el supuesto (1).] Si KN £ no está contenido en la unión de algún número 
finito de conjuntos en G, se hace J := Zj; en caso contrarios K N If tiene esta pro- 
piedad y se hace D := F. 

Se biseca L en dos subintervalos e 17. SIKN LB es no vacío y no está con- 
tenido en la unión de algún número finito de conjuntos en G, se hace J := 5; en 
caso contrario, K N [7 tiene esta propiedad y se hace J := 15. 

Continuando con este proceso, se obtiene una sucesión de intervalos anidados 
(7,,). Por la propiedad de los intervalos anidados 2.5.2, existe un punto z que per- 
tenece a todos los /,,, n € N. Puesto que cada intervalo 7, contiene un número infi- 
nito de puntos en K (¿por qué?), el punto z es un punto de acumulación de K. 
Además, puesto que se supuso que K es cerrado, del teorema 11.1.8 se sigue que 
z € K. Por lo tanto, existe un conjunto G} en G con z e G}. Puesto que G} es un 
conjunto abierto, existe £ > 0 tal que 


(z-£,z+E)c G. 


Por otra parte, puesto que los intervalos 7, se obtienen por bisecciones repetidas 
de 1, = [-», r], la longitud de 7, es r/27 72. Se sigue que si n es tan grande que 
r/212 < e, entonces l, C(2-€,2+€)3G a Pero esto significa que si n es tal 
que 7/2"? < g, entonces K AN I, está contenido en el conjunto particular G} en 
G, lo cual contradice la construcción hecha de 7,. Esta contradicción indica que 
el supuesto (1) de que el conjunto cerrado acotado K requiere un número infi- 
nito de conjuntos en G para cubrirlo es insostenible. Se concluye que K es com- 
pacto. Q.E.D. 


Observación En el ejemplo 11.2.3b se vio que el conjunto cerrado H := [0, 00) 
no es compacto; adviértase que H no está acotado. En el ejemplo 11.2.3c se vio 
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también que el conjunto acotado J := (0, 1) no es compacto; adviértase que J no 
es cerrado. Por tanto, no es posible omitir ninguna de las dos hipótesis del teorema 
de Heine-Borel. 

Es posible combinar el teorema de Heine-Borel y el teorema de Bolzano- 
Weierstrass 3.4.8 para obtener una caracterización en términos de sucesiones de 
los subconjuntos compactos de R. 


11.2.6 Teorema Un subconjunto K de R es compacto si y sólo si toda sucesión 
en K tiene una subsucesión que converge a un punto en K. 


Demostración. Suponer que K es compacto y sea (x,) una sucesión con x, € K 
para toda n e N. Por el teorema de Heine-Borel, el conjunto K está acotado, por 
lo que la sucesión (x,) está acotada; por el teorema de Bolzano-Weierstrass 3.4.8, 
existe una subsucesión En) que converge. Puesto que K es cerrado (por el teo- 
rema 11.2.4), el límite x := lím(x,, ) está en K. Por tanto, toda sucesión en K tiene 
una subsucesión que converge a un punto de K. 

Para establecer el recíproco, se demostrará que si K no es cerrado o no está 
acotado, entonces debe existir una sucesión en K que no tiene ninguna subsu- 
cesión que converge a un punto de K. Primero, si K no es cerrado, entonces 
existe un punto de acumulación c de K que no pertenece a K. Puesto que c es 
un punto de acumulación de K, existe una sucesión (x,) con x, € K y x, *c para 
toda n e N tal que lím(x,) = c. Entonces toda subsucesión de (x,,) también con: 
verge a c y como c ¢ K, no existe ninguna subsucesión que converge a un punto 
de K. 

Segundo, si K no está acotado, entonces existe una sucesión (x„) en K tal que 
|x,] > n para toda n e N. (¿Por qué?) Entonces toda subsucesión de (x,) no está 
acotada, de donde ninguna subsucesión de ella puede converger a un punto de K. 

Q.E.D: 


Observación Es probable que el lector haya advertido que hay una similitud 
entre la compacidad del intervalo [a, b] y la existencia de particiones finas-Ó para 
[a, b]. De hecho, estas propiedades son equivalentes, cada una de las cuales puede 
deducirse de las otras. Sin embargo, la compacidad se aplica a conjuntos que son 
más generales que los intervalos. 


Ejercicios de la sección 11.2 


1. Presentar una cubierta abierta del intervalo (1, 2] que no tenga ninguna subcubierta 
finita. 


2. Presentar una cubierta abierta de N que no tenga ninguna subcubierta finita. 


3. Presentar una cubierta abierta del conjunto {1/7 : n e N} que no tenga ninguna subcu- 
bierta finita. 


4. Demostrar, usando la definición 11.2.2, que si F es un subconjunto cerrado de un con- 
junto compacto K en R, entonces F es compacto. 
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5. Demostrar, usando la definición 11.2.2, que si Kı y K son conjuntos compactos en R, 
entonces su unión Kı U K, es compacta. 


6. Usar el teorema de Heine-Borel para demostrar la siguiente versión del teorema de 
Bolzano-Weierstrass: todo subconjunto infinito acotado de R tiene un punto de acumu- 
lación en R. (Adviértase que si un conjunto no tiene puntos de acumulación, entonces 
es cerrado por el teorema 11.1.8.) 


7. Encontrar una colección infinita {K, : n e N} de conjuntos compactos en R tales que 


00 
la unión UK, no sea un conjunto compacto. 


n=1 


8. Demostrar que la intersección de una colección arbitraria de conjuntos compactos en 
R es un conjunto compacto. 


9. Sea (K, : n € N) una sucesión de conjuntos compactos no vacíos en R tales que 
K¡2>K>-::>DXK,>::- Demostrar que existe al menos un punto x e R tal que x € K, 
00 
para toda n e N; es decir, la intersección N K, es no vacía, 
n=1 
10. Sea K + un conjunto compacto en R. Demostrar que inf K y sup K existen y perte- 
necen a K. 


11. Sea K + O compacto en R y sea c e R. Demostrar que existe un punto a en K tal que 
le - aļ =ínfílc=x1:x€ K}. 


12. Sea K + Ø compacto en R y sea c e R. Demostrar que existe un punto b en K tal que 
le — b| = sup{]|c =- x| : x € K}. 


13. Usar la noción de compacidad para dar una demostración alternativa del ejercicio 
5.3.18. 

14. Si K; y K, son conjuntos compactos disjuntos no vacios, demostrar que existe k; e K; 

tal que 0 < |k; — lo] = m£(lx, —x2l : x; € K;). 


15. Dar un ejemplo de dos conjuntos cerrados disjuntos F4, F} tales que 0 = ínf(|x, — xo] : 
xE Fi} 


En esta sección se examina la forma en que el concepto de continuidad de fun- 
ciones puede vincularse con las ideas topológicas de conjuntos abiertos y con- 
juntos compactos. Algunas de las propiedades fundamentales de las funciones 
continuas en intervalos presentadas en la sección 5.3 se establecerán en este con- 
texto. Entre otras cosas, estas nuevas argumentaciones demostrarán que el con- 
cepto de continuidad y muchas de sus importantes propiedades pueden llevarse a 
un nivel de abstracción más alto. Esto se discute brevemente en la siguiente sec- 
ción sobre espacios métricos. 
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Ús 


En la sección 5.1 nos ocupamos de la continuidad en un punto, es decir, de la con- 
tinuidad “local” de funciones. Ahora nos ocuparemos principalmente de la conti- 
nuidad “global” en el sentido de que se supondrá que las funciones son continuas 
en la totalidad de sus dominios. 

En la sección 5.1 se definió la continuidad de una función f : A — R en un 
punto c e A. El teorema 5.1.2 establecía que f es continua en c si y sólo si para 
toda vecindad-e V(f(c)) de f(c) existe una vecindad-0 V5(c) de c tal que si x e 
Vs(c) N A, entonces f(x) e VA f(c)). Ahora se reformula esta condición para la 
continuidad en un punto en términos de vecindades generales. (Recuérdese de 
11.1.1 que una vecindad en un punto c es cualquier conjunto U que contiene una 
vecindad-e de c para alguna £> 0.) 


11.3.1 Lema Una función f: A > R es continua en el punto c de A si y sólo 
si para toda vecindad U de f(c) existe una vecindad V de c tal que six € V N A; 
entonces f(x) e U. 


Demostración. Suponer que f satisface la condición enunciada. Entonces, dada 
€> 0, se hace U = V¿(f(c)) y así se obtiene después una vecindad V para la que 
xe VNA implica que f(x) e U. Si se elige ô> 0 tal que Vs(c) c V, entonces x e 
Vs(c) N A implica que f(x) e U; por lo tanto, fes continua en c de acuerdo con el 
teorema 5.1.2. 

Recíprocamente, si fes continua en c en el sentido del teorema 5.1.2, entonse 
ya que cualquier vecindad U de f(c) contiene una vecindad-£ V¿(F(c)), se sigue 
que al tomar la vecindad-ô V = Va(c) de c del teorema 5.1.2 se satisface la condi- 
ción del lema. QED 


Cabe señalar que la afirmación de que x e V N A implica que f(x) € U es 
equivalente a la afirmación de que X(V N 4) < U; es decir, que la imagen directa 


de V N A está contenida en U. También por la definición de imagen inversa, esto. 


es lo mismo que V N A c f7} (U). (Véase la definición 1.1.7 para las definiciones 
de imagen directa e imagen inversa.) Usando esta observación, se obtiene ahora 
una condición para que una función sea continua en su dominio expresada en tér- 
minos de conjuntos abiertos. En cursos más avanzados de topología, el inciso b) 
del siguiente resultado con frecuencia se toma como la definición de continuidad 
(global). 


11.3.2 Teorema de continuidad global Sea A c R y sea f: A —> R una fun- 
ción con dominio A. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 


a) fes continua en todo punto de A. 


b) Para todo conjunto abierto G en R, existe un conjunto abierto H en R tal que 


HNA=f71G). 


Demostración. a) = b). Suponer que f es continua en todo punto de 4 y sea G 
un conjunto abierto en R dado. Si c pertenece a f -1(G), entonces f(c) e G, y como 
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G es abierto, G es una vecindad de f(c). Por lo tanto, por el lema precedente, de 
la continuidad de f se sigue que existe un conjunto abierto Víc) tal que x e o 
implica que f(x) e G; es decir, V(c) está contenido en la imagen inversa f H(G). 
Se selecciona V(c) para cada c en f((G), y sea H la unión de todos estos conjuntos 
V(c). Por las propiedades de los conjuntos abiertos 11.1.4, el conjunto H es abierto 
y se tiene HN A =f -1 (G). Por consiguiente, a) implica b). 

b) = a). Sea c cualquier punto en A y sea G una vecindad abierta de f(c). 
Entonces la condición b) implica que existe un conjunto abierto H en R tal que 


-HONA=f"1G). Puesto que f(c) e G, se sigue que c e H, de donde H es una 


vecindad de c. Six e H MA, entonces f(c) e G y en consecuencia f es continua 
en c. Por tanto, b) implica a). Q.E.D. 


En el caso en que Á = R, el resultado precedente se simplifica en cierta 
medida. 


11.3.3 Corolario Una función f : R > R es continua si y sólo si £7U(G) es 
abierta en R siempre que G es abierto. 


Es necesari®hacer hincapié en que el teorema de continuidad global 11.3.2 no 
dice que si fes una función continua, entonces la imagen directa f(G) de un con- 
junto abierto es necesariamente abierta. En general, una función continua no 
enviará conjuntos abiertos a conjuntos abiertos. Por ejemplo, considérese la fun- 
ción continua f: R — R definida por 


fo=x+1 para xekR. 


Si G es el conjunto abierto G := (1, 1), entonces la imagen directa bajo fes (E) = 
[1, 2), que no es un conjunto abierto en IR. Véanse los ejercicios para ejemplos adi- 
cionales. 


Preservación de la compacidad sssusa 


En la sección 5.3 se demostró que una función continua lleva un intervalo cerrado 
y acotado [a, b] a un intervalo cerrado y acotado [m, M], donde m y M son los 
valores mínimo y máximo de f en [a, b], respectivamente. Por el teorema de 
Heine-Borel, éstos son subconjuntos compactos de IR, por lo que el teorema 5.3.8 
es un caso especial del siguiente teorema. 


11.3.4 Preservación de la compacidad Si K es un subconjunto compacto de 
Ry sif: K >R es continua en K, entonces f(K) es compacto. 


Demostración. Sea G = {G}} una cubierta abierta del conjunto f(K). Debe de- 
mostrarse que G tiene una subcubierta finita. Puesto que (K) <L]G,, se sigue 


que K cl) f* (G, ). Por el teorema 11.3.2, para cada G; existe un conjunto abierto 


H, tal que H} N K=f7(G;). Entonces la colección (H,) es una cubierta abierta 
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del conjunto K. Puesto que K es compacto, esta cubierta abierta de K contiene una 
subcubierta finita {H 2 H Mis H, ). Entonces se tiene 
n 


UG, Un, nKaK. 


i=l i=l 


A partir de este resultado se sigue que Us, 2 /(K). En consecuencia, se ha 


encontrado una subcubierta finita de G. Puesto que Y fue una cubierta abierta arbi- 
traria de f(K), se concluye que f (K) es compacto. Q.E.D. 


11.3.5 Algunas aplicaciones A continuación se indica cómo aplicar la noción 
de compacidad (y el teorema de Heine-Borel) para obtener demostraciones alter- 
nativas de algunos resultados importantes que se probaron antes utilizando el teo- 
rema de Bolzano-Weierstrass. De hecho, estos teoremas siguen siendo válidos si 
los intervalos se reemplazan con conjuntos compactos no vacíos arbitrarios en R, 


1) El teorema de acotabilidad 5.3.2 es una consecuencia inmediata del teorema 
11.3.4 y del teorema de Heine-Borel 11.2.5. De hecho, si K c R es compacto y si 
J: K — R es continua en K, entonces f(X) es compacto y, en consecuencia, está 
acotado. 


2) El teorema del máximo-miínimo 5.3.4 también es una consecuencia inmediata 
del teorema 11.3.4 y del teorema de Heine-Borel. Como antes, se encuentra que 
J(K) es compacto y, en consecuencia, está acotado en R, de modo que s* := sup f(K) 
existe, Si /(K) es un conjunto finito, entonces s* e f(K). Si /(K) es un conjunto infi- 
nito, entonces s* es un punto de acumulación de f(K) [véase el ejercicio 11.2.6]. 
Puesto que f(K) es un conjunto cerrado, por el teorema de Heine-Borel, se sigue por 
el teorema 11.1.8 que s* e f(K). Se concluye que s* = f(x") para alguna x* e K. 


3) También se puede presentar una demostración del teorema de continuidad uni- 
forme 5.4.3 basada en la noción de compacidad. Para ello, sea K c R compacto 
y seaf: K —> R continua en K. Entonces, dadas € > 0 y u e K, existe un número 


ô, := Ge, u) > 0 tal que si x € K y |x — ul < ó, entonces |f(x) — f(w)| < de. Para 
cada u e K, sea G, := (u — 36,, u + 36,), de tal modo que G, es abierto; se consi- 


dera la colección G = (G,, : u € K}. Puesto que u e G, para u e K, es trivial que 


Kc U G, Puesto que K es compacto, existe un número finito de conjuntos, di- 
ueK 
gamos Gup pii Guy cuya unión contiene a K. Se define ahora 


S(e):=3inf(6, ,:,6, ), 


de modo que ô(£) > 0. Ahora bien, si x, u € K y |x — ul < (€), entonces existe 
alguna u; con k= 1, -+ +, M tal que x e G; Por lo tanto, |x — u| < 204, Puesto que 
se tiene Ó(€) < Tup se sigue que 


a 


lu—4,|<ju=x|+|x=u,1<0,, 
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Pero como d, = Ó(le, u), se sigue que tanto 


IS- faste y a)-f <te. 


Se tiene por lo tanto | f(x) — f(u)| < e. 

Se ha demostrado que si € > 0, entonces existe (€) > 0 tal que si x, u son puntos 
cualesquiera en K con |x — ul < Ó(€), entonces | fŒ) — f(10)| < e. Puesto que e > 0 es 
arbitraria, con esto se demuestra que f es uniformemente continua en K, como se 
afirmó. c 


Se concluye esta sección ampliando el teorema de la inversa continua 5.6.5 
para funciones cuyos dominios son subconjuntos compactos de R en vez de inter- 
valos en R. 


11.3.6 Teorema SiK es un subconjunto compacto de Ry f: K —> R es una fun- 
ción inyectiva y continua, entonces f~! es continua en F(R). 


Dergstración. Puesto que K es compacto, el teorema 11.3.4 implica que la 
imagen /(K) es compacta. Puesto que f es inyectiva por hipótesis, la función 
inversa f~! está definida de f(K) a K. Sea (y„) cualquier sucesión convergente en 
J(K) y sea yo = lím(y,). Para establecer la continuidad de f~}, se demostrará que 
la sucesión (£7,,)) converge a fyo). 

Sea x, := "Up ,y) y, para aplicar el método de reducción al absurdo, suponer que 
(xn) no converge a xo := £7'(yo). Entonces existen e > 0 y una subsucesión (4) tales 
que |x} — xol > € para toda k. Puesto que K es compacto, por el teorema 11.2.6 se con- 
cluye que existe una subsucesión (x7) de la sucesión (xz) que converge a un punto 
x* de K. Puesto que |x* — xol > e, se tiene x* Æ xp. Ahora bien, como f es continua, 
se tiene lim(J(27)) = f(x*). Asimismo, como la subsucesión (y4 ) de (y) que co- 
rresponde a la subsucesión (x7 ) de (x,) debe converger al mismo límite que (y,,), se 
tiene 


tim (fŒ) = lim (y) = y, = f). 


Se concluye por lo tanto que f(x*) = f (xp). Sin embargo, dado que fes inyectiva, 
esto implica que x* = xg, lo cual constituye una contradicción. Por tanto, se con- 
cluye que f~! lleva sucesiones convergentes en f(K) a sucesiones convergentes en 
K y, en consecuencia, f -1 es continua. Q.E.D. 


Ejercicios de la sección 11.3 


1. Sea que f: R — R esté definida por f(x) = 1? para x € R. 


a) Demostrar que la imagen inversa f-1(7) de un intervalo abierto T := (a, b) es un 
intervalo abierto, la unión de dos intervalos abiertos o el conjunto vacío, depen- 
diendo de a y b. 


b) Demostrar que si / es un intervalo abierto que contiene a 0, entonces la imagen 
directa f(7) no es abierta. 
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2. Sea que f: R — R esté definida por fŒ) := 1/(1 + x?) para x e R. 


a) Encontrar un intervalo abierto (a, b) cuya imagen directa bajo f no sea abierta. 
b) Demostrar que la imagen directa del intervalo cerrado [0, o0) no es cerrada. 


3. Sea I := [1, 00) y sea f(x) := Y4x—1 para x e I. Para toda vecindad-€ G = (—e, +£) de 
0, presentar un conjunto abierto H tal que HN =f G). 


4. Sea que h : R —> R esté definida por A(x) := 1 si 0 <x < 1 y por A(x) := 0 en cualquier 
otro punto. Encontrar un conjunto abierto G tal que /"1(G) sea no abierta y un conjun- 
to cerrado F tal que A! (F) sea no cerrada. 


5. Demostrar que si f : R — R es continua, entonces el conjunto {x e R : f(x) < œ} es 
abierto en R para toda œ e R. 


6. Demostrar que si f: R > R es continua, entonces el conjunto {x e R : f(x) < œ} es 
cerrado en R para toda œ e R. 


7. Demostrar que si f: R —> R es continua, entonces el conjunto {x e R : f(x) = k} es 
cerrado en R para toda k e R. 


8. Dar un ejemplo de una función f : R —> R tal que el conjunto {x € R:f(x)=1) no sea 
ni abierto ni cerrado en R. 


9, Demostrar que f: R — R es continua si y sólo si para todo conjunto cerrado F en R la 
imagen inversa f"1F) es cerrada. 


10. Sea 7 :=[a, b] y sean f: I>R y g : I >R funciones continuas en /. Demostrar que el 
conjunto {x € T: f(x) = g(x)) es cerrado en R. 


Este libro se ha dedicado al estudio cuidadoso del sistema de los números reales y 
de diferentes procesos de límites que pueden definirse para funciones de una 
variable real. Uno de los temas centrales fue el estudio de las funciones continuas. 
En este punto, con una sólida comprensión del análisis en la recta real, se puede ini- 
ciar el estudio de espacios más generales y los conceptos de límites relacionados. La 
generalización de los conceptos fundamentales del análisis real puede hacerse de 
varias maneras diferentes, pero una de las más provechosas es en el contexto de los 
espacios métricos, donde métrico es una abstracción de una función distancia. 

En esta sección se introduce la idea de espacio métrico para indicar a conti- 
nuación la manera en que ciertas áreas de la teoría desarrollada en este libro 
pueden ampliarse a este nuevo contexto. Se examinan los conceptos de vecindad 
de un punto, de conjuntos abiertos y cerrados, de convergencia de sucesiones y de 
continuidad de funciones definidas en espacios métricos. Nuestro propósito en 
esta breve discusión no es desarrollar la teoría de los espacios métricos con gran 
profundidad, sino poner de manifiesto la manera en que las ideas y técnicas clave 
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del análisis real pueden ubicarse en un marco más abstracto y general, El lector 
deberá advertir la forma en que los resultados básicos del análisis en la recta real 
sirven para motivar y guiar el estudio del análisis en contextos más generales. 

La generalización puede servir para dos importantes propósitos. Uno es que 
los teoremas deducidos en contextos generales con frecuencia pueden aplicarse en 
muchos casos particulares sin necesidad de una demostración separada para cada 
caso especial. Un segundo propósito es que al eliminar las características no esen- 
ciales (y en ocasiones motivo de distracción) de las situaciones especiales, con fre- 
cuencia es posible comprender el significado real de un concepto o teorema. 


Meétricos z 


En la recta real, los conceptos básicos de límites se definieron en términos de la dis- 
tancia |x — y| entre dos puntos x, y en R, y muchos teoremas se demostraron usando 
la función valor absoluto. De hecho, un estudio atento revela que sólo se requirió un 
reducido número de propiedades clave del valor absoluto para demostrar muchos 
resultados fundamentales, y ocurre que estas propiedades pueden extractarse y 
usarse para definir funciones distancia más generales llamadas “métricos”. 


11.4.1 Definición Un métrico en un conjunto S es una función d: 5x5 —> R 
que satisface las siguientes propiedades: 


a) d(x, y) 2 0 para toda x, y e S (positividad); 

b) d(x, y) =0 si y sólo si x = y (definitividad), 

e) d(x, y) = (y, x) para toda x, y € S (simetría), 

d) d(x, y) < d(x, z) + dz, y) para toda x, y, z e S (desigualdad del triángulo) 


Un espacio métrico (S, d) es un conjunto S junto con un métrico d en $. 
Se consideran varios ejemplos de espacios métricos. 
11.4.2 Ejemplos a) El familiar métrico en R está definido por 


d(x,y):=|x-y] paa x,yeR. 


La propiedad 11.4.1d de d se sigue de la desigualdad del triángulo para el valor 
absoluto porque se tiene 


dx, y)=|x— yl=[(<—2)+(2- y) 
<lx—-2+lz— y]=d(x,2) +d(2, y), 


para toda x, y, ze R. 


b) La función distancia en el plano obtenida con el teorema de Pitágoras propor- 
ciona un ejemplo de un métrico en R?, Es decir, el métrico d en R? se define como 
sigue: si Py := Œp y 1) y P2 := Œ, y2) son puntos en R?, entonces 


AB PY + y) 
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c) Es posible definir varios métricos diferentes en el mismo conjunto. En R? tam- 
bién se puede definir el métrico d, como sigue: 


d (BP) = lx, =x l+» -y| 
Un métrico más en R? es d,, definido por 
d (BB)= sup (lx, Xx, 1,1y, Ya lr. 


La verificación de que dı y dẹ satisfacen las propiedades de un métrico se deja 
como ejercicio. 


d) Sea que C[0, 1] denote el conjunto de todas las funciones continuas del inter- 
valo [0, 1] a R. Para f, g en CIO, 1], se define 


d.(f,8):=supil f60- 201: x €[0,1]}. 


Entonces puede verificarse que d es un métrico en C[0, 1]. Este métrico es 
la norma uniforme de f— g en [0, 1] como se definió en la sección 8.1; es decir 
dolf, 2) =1f— ell, donde || f|] denota la norma uniforme de fen el conjunto [0, 1]: 
e) Se considera de nuevo C[O, 1], pero ahora se define un métrico diferente 
d por 


1 
aros f el para f,g eC[0,1). 


Es posible usar las propiedades de la integral para demostrar que éste es en rea- 
lidad un métrico en C[O, 1]. Los detalles se dejan como ejercicio. 


f) Sea S cualquier conjunto no vacío. Para s, t € S se define 
O sis=f, 


d.0:=| 


l sis#t. 


Es un ejercicio demostrar que d es un métrico en 5. Este métrico se llama el mé- 
trico discreto en el conjunto S. 


Se observa que si (S, d) es un espacio métrico y si T c $, entonces d’ definido 
por d'(x, y) := d(x, y) para toda x, y e T produce un métrico en T, el cual se denota 
generalmente por d. Con base en lo anterior, se dice que (T, d) también es un 
espacio métrico. Por ejemplo, el métrico d de R definido por el valor absoluto es 
un métrico en el conjunto Q de los números racionales y, por consiguiente, (Q, d) 
también es un espacio métrico. 


Vecindades y convergencia 


La noción básica necesaria para introducir los conceptos de límites es la de 
vecindad, la cual se define en espacios métricos como sigue. 
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11.4.3 Definición Sea (S, d) un espacio métrico. Entonces para €> 0, la ve- 
cindad-e de un punto xy en $ es el conjunto 


Vx): =txeS:d(x,,1)<€). 


Una vecindad de xo es cualquier conjunto U que contiene una vecindaá-e de xo 
para alguna £> 0. 


Cualquier noción definida en términos de vecindades se puede definir y 
examinar ahora en el contexto de los espacios métricos mediante la modifi- 
cación apropiada del lenguaje. Se considera primero la convergencia de suce- 
siones. 

Una sucesión en un espacio métrico (S, d) es una función X : N => $ con 
dominio N y codominio en S, y se usa la notación usual para sucesiones; se escribe 
X = (x,), pero ahora x„ e S para toda n e N. Cuando en la definición de conver- 
gencia en términos de sucesiones se reemplaza el valor absoluto con un métrico, 
se obtiene la noción de convergencia en un espacio métrico. 


11.4.4 Definición Sea (x,) una sucesión en el espacio métrico (S, d). Se dice 
que la sucesión (x,,) converge a x en $ si para cualquier e > 0 existe Ke N tal que 
Xy € Vx) para toda n > K. 


Adviértase que como x,, € V(x) si y sólo si d(x„, x) < €, una sucesión (x,) con- 
verge a x si y sólo si para cualquier € > 0 existe K tal que d(x„, x) < € para toda 
n > K. En otras palabras, una sucesión (x„) en (S, d) converge a x si y sólo si la 
sucesión de números reales (d(x,,, x)) converge a 0. 


11.4.5 Ejemplos a) Considerar R? con el métrico d definido en el ejemplo 
11.4.2b. Si P, = (Œp Yn) € R? para toda n e N, entonces se afirma que la sucesión 
(P,,) converge a P = (x, y) con respecto a este métrico si y sólo sí las sucesiones de 
números reales (x) y (yn) convergen a x y y, respectivamente. 

Primero, se observa que la desigualdad |x, — x| < d(P,,, P) implica que si (P,,) 
converge a P con respecto al métrico d, entonces la sucesión (x,) converge a x; 
la convergencia de (y,,) se establece de manera similar. El recíproco se sigue de la 
desigualdad d(P,,, P) < |x, — x} + |», — yl, la cual se verifica con facilidad. Los deta- 
lles se le dejan al lector. 

b) Sea d., el métrico en C[0, 1] definido en el ejemplo 11.4.2d. Entonces la suce- 
sión (fp) en C[0, 1] converge a f con respecto a este métrico si y sólo si (f,) con- 
verge a f uniformemente en el conjunto [0, 1]. Esto se establece en el lema 8.1.8 
en la discusión de la norma uniforme. 


Sucesiones de Cauchy 


La noción de sucesión de Cauchy es un concepto importante en los espacios 
métricos. La definición se formula como sería de esperarse, con el métrico reem- 
plazando al valor absoluto. 
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11.4.6 Definición * Sea (S, d) un espacio métrico. Se dice que una sucesión (x,,) 
en $ es una sucesión de Cauchy si para toda € > 0 existe una H e N tal que 
Aa) Xm) < € para toda n, m > H. 


El teorema de convergencia de Cauchy 3.5.5 para sucesiones en R establece 
que una sucesión en R es una sucesión de Cauchy si y sólo si converge'a un punto 
de R. Este teorema no se cumple para espacios métricos en general, como lo 
revelan los ejemplos que siguen. Los espacios métricos para los que las sucesiones 
de Cauchy convergen son de especial importancia. 


11.4.7 Definición Se dice que un espacio métrico (S, d) es completo si toda 
sucesión de Cauchy en S converge a un punto de $. 


En la sección 2.3 la propiedad de completez de R se enunció en términos de 
las propiedades de orden al imponer el requisito de que todo subconjunto no vacío 
de R que está acotado por arriba tenga un supremo en R. La convergencia de las 
sucesiones de Cauchy se deduce como un teorema. De hecho, es posible invertir 
los papeles de estas propiedades fundamentales de R: la propiedad de completez. 
de R puede enunciarse en términos de sucesiones de Cauchy como en 11.4.7, y la. 
propiedad del supremo puede deducirse entonces como un teorema. Puesto que 
muchos espacios métricos carecen de una estructura de orden apropiada, el con- 
cepto de completez debe describirse en términos del métrico y las sucesiones de: 
Cauchy proporcionan el vehículo natural para ello. 


11.4.8 Ejemplos a) El espacio métrico (Q, d) de los números racionales con el 
métrico definido por la función valor absoluto no es completo. e 
Por ejemplo, si (x,,) es una sucesión de números racionales que converge a V2 na 
entonces es una sucesión de Cauchy en Q, pero no converge a un punto de Q. Por lo 
tanto, (Q, d) no es un espacio métrico completo. 
b) El espacio C[O, 1] con el métrico d.o definido en 11.4.2d es completo. 
Para demostrarlo, suponer que (f;,) es una sucesión de Cauchy en C[O, 1] con 
respecto al métrico d.o. Entonces, dada £ > 0, existe H tal que 


Fœ- f (01 <e (1) 


para toda x e [0, 1] y toda n, m > H. En consecuencia, para toda x la sucesión 
(£,00) es una sucesión de Cauchy en R y por lo tanto converge en R. Se define f 
como el límite puntual de la sucesión; es decir, f(x) := lim(/,(c)) para toda x € 
[0, 1]. Por tanto, de (1) se sigue que para toda x e [0, 1] y toda n > H se tiene 
14,60 -E < e. Por consiguiente, la sucesión (f) converge uniformemente a fen 
[0, 1]. Puesto que el límite uniforme de las funciones continuas también es con- 
tinuo (por 8.2.2), la función f está en C[O, 1]. Por lo tanto, el espacio métrico 
(CIO, 1], dao) es completo. 


c) Sid es el espacio métrico en C[O, 1] definido en 11.4.2e, entonces el espacio 


métrico (C[O, 1], d,) no es completo. 
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Para demostrar esta afirmación, basta presentar una sucesión de Cauchy que 
no tenga límite en el espacio. Se define la sucesión (jp) para n > 3 como sigue 
(véase la figura 11.4.1): 


1 para 0<x<1/2, 
f (0):=31+n/2-nx para 12<x<1/2+1/n, 
0 para 1/2+1/n<x<1. 


Adviértase que la sucesión (Jņ) converge puntualmente a la función discontinua 
FO) :=1 para 0 < x < 1/2 y f(x) := 0 para 1/2 <x < 1. En consecuencia, f€ C[O, 1]; 
de hecho, no existe ninguna función g e C[O, 1] tal que d,(J,, g) > 0. O 


Figura 11.4.1 La sucesión (fp). 


Conjuntos abiertos y continuidad 


Con la noción de vecindad definida, las definiciones de conjunto abierto y con- 
junto cerrado se escriben igual que para los conjuntos en R. 


11.4.9 Definición Sea (S, d) un espacio métrico.Se dice que un subconjunto G 
de $ es un conjunto abierto en S si para todo punto x e $ existe una vecindad U de 
x tal que U c G. Se dice que un subconjunto F de S es un conjunto cerrado en 5 
si el complemento S\F es un conjunto abierto en S. 


Los teoremas 11.1.4 y 11.1.5 referentes a uniones e intersecciones de con- 
juntos abiertos y conjuntos cerrados pueden ampliarse sin dificultad a espacios 
métricos. De hecho, la transposición a espacios métricos de las demostraciones de 
dichos teoremas puede hacerse con muy pocas modificaciones: simplemente se 
reemplazan las vecindades-e (x — £, x + e) en R con las vecindades-e Vx) en 5. 

Se examina ahora el concepto de continuidad para funciones que mapean un 
espacio métrico (S4, d,) en otro espacio métrico (S2, d2). Obsérvese que se modi- 
fica la propiedad en 5.1.2 de continuidad para funciones en R reemplazando las 
vecindades en R con vecindades en los espacios métricos. 


414 


Capítulo 11 Una ojeada a la topología 


11.4.10 Definición Sean ($4, dı) y (S2, d2) espacios métricos y sea f: 51 = S, 
una función de Sı a S2. Se dice que la función f es continua en el punto c de $; si 
para toda vecindad-e V.(f(c)) de f(c) existe una vecindad-Ó Vs(c) de c tal que si 


xe Vs(c) entonces f(x) e Va fc). 


La formulación £-ô de la continuidad puede enunciarse como sigue: f: S} = 
S es continua en c si y sólo si para toda £ > 0 existe ô> 0 tal que dix, c) < 9 


implica que d( f(x), fc) < e.- 


El teorema de continuidad global puede establecerse para espacios métricos 
mediante la modificación apropiada de la argumentación para funciones en R. 


11.4.11 Teorema de continuidad global Si (Sy, d1) y (S2, d,) son espacios mé- 
tricos, entonces una función f : S4 > S, es continua en S} si y sólo si 17 UG) es 
abierta en S siempre que G es abierto en S). 


La noción de compacidad se amplía de inmediato a espacios métricos. Se dice 
que un espacio métrico (S, d) es compacto si toda cubierta abierta de S tiene una 
subcubierta finita. Entonces, al modificar la demostración de 11.3.4, se obtiene el 
siguiente resultado. 


11.4.12 Preservación de la compacidad Sý (S, d) es un espacio métrico com- 
pacto y si la función f: S —> R es continua, entonces f(S) es compacta en R. 


Las importantes propiedades de las funciones continuas dadas en 11.3.5 se 
siguen entonces de inmediato. El teorema de acotabilidad, el teorema del máximo- 
mínimo y el teorema de continuidad uniforme para funciones continuas con 
valores reales en un espacio métrico compacto se establecen mediante la modifi- 
cación apropiada del lenguaje en las demostraciones dadas en 11.3.5. 


Semimétricos ..... 


11.4.13 Definición Un semimétrico en un conjunto S es una función d : Sx § —> R 
que satisface todas las condiciones de la definición 11.4.1, excepto porque la con- 
dición b) es reemplazada por la condición más laxa 


d(x,y)=0 si x=yp. (b) 


Un espacio semimétrico (S, d) es un conjunto S junto con un semimétrico d en S. 


Así, todo métrico es un semimétrico y todo espacio métrico es un espacio semi- 
métrico. Sin embargo, el reciproco no es verdadero. Por ejemplo, si P4 := (xy, y1) y 
Pa := (%,, y2) son puntos en el espacio R?, es fácil ver que la función d} definida por 


UE Piek 


es un semimétrico, pero no es un métrico ya que dos puntos cualesquiera que 
tengan la misma primera coordenada tienen “distancia-d,” igual a 0. 
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Lo que resulta un tanto más interesante, si f, g son funciones cualesquiera en 
£la, b], se ha definido (en la definición 10.2.9) la función distancia: 


dif. -f If-el. 


Aquí es claro que dos funciones ia que son iguales excepto en un con- 
junto contable de puntos tendrán una distancia igual a O entre sí (de hecho, esto 
también se cumple cuando las funciones son iguales casi en todas partes). 

El lector puede seguir de nuevo la exposición de la presente sección y ver que 
la mayor parte de lo que se ha hecho sigue siendo válido para los semimétricos y 
los espacios semimétricos. La diferencia principal consiste en que una sucesión en 
un espacio semimétrico no converge necesariamente a un límite único. Aun cuando 
esto parece ser bastante inusual, en realidad no constituye un problema muy serio 
y uno puede aprender a ajustarse a esta situación. La otra alternativa es “iden- 
tificar” los puntos cuya distancia entre sí es 0. Es común recurrir a este procedi- 
miento de identificación, pero esto significa que se está tratando con “clases de 
equivalencia” y no con puntos individuales. Con frecuencia este remedio es peor 
que la enfermedad. 


Ejercicios de la sección 11.4 
1. Demostrar que las funciones dı y dẹ definidas en 11.4.2c son métricos en R2. 
2. Demostrar que las funciones d.o y dy definidas en 11.4.2d, e son métricos en CIO, 1]. 


3. Verificar que el métrico discreto en un conjunto $ como se definió en 11.4.2f es un 
métrico. 


4. Si Pp := (Xy, Yn) € R? y d,, es el métrico de 11.4.2c, demostrar que (P,,) converge a 
P := (x, y) con respecto a este métrico si y sólo si (x,) y (n) convergen a x y y, respec- 
tivamente. 

5. Verificar la conclusión del ejercicio 4 si d, se reemplaza con d}. 

6. Sea S un conjunto no vacío y sea d el métrico discreto definido en 11.4.2f. Demostrar 
que en el espacio métrico (S, d) una sucesión (x,) en S converge a x si y sólo si existe 


Ke N tal que x, = x para toda n > K. 


7. Demostrar que si d es el métrico discreto en un conjunto S, entonces todo subconjunto 
de S es tanto abierto como cerrado en (S, d). 


8. Sea P := (x, y) y O := (0, 0) en R?. Dibujar los siguientes conjuntos en el plano: 


a) (PeR*:d/((0,P)<1), 
b) {Pe R: d (0, P)<1}. 
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9. Demostrar que una vecindad-e de un punto es un conjunto abierto en cualquier espacio 
métrico. 


10. Demostrar el teorema 11.4.11. 
11. Demostrar el teorema 11.4.12. 
12. Si (S, d) es un espacio métrico, se dice que un subconjunto 4 c S está acotado si exis- 


ten xy e S y un número B > 0 tales que Ac {x € S: d(x, xp) < B}. Demostrar que si A 
es un subconjunto compacto de $, entonces Á es cerrado y está acotado. 


Las ciencias naturales se ocupan del registro de hechos y de la organización de los 
mismos en un cuerpo coherente del saber para que el hombre pueda entender la 
naturaleza. Originalmente, las ciencias se restringían en gran medida a la observa- 
ción, al acopio de información y a su clasificación. Esta clasificación llevó de 
manera gradual a la formación de diferentes “teorias” -que ayudaban a los investi- 
gadores a recordar los hechos particulares y a contar con la capacidad de explicar, 
y en ocasiones de predecir, los fenómenos naturales. La meta última de la mayoría 
de los científicos es poder organizar su ciencia en una colección coherente de prin- 
cipios y teorías generales para que estos principios les permitan tanto la compren- 
sión de la naturaleza como su aplicación para hacer predicciones del resultado de 
futuros experimentos. Así, su intención es estar en posición de desarrollar un sis- 
tema de principios generales (o axiomas) para su ciencia que les permita deducir 
los hechos y consecuencias particulares a partir de estas leyes generales. 

Las matemáticas son diferentes de otras ciencias: por su propia naturaleza, se 
trata de una ciencia deductiva. Esto no quiere decir que los matemáticos no 
recaben hechos y hagan observaciones relacionadas con sus investigaciones. De 
hecho, muchos matemáticos ocupan una gran cantidad de tiempo realizando los 
cálculos de casos especiales de los fenómenos que están estudiando con la espe- 
ranza de descubrir “principios unificadores”. (El gran Gauss realizó una enorme 
cantidad de cálculos y estudió muchos datos numéricos antes de estar en posición 
de formular una conjetura respecto de la distribución de los números primos.) Sin 
embargo, incluso después de formular estos principios y conjeturas, el trabajo se 
encuentra lejos de haber concluido, pues los matemáticos no están satisfechos 
hasta que las conjeturas se han deducido (es decir, demostrado) de los axiomas de 
las matemáticas, de las definiciones de los términos y de los resultados (teoremas) 
que se han demostrado con anterioridad. Así, un enunciado matemático no es un 
teorema hasta que se ha deducido cuidadosamente de axiomas, definiciones y teo- 
remas ya demostrados. 

Cabe dedicar algunas palabras a los axiomas (es decir, postulados, supuestos, 
etc.) de las matemáticas. Son pocos los axiomas que se aplican a las matemáticas 
en su totalidad —los “axiomas de la teoría de conjuntos”— y hay axiomas espe- 
cificos dentro de las diferentes ramas de las matemáticas. En ocasiones, estos 
axiomas se enuncian formalmente y en ocasiones se encuentran incluidos en las 
definiciones. Por ejemplo, en el capítulo 2 se presentó una lista de propiedades que 
se supone posee el sistema de los números reales; son en realidad un conjunto de 
axiomas. Como un ejemplo más, la definición de “grupo” en el álgebra abstracta 
es básicamente un conjunto de axiomas que se supone posee un conjunto de ele- 
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mentos y el estudio de la teoría de grupos es una investigación de las consecuen- 
cias de estos axiomas. 

Quienes estudian análisis real por primera vez por lo general no cuentan con 
gran experiencia en la comprensión (por no mencionar la construcción) de demos- 
traciones. De hecho, uno de los propósitos principales de este curso (y. de este 
libro) es ayudar al lector a adquirir experiencia en el pensamiento crítico que se 
usa en este proceso deductivo. El propósito de este apéndice es ayudar a que el 
lector adquiera un conocimiento más a fondo de las técnicas de las demostra- 
ciones. 


Proposiciones y sus combinaciones > ; 5 


Todas las demostraciones y los razonamientos matemáticos se basan en proposi- 
ciones, las cuales son enunciados declarativos o cadenas de símbolos inteligibles 
que pueden calificarse como verdaderos o falsos. No es necesario saber si una pro- 
posición dada es en realidad verdadera o falsa, pero debe ser lo uno o lo otro y no 
puede ser ambas cosas a la vez. (Éste es el principio del medio excluido.) Por 
ejemplo, el enunciado “Los pollos son bonitos” es una cuestión de opinión y no 
una proposición en el sentido de la lógica. Considérense los siguientes enun- 
ciados: 


e — Llovió en Kuala Lumpur el 2 de junio de 1988. 

e Thomas Jefferson era más bajo de estatura que John Adams. 
e Los números primos gemelos son infinitos. 

o Este enunciado es falso. 


Los tres primeros son proposiciones: el primero es verdadero, el segundo es falso 
y el tercero es verdadero o falso, aunque en este momento no estamos seguros de 
cuál es el caso. El cuarto enunciado no es una proposición; no puede ser verda- 
dero ni falso porque lleva a conclusiones contradictorias. 

Algunas proposiciones (como “1 + 1 = 2”) son siempre verdaderas; se les 
llama tautologías. Algunas proposiciones (como “2 = 3”) son siempre falsas; se 
les llama contradicciones o falacias. Algunas proposiciones (como “x? = 1”) unas 
veces son verdaderas y otras son falsas (por ejemplo, es verdadera cuando x = 1 y 
es falsa cuando x = 3). Desde luego, para que la proposición sea totalmente clara, 
es necesario que se haya establecido el contexto apropiado y que se haya definido 
apropiadamente el significado de los símbolos (por ejemplo, en los ejemplos ante- 
riores es necesario saber que se refieren a la aritmética de enteros). 

Se dice que dos proposiciones P y Q son equivalentes lógicos si P es verdadera 
exactamente cuando O es verdadera (y por consiguiente, P es falsa exactamente 
cuando Q es falsa). En este caso se acostumbra escribir P = Q. Por ejemplo, se 
escribe 


(x es Abraham Lincoln) = (x es el dieciseisavo presidente de Estados Unidos) 


Hay varias maneras diferentes de formar nuevas proposiciones a partir de pro- 
posiciones dadas mediante el uso de conectivos lógicos. 
Si P es una proposición, entonces su negación es la proposición denotada pot 
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no P 


que es verdadera cuando P es falsa y es falsa cuaudo P es verdadera. (Una nota- 
„ción común para la negación de P es =P.) Reflexionando un poco, se determina 
que 


P =no(mo P) 


Este es el principio de la doble negación. 
Si P y Q son proposiciones, entonces su conjunción es la proposición deno- 
tada por 


PyO 


que es verdadera cuando tanto P como O son verdaderas y es falsa en los demás 
j casos. (Una notación convencional para la conjunción de P y Q es P ^ Q.) Resulta 
evidente que 


(Py 0)=(0 y P) 
Del mismo modo, la disyunción de P y O es la proposición denotada por 
Pog 


que es verdadera cuando al menos una de las proposiciones P y Q es verdadera y 
sólo es falsa cuando ambas son falsas. En los documentos legales “o” con fre- 
cuencia se denota por “y/o” para aclarar que esta disyunción también es verdadera 
cuando tanto P como O son verdaderas. (Una notación convencional para la dis- 
yunción de P y Q es P v Q) También es evidente que 


(P 0 0)=(Q 0 P) 


A fin de contrastar las proposiciones disyuntivas y las conjuntivas, adviértase que la 
proposición “2 < v2 y V2 <3” es falsa, pero la proposición “2 < V2 o v2 <3” 
es verdadera (ya que V2 es aproximadamente igual a 1.4142- - -). 

Reflexionando un poco, se determina que la negación, la conjunción y la dis- 
yunción están relacionadas por las leyes de De Morgan: 


no (P y O) = (no P) o (no Q) 
no (Po O) = (no P} y (no O) 


La primera equivalencia puede ilustrarse considerando las proposiciones 
P:x=2, O:y€e A. 


La proposición (P y O) es verdadera cuando tanto (x = 2) como (y e 4) son verda- 
deras, y la proposición es falsa cuando al menos una de las proposiciones (x = 2) 
y ( e 4) es falsa; es decir, la proposición no (P y Q) es verdadera cuando al 
menos una de las proposiciones (x % 2) y (y £ 4) se cumple. 
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Implicaciones 


Una manera muy importante de formar una nueva proposición a partir de propo- 
siciones dadas es la implicación (o condicional), denotada por 


(P =Q), (siP entonces O) o (P implica O). 


Aquí a P se le llama la hipótesis y a O se le llama la conclusión de la implica- 
ción. Para ayudar a entender los valores de verdad de la implicación, considérese 
la proposición 


Si hoy me saco la lotería, entonces le voy a comprar un coche a Pedro. 


Evidentemente, esta proposición es falsa si me saco la lotería y no le compro un 
coche a Pedro. ¿Qué pasa si no me saco la lotería hoy? Bajo estas circunstancias, 
no he hecho ninguna promesa acerca de comprarle un coche a nadie, y como la 
condición de ganar la lotería no se realizó, el hecho de no haberle comprado un 
coche a Pedro no deberá considerarse como romper una promesa. Por tanto, la 
implicación se considera verdadera cuando la hipótesis no se satisface. 

En los razonamientos matemáticos, las implicaciones son motivo de gran 
interés cuando la hipótesis es verdadera, pero no hay gran interés en ellas cuando 
la hipótesis es falsa. El procedimiento aceptado es tomar la proposición P > Q 
como falsa únicamente cuando P es verdadera y O es falsa; en los casos restantes 
la proposición P = Q es verdadera. (Por consiguiente, si P es falsa, entonces se 
conviene en tomar la proposición P => Q como verdadera sin importar si O es ver- 
dadera o falsa. Esto podrá parecerle extraño al lector, pero resulta ser conveniente 
en la práctica, además de ser consecuente con las demás reglas de la lógica.) 

Se observa que la definición de P > Q tiene el equivalente lógico 


no (P y (no Q)), 


ya que esta proposición sólo es falsa cuando P es verdadera y O es falsa, y es ver- 
dadera en los demás casos. De la primera ley de De Morgan y del principio de la 
doble negación también se sigue que P = O es equivalente lógico de la proposición 


(no P) o O, 


ya que esta proposición es verdadera a menos que tanto (no P) como-Q sean falsas; 
es decir, a menos que P sea verdadera y O sea falsa. 


Contrapositivo y recíproco 


Como un ejercicio, el lector deberá demostrar que la implicación P => O es equi- 
valente lógico de la implicación 


(no Q) = (no P), 


que se llama el contrapositivo de la implicación P = Q. Por ejemplo, si P > Q 
es la implicación 


Apéndice A Lógica y demostraciones f 421 


Si estoy en París, entonces estoy en Francia, 
entonces el contrapositivo (no O) = (no P) es la implicación 
Si no estoy en Francia, entonces no estoy en París. 


La equivalencia de estas dos proposiciones se pone de manifiesto después de refle- 
_Xionar un poco. Al intentar establecer una implicación, en ocasiones es más sencillo 
establecer el contrapositivo, que es su equivalente lógico. (Este hecho se explicará 
con mayor detalle más adelante.) 
Si se da una implicación P = O, entonces también se puede formar la propo- 
sición 


Q >P, 


! a la que se llama el recíproco de P = O. El lector deberá estar atento para no con- 
fundir el recíproco de una implicación con su contrapositivo, ya que son proposi- 
ciones muy diferentes. Mientras que el contrapositivo es un equivalente lógico de 
la implicación dada, el recíproco no lo es. Por ejemplo, el recíproco de la propo- 
sición 


Si estoy en París, entonces estoy en Francia, 
es la proposición 
Si estoy en Francia, entonces estoy en París. 


Puesto que es posible estar en Francia pero no en París, es evidente que estas dos 
proposiciones no son equivalentes lógicos. 

Hay una última manera de formar proposiciones que se mencionará aquí. Se 
trata de la doble implicación (o bicondicional), que se denota por 


PS0 o Psiysólosi0, 
y que se define por 


(P=> 0) y (0>P). 


Es un ejercicio directo demostrar que P <> Q es verdadera precisamente cuando 
P y O son ambas verdaderas o ambas falsas. 


Contexto y cuantificadores 


En cualquier forma de comunicación es importante que los individuos tengan un 
contexto adecuado en mente. Proposiciones como “Hoy vi a María” pueden no ser 
particularmente informativas si quien escucha conoce a varias personas de nombre 
María. Del mismo modo, si alguien llega a la mitad de una disertación matemá- 
tica y ve la ecuación x? = 1 en el pizarrón, es conveniente que sepa qué entiende 


422 


Apéndice A Lógica y demostraciones 


el expositor por la literal x y el símbolo 1. ¿Es x un entero? ¿Una función? ¿Una 
matriz? ¿Un subgrupo de un grupo dado? ¿El símbolo 1 denota un número 
natural? ¿La función identidad? ¿La matriz identidad? ¿El subgrupo trivial de un 
grupo? 

Con frecuencia quienes participan en la discusión de un tema conocen bien el 
contexto, pero siempre es una buena idea establecerlo desde un principio. Por 
ejemplo, muchas proposiciones matemáticas incluyen una o más variables cuyos 
valores por lo general afectan el valor de verdad o falsedad de las mismas, por lo 
que siempre debería aclararse cuáles son los valores posibles de las variables. 

Con mucha frecuencia las proposiciones matemáticas incluyen expresiones 
tales como “para todo”, “para cualquier”, “para alguna”, “existe”, “hay”, etcétera. 
Por ejemplo, se pueden tener las proposiciones 


Para todo entero x, x? = 


Existe un entero x tal que x? = 1. 


Evidentemente la primera proposición es falsa, como se constata al tomar x = 3; 
sin embargo, la segunda proposición es verdadera, ya que se puede tomar x = 1 o 
x=-1. 

Si se ha establecido el contexto de que se habla de enteros, entonces las pro- 
posiciones anteriores se pueden abreviar sin ambigúedades como 


Para cualquier x, x? = 1 


Existe x tal que x? = 1. 


La primera proposición incluye el cuantificador universal “para toda”, y en ella 
se hace una afirmación (en este caso falsa) acerca de todos los enteros. La segunda 
proposición incluye el cuantificador existencial “existe”, y en ella se hace una 
afirmación (en este caso verdadera) acerca de al menos un entero. 

Estos dos cuantificadores ocurren con tanta frecuencia que los matemáticos 
acostumbran usar el símbolo V para representar el cuantificador universal y el 
símbolo 3 para representar el cuantificador existencial. Es decir, 


YV denota “para toda”, 
3 denota “existe”. 


Aun cuando en este libro no se usan estos símbolos, es importante que el lector 
sepa cómo leer las fórmulas donde aparezcan. Por ejemplo, la proposición 


MEN + y = 0) (1) 
(entendida para enteros) puede leerse 


Para todo entero x, existe un entero y tal que x + y = 0. 
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Del mismo modo, la proposición 
VA + y = 0) (11) 
- «puede leerse 


. Existe un entero y tal que para todo entero x, x + y = 0. 


Estas dos proposiciones son muy diferentes; por ejemplo, la primera es verdadera 
y la segunda es falsa. La moraleja es que el orden en que aparecen los dos tipos 
diferentes de cuantificadores es muy importante. También debe subrayarse que si 
una expresión matemática con cuantificadores incluye varias variables, se debe 
suponer que los valores de las variables posteriores dependen de los valores de las 
variables que se mencionan primero. Así, en la proposición (i) (verdadera) ante- 
rior, el valor de y depende del valor de x; en este caso, si x = 2, entonces y =-2, 
| mientras que si x = 3, entonces y =-3. 


Es importante que el lector sepa cómo hacer la negación de una proposición 
que incluya cuantificadores. En principio, el método es simple. 


a) Para demostrar que es falso que todo elemento x en algún conjunto posee 
cierta propiedad P, basta presentar un contraejemplo (es decir, un elemento 
particular en el conjunto que no posea dicha propiedad); y 

b) Para demostrar que es falso que existe un elemento y en algún conjunto que 
satisface cierta propiedad P, es necesario probar que ningún elemento y en el 
conjunto tiene dicha propiedad. 


Por lo tanto, en el proceso de formar una negación, 


no (Vx)P pasa aser (Ax) no P 
y del mismo modo 
no (J3y)P pasaaser (Vy) no P. 


Cuando están presentes varios cuantificadores, estos cambios se usan repetida- 
mente. Así, la negación de la proposición (1) (verdadera) dada anteriormente pasa 
a ser, de manera sucesiva, 


no (Vx) (3y) Œ + y = 0), 
Ex) no (3y) Œœ + y = 0), 
(Ex) (Yy) no (x + y = 0), 
ax) My (+ y z0). 


La última proposición se puede expresar en palabras como: 


Existe un entero x tal que para todo entero y, x + y % 0. 


(Esta proposición es, desde luego, falsa.) 
Del mismo modo, la negación de la proposición (11) (falsa) dada anteriormente 
pasa a ser, de manera sucesiva, 
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no (y) (Vx) œ + y =0), 
(Vy) no (Vx) Œ + y =0), 


(Vy) Gx) no (x + y =0), 
(y) Ex) (e + y 40). 


La última proposición puede expresarse en palabras como: 
Para todo entero y, existe un entero x tal que x +y%0. 


Adviértase que esta proposición es verdadera y que el valor (o los valores) de x 
que hace x + y + 0 depende de y, en general. 
Del mismo modo, puede considerarse que la proposición 


Para toda ô> 0, el intervalo (—ô, ô) 
contiene un punto que pertenece al conjunto A, 


incluye la negación 


Existe ô> 0 tal que el intervalo (-ó, ô) 
no contiene ningún punto que está en A. 


La primera proposición puede simbolizarse como 

(V8> 0) Gy € 4) (e ES ©), 
y su negación puede simbolizarse como 

ES>0) (Yy € 4) Q £ Eó, ô) 


o como 
ES>0) (4N (8 $) = 0. 


Es la firme opinión de los autores que, si bien el uso de este tipo de simbología 
con frecuencia resulta conveniente, no es un sustituto de la reflexión. De hecho, 
los lectores ordinariamente deberán razonar por sí mismos cuál es la negación de 
una proposición y no confiar a ciegas en la simbología. Aun cuando una notación 
y simbología convenientes con frecuencia pueden ser un útil auxiliar para el razo- 
namiento, nunca pueden ser un sustituto adecuado del pensamiento y la compren- 
sión. 


Demostraciones directas 


Sean P y O proposiciones. Al afirmar que la hipótesis P de la implicación P >Q 


implica la conclusión O (o que P = Q es un teorema) se afirma que siempre que 
la hipótesis P es verdadera, entonces Q es verdadera. 

La construcción de una demostración directa de P => Q requiere la construc- 
ción de una cadena de proposiciones R4, Rz, * : :, R, tal que 
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P> Ry Ri > kR, DESG R,=> 0. 


(La ley del silogismo establece que si Rı = R3 y R, = R; son verdaderas, entonces 
Ri = Ry es verdadera.) Esta construcción no suele ser una tarea sencilla; puede 


` requerir intuición y considerable esfuerzo. Con frecuencia requiere también expe- 


riencia y suerte. 

Al construir una demostración directa, con frecuencia se trabaja hacia delante 
a partir de P y hacia atrás a partir de O. Nos interesan las consecuencias lógicas 
de P; es decir, las proposiciones Oy, - - +, Oz tales que P = O). Y también se 
podrían examinar las proposiciones P}, + + :, P, tales que P; > Q. Si se puede tra- 
bajar hacia delante a partir de P y hacia atrás a partir de O de tal modo que la 
cadena “se conecte” en alguno de los pasos intermedios, entonces se tiene una 
demostración. Con frecuencia en el proceso de intentar establecer P => O uno se 
encuentra con que es necesario fortalecer la hipótesis (es decir, agregar supuestos 
a P) o debilitar la conclusión (es decir, reemplazar a O por una consecuencia que 
no sea equivalente a O). 

La mayoría de los estudiantes están familiarizados con las demostraciones 
“directas” del tipo descrito arriba, pero daremos aquí un ejemplo elemental. Se 
demuestra el siguiente teorema. 


Teorema 1 Æl cuadrado de un entero impar también es un entero impar. 


Si se hace que n simbolice un entero, entonces la hipótesis es: 
P : n es un entero impar. 
La conclusión del teorema es: 
O : n? es un entero impar. 
Se necesita la definición de entero impar, por lo que se introduce la proposición 
R¡ :n=2k- 1 para algún entero k. 


Se tiene entonces P = R4. Quiere deducirse la proposición n? = 27m — 1 para algún 
entero m, ya que ésta implicaría Q. Se puede obtener esta proposición usando el 
álgebra: 


R,:12=(2k- 1? =412 -4k+ 1, 
R3¿:m2=(42 -4k+2)-1, 
Ra: 1M=2QlÉ -2k+1)-1. 


Si se hace m = 21? — 2k + 1, entonces m es un entero (¿por qué?) y se ha deducido 
la proposición 


Rs:n=2m-1. 


Por tanto, se tiene P => R; > R => R3 > R4 > R; > Q y el teorema queda 
demostrado. 
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Desde luego, ésta es una manera complicada de presentar una demostración. 
Normalmente, la lógica formal se omite y el razonamiento se da en un estilo más 
literario, con enunciados en lenguaje común. La demostración anterior puede rees- 
cribirse en un estilo más satisfactorio de la siguiente manera. 


Demostración del teorema 1 Si n es un entero impar, entonces n = 2k — 1 para 
algún entero k. Entonces el cuadrado de n está dado por n? = 41? - 4k +1 = 
2(212 —2k + 1)- 1. Si se hace m= 21? — 2k + 1, entonces m es un entero (¿por qué?) 
y n? =2m — 1. Por lo tanto, n? es un entero impar. Q.E.D. 


En este punto tal vez se quiera hacer un razonamiento preliminar para demos- 
trar que 24? — 2k + 1 es un entero siempre que k es un entero. En este caso, este 
hecho podría plantearse y demostrarse como un lemma, que generalmente es un 
resultado preliminar necesario para la demostración de un teorema, pero que por 
sí mismo es de poco interés. 

Dicho sea de paso, las letras “Q.E.D.” se refieren a quod erat demonstrandum, 
expresión en latín que significa “lo que se quería demostrar”. 


Demostraciones indirectas 


Hay básicamente dos tipos de demostraciones indirectas: (1) las demostraciones 
por el contrapositivo y (11) las demostraciones por reducción al absurdo. Los dos 
tipos de demostraciones se inician con el supuesto de que la conclusión Q es falsa, 
en otras palabras, que la proposición “no Q” es verdadera. 


(i) Demostraciones por el contrapositivo En lugar de demostrar P = O, 
puede probarse su equivalente lógico: no Q => no P. 


Considérese el teorema: 
Teorema 2 Sin es un entero y 1% es par, entonces n es par. 


La negación de “O : n es par” es la proposición “no O : n es impar”. La hipó- 
tesis “P : n? es par” tiene una negación similar, por lo que el contrapositivo es la 
implicación: si n es impar, entonces n? es impar. Pero éste es exactamente el teo- 
rema 1, el cual se demostró anteriormente. Por lo tanto, con esto el teorema 2 
queda demostrado. a 

La demostración por el contrapositivo suele ser conveniente cuando el cuanti- 
ficador universal está presente, ya que la forma contrapositiva incluirá entonces el 
cuantificador existencial. El siguiente teorema es un ejemplo de esta situación. 


Teorema 3 Sea a > 0 un número real. Si para toda £ > 0 se tiene 0 <a<e, 
entonces a = Q. 


Demostración. Si a = 0 es falsa, entonces, como a > 0, debe tenerse a > 0. En 
este caso, si se escoge £ = 3 a, se tiene entonces £ > 0 y £ < a, de donde la hipó- 
tesis 0 < a < e para toda e > 0 es falsa. Q.E.D. 


Se presenta a continuación un ejemplo más de una demostración por el con- 
trapositivo. O 
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Teorema 4 Sim, n son números naturales tales que m +n 2 20, entonces o m > 10 
on210. 


Demostración. Sila conclusión es falsa, entonces debe tenerse tanto m < 10 como 
n < 10. (Recuérdese lá ley de De Morgan.) Entonces al sumar las dos desigual- 
dades se obtiene m + 7 < 10 + 10 = 20, por lo que la hipótesis es falsa. Q.E.D. 


Gi) Demostración por reducción al absurdo Este método ¿le demostración 
hace uso del hecho de que si C es una contradicción (es decir, una proposi- 
ción que siempre es falsa, tal como “1 = 0”), entonces las dos proposiciones 


(Py(mo0)=>C P=>0 


son equivalentes lógicos. Por tanto, P => O se establece demostrando que la 
proposición (P y (no O)) implica una contradicción. 


Teorema 5 Sea a > 0 un número real. Si a > 0, entonces 1/a > 0. 


Demostración. Se supone que la proposición a > 0 es verdadera y que la propo- 
sición l/a > 0 es falsa. Así, 1/a < 0. Pero como a > 0 es verdadera, de las pro- 
piedades de orden de R se sigue que a(1/a) < 0. Puesto que 1 = a(l/a), se infiere 
que 1 <0. Sin embargo, esta conclusión contradice el resultado conocido de que 
1>0. Q.E.D. 


Hay varias demostraciones clásicas por reducción al absurdo (conocidas tam- 
bién como reductio ad absurdum) en la literatura matemática. Una de ellas es la 
demostración de que no existe ningún número racional r que satisfaga 7? =2. (Éste 
es el teorema 2.1.4 en el texto.) Otra es la demostración del carácter infinito de los 
números primos, la cual se encuentra en los Elementos de Euclides. Recuérdese 
que un número natural p es primo si sus únicos divisores enteros son 1 y p. Se su- 
pondrán los resultados básicos de que todo número primo es mayor que 1 y que 
todo número natural mayor que 1 o es primo o es divisible por un número primo. 


Teorema 6 (Elementos de Euclides, Libro IX, Proposición 20.) Hay una infi- 
nitud de números primos. 


Demostración. Si se supone por el contrario que los números primos son finitos, 
entonces puede suponerse que S = (py, -< -, Pn} es el conjunto de todos los nú- 
meros primos. Se hace m = py ` + + py, el producto de todos los primos, y se hace 
q =m + 1. Puesto que q > p; para toda i, se observa que q no está en S y, en con- 
secuencia, que q no es un número primo. Entonces existe un primo p que es di- 
visor de q. Puesto que p es primo, entonces p = p; para alguna j, por lo que p es 
un divisor de m. Pero si p divide tanto a m como a q =m + 1, entonces p es divisor 
de la diferencia q — m = 1. Sin embargo, esto es imposible, por lo que se ha lle- 
gado a una contradicción. Q.E.D. 


A 


Se establecerán los resultados que se enunciaron sin demostración en la sección 
1.3. El lector deberá remitirse a dicha sección para las definiciones. 

Al primer resultado se le llama en ocasiones el “principio del palomar”. Puede 
interpretarse diciendo que si m palomas se ponen en 7 casillas de un palomar y 
m > n, entonces al menos dos palomas deben compartir una de las casillas. Se trata 
de un resultado de uso frecuente en análisis combinatorio que da lugar a varias 
consecuencias útiles. 


B.1 Teorema Sean m,ne N con m >n. Entonces no existe una inyección de 
Ni en No 


Demostración. La demostración se hará por inducción matemática respecto a n. 
Sin = 1 y si g es cualquier mapeo de N, (m > 1) en N}, entonces es evidente 
que g(1) =: + - = g(m) = 1, por lo que g no es inyectiva. 
Suponer que k > 1 es tal que si m > k, no hay ninguna inyección de N„ en Ny. 
Se demostrará que si m > k + 1, entonces no hay ninguna función A : Np —> Nyl 
que sea una inyección. 


Caso 1: Si el codominio A(N) < N; c Ny, 1, entonces la hipótesis de inducción 
implica que kh no es una inyección de N,, en Ny y, por lo tanto, tampoco en Ny. 


Caso 2: —Suponer que A(N) no está contenido en Nz. Si más de un elemento 
de N„ se mapea en A + 1, entonces h no es una inyección. Por lo tanto, puede 
suponerse que una sola p e N,, es mapeada en k + 1 por A. Se define ahora 
hı E Np- => N; por 


h a sig=1,--,p=1, 
l hlq+1) sig=p,- m-1. 


Puesto que la hipótesis de inducción implica que hı no es una inyección en Ny, es 
inmediato ver que h no es una inyección en Ny. Q.E.D. 


Se demuestra a continuación que un conjunto finito determina un número 
único en N. 


1.3.2 Teorema de unicidad Si S es un conjunto finito, entonces el número de - 
elementos en S es un número único en N. 
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Demostración. > Si el conjunto S tiene m elementos, existe una biyección fı de N, 
en $. Si S también tiene n elementos, existe una biyección f de N, en S. Si m >n, 
entonces (por el ejercicio 19 de la sección 1.1) q o f es una biyección de N,, en 
N, lo que contradice el teorema B.1. Si n > m, entonces EE o fi es una biyección 
de N, en N, lo que contradice el teorema B.1. Por lo tanto, debe tenerse m = n. 
QED. 


B.2 Teorema Sine N, no existe una inyección de N en N,- 


Demostración. Suponer que f :: N — N, es una inyección y sea m :=n + 1. 
Entonces la restricción de fa N,, c N también es una inyección en N, . Pero esto 
contradice el teorema B.1. Q.E.D. 


1.3.3 Teorema El conjunto N de los números naturales es un conjunto infinito. 


Demostración. Si N es un conjunto finito, existe alguna n e N y una biyección f 
de N, en N. En este caso, la función inversa f~! es una biyección (y en consecuencia 
es una inyección) de N en N,. Pero esto contradice el teorema B.2. Q.E.D. 


A continuación se establece el teorema 1.3.8 definiendo una biyección de N x N 
en N. Se obtendrá la fórmula explicita para el procedimiento de conteo de N x N que 
se muestra en la figura 1.3.1; el lector deberá remitirse a dicha figura durante el 
análisis siguiente. El conjunto N x N se considera como una colección de diago- 
nales; la primera diagonal tiene 1 punto, la segunda tiene 2 puntos, + +, y la k-ésima 
diagonal tiene k puntos. Con base en el ejemplo 1.2.4a, el número total de puntos en 
las diagonales 1 a la k está dado entonces por 


y(k):=1+2+-+k=2hk(k+0. 
El hecho de que yes estrictamente creciente se sigue por inducción matemática y 
yik+1)=wy(k)+(k+1) para ken. 0) 


El punto (m, n) en N x N está en la k-ésima diagonal cuando k= m +n- 1, y 
es el m-ésimo punto en esa diagonal cuando se avanza hacia abajo de izquierda a de- 
recha. [Por ejemplo, el punto (3, 2) está en la cuarta diagonal (ya que 3+2-—1=4) 
y es el tercer punto en esa diagonal.] Por lo tanto, en el procedimiento de conteo 
que se ilustra en la figura 1.3.1, el conteo del punto (m, n) se hace contando pri- 
mero los puntos en las primeras k— 1 = m + n — 2 diagonales y sumando después 
m. De acuerdo con este análisis, la función de conteo h: N x N — N está dada por 


h(m,n):=yw(m+n—-2)+m para (m,n)eNxN. (2) 


[Por ejemplo, el punto (3, 2) se cuenta como el número M3, 2) = w(5 - 2)+ 3 = 
vG)+3=6+3 = 9, como en la figura 1.3.1. Asimismo, el punto (17, 25) se 
cuenta como el número (17, 25) = w(40) + 17 = 837.] Aun cuando este razona- 
miento geométrico ha sido sugerente y ha llevado a la fórmula de conteo (2), es 
necesario demostrar que A es en realidad una biyección de N x N en N. 
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1.3.8 Teorema Æl conjunto N x N es enumerable. 


Demostración. Se demostrará que la función A definida en (2) es una biyección. 
a) Se demostrará primero que h es inyectiva. Si (m, n) + (mí, n’), entonces 
GOQm+namw tn oi) m+nam +r ymm. 
Enel caso (1), puede suponerse que m +n < m +n’. Entonces, al usar la fór- 
mula (1), el hecho de que y es creciente y m > 0, se tiene 


Am,n)=WGn+n- 2 +m<yw(m+n-2)+(m+n-—1) 
=w(m+n-1)<yw(m'+n'-2) 
<yw(m +n!-2)+m'= h(m',n”). 


En el caso (11), si m + n = m +n y m +m’, entonces 
h(m,n)-m=w(m+n-2)=yw(m'+n'-2)= h(m',n')-m', 


de donde h(m, n) + h(m', n’). 

b) Ahora se demuestra que h es suprayectiva. 

Evidentemente, h(1, 1)= 1. Sip e N con p > 2, se podrá encontrar un par 
(mp np) € N XN con A(n, n,) = p. Puesto que p < w(p), entonces el conjunto 
E, :=1ke N:p< y(k); es no vacío. Utilizando la propiedad del buen orden 1.2.1, 
se hace que k, > 1 sea el último elemento en £,, (Esto significa que p está en la 
k,-ésima diagonal.) Puesto que p > 2, de la ecuación (1) se sigue que 


y(k, -1)<psy(k,)=y(k, -1)+k,. 


Sea ni, := p — Y(k, — 1) de tal modo que 1 < m, S k,, y sea n, := k, — mp + 1 de 
tal modo que 1 < n, < k, y my + np ~ 1 = k, Por lo tanto, 


h(m,,n,)=w(m, +n,-2)+m, =y(k, —1)+m, =p. 
En consecuencia, A es una biyección y N x N es enumerable. Q.E.D. 
El siguiente resultado es crucial para demostrar los teoremas 1.3.9 y 1.3.10. 


B.3 Teorema SiACNyA es infinito, existe una función p: N —> A tal que 
ọn +1) > ọ(n) 2n para toda n e N. Además, Q es una biyección de N en A. 


Demostración. Puesto que A es infinito, es no vacío. Se usará la propiedad del 
buen orden 1.2.1 de N para presentar una definición recursiva de (. 

Puesto que 4 + 0, existe al menos un elemento de 4, el cual se define como 
(1); por lo tanto, p(1) > 1. 

Puesto que A es infinito, el conjunto 4, := AU p(1)) es no vacío y se define p(2) 
como el elemento mínimo de 44. Por lo tanto, p(2) > p(1) 2 1, por lo que p(2) 2 2. 

Suponer que y se ha definido de tal modo que satisface p(n + 1) > p(n) 2 1 
para n= 1,---,k—1, de donde p(k) > p(k-— 1) > k-— 1, por lo que p(k) > k. Puesto 
que el conjunto 4 es infinito, el conjunto 


A, = AMO, 900) 
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es no vacío y se define p(k + 1) como el elemento mínimo de A. Por lo tanto, 
p(k +1) > p(k) y como p(k) > k, se tiene también p(k+ 1) > k+ 1. Por lo tanto, p 
está definida en la totalidad de N. 

Se afirma que p es una inyección. Si m > n, entonces m =n +r para alguna 
re N. Sir= 1, entonces p(m) = p(n + 1) > ọ(n). Suponer que p(n + k) > p(m); 
se demostrará que p(n + (k+ 1)) > p(n). De hecho, esto se sigue del hecho de que 
pm +(k+1))= 0((1+1)+1)> p(1+k) > (n). Puesto que p(m) > p(n) siempre 
que m > n, se sigue que p es una inyección. 

Se afirma que q es una suprayección de N en 4. De no ser así, el conjunto 4 := 
ANQ(N) es no vacio, y se hace que p sea el elemento mínimo en Å. Se afirma que p 
pertenece al conjunto (p(1), - - +, p(p)). De hecho, si esto no se cumple, entonces 


pe AMEI, PP) =4,, 


por lo que p(p + 1), al ser el último elemento en 4), debe satisfacer p(p + 1) < p. 
Pero esto contradice el hecho de que p(p + 1) > p(p) = p. Por lo tanto, A es vacío 
y pes una suprayección en Á. Q.E.D. 


B.4 Teorema SiA cN, entonces A es contable. 


Demostración. Si A es finito, entonces es contable, por lo que basta considerar el 
caso en que Æ es infinito. En este caso, el teorema B.3 implica que existe una 
biyección y de N en A, por lo que 4 es enumerable y, en consecuencia, contable. 

Q.E.D. 


1.3.9 Teorema Suponer que S y T son conjuntos y que T c S. 


a) SiS es un conjunto contable, entonces T es un conjunto contable. 
b) SiT es un conjunto incontable, entonces S es un conjunto incontable. 


Demostración. a) Si S es un conjunto finito, del teorema 1.3.5a se sigue que F 
es finito y, por lo tanto, contable. Si S es enumerable, entonces existe una biyec- 
ción y de S en N. Puesto que w(S) c N, el teorema B.4 implica que w(S) es con- 
table. Puesto que la restricción de wa T es una biyección en Y(T) y W(T) c N es 
contable, se sigue que 7' también es contable. 
b) Esta afirmación es el contrapositivo de la afirmación hecha en el inciso a). 
QE:D. 


Se presentan aquí las demostraciones de los criterios de Riemann y Lebesgue para 
que una función sea Riemann integrable. Se aborda primero el criterio de Rie- . 
mann, el cual es interesante en sí mismo y lleva al agudo criterio de Lebesgue. i 


C.1 Criterio de integrabilidad de Riemann Sea f : [a, b] >R una función i 
acotada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: f 


a) fe R[a, b]. Aa 
b) Para toda e > 0 existe una partición P, tal que si P}, P, son particiones eti- 
quetadas cualesquiera que tienen los mismos subintervalos que P, entonces 


ISCA; P)-S( FP )|< E. 


e) Para toda € > 0 existe una partición P, ={1, } = {X1x}; tal que si m; := 
inf{f(x): x € L} y M; := sup{f(x) : x e I}, entonces 


YM, -mx -x,.,)<2e. 2) 


i=l 


Demostración. a) = b) Dada € > 0, sea 7, > 0 como en el criterio de Cauchy 
7.2.1 y sea P¿ cualquier partición con ||Pll < e Entonces si Pr Pa son parti- 
ciones etiquetadas cualesquiera con los mismos subintervalos que Ps, entonces 
IPI < ne y NPall < Ne por lo que (1) se cumple. 

b) = c) Dada £> 0, sea P, =(1,)/, una partición como en el inciso b) y sean 
m; y M; como en la afirmación del i neo c). Puesto que m; es un ínfimo y M; es 
un supremo, existen los puntos u; y v; en J; con 


ET y M,- 20- zo a 


por lo que se tiene 


M,- m, < fw, )- flu)+ 


para i=1,--,n 


E 
(b-a) 
Si estas desigualdades se multiplican por (x;—x;_1) y se suman, se obtiene 
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FM, =m, =a) < Y (S0)- MUDO, xa) +2. 
i=] fal 


Se hace Q, := {0u} yQ, ={0, 0, YEs de tal modo que estas particiones 
etiquetadas tienen los mismos subintervalos que P,. Asimismo, la suma del lado 
derecho de la desigualdad es igual a S( f; O) — S(£; Q). En consecuencia, de (1) 
se sigue que se cumple la desigualdad (2). 


c) > a) Se definen las funciones escalonadas Œs y (0, en [a, b] por 
olx) =m y x) =M, para x€(x,,,x,), 


y Qe) := fx) := Og(x;¡) para i = 0, 1, <+, n; entonces Osx) < f(x) < Og(x) para 
x € [a, b]. Puesto que 0%, y (0, son funciones escalonadas, son Riemann integrables y 


b 5- b : 
Í Ze = Y mG, =x) y Í És =$ Mi, Aia): 
E i=] ° ial 


Se sigue por lo tanto que 


I o, — 0%,) = Yo —m MX, — X). 


Si se aplica (2), se tiene que 


b 
f (0, -0,)<2E. 


Puesto que e > 0 es arbitraria, el teorema de compresión implica que fe Rla, b]. 
Q.E.D. 


Se ha visto ya que toda función continua en [a, b] es Riemam integrable. En 
el ejemplo 7.1.6 se vio también que la función de Thomae es Riemann integrable. 
Puesto que la función de Thomae tiene un conjunto contable de puntos de discon- 
tinuidad, es evidente que la continuidad no es una condición necesaria para la inte- 
grabilidad de Riemann. De hecho, tiene sentido preguntar “qué tan discontinua” 
puede ser una función y, no obstante, seguir siendo Riemann integrable. El criterio 
de Riemann arroja algo de luz en cuanto a esta pregunta al demostrar que las 
sumas de la forma (2) deben ser arbitrariamente pequeñas. Puesto que los térmi- 
nos (M; — mx; — x;_,) en esta suma son todos 2 0, se sigue que cada uno de estos 
términos debe ser pequeño. Un término como éstos será pequeño si: (1) la dife- 
rencia M; — m; es pequeña (que será el caso si la función es continua en el inter- 
valo [x,_;, x,]), o si (11) un intervalo donde la diferencia M; — m; no es pequeña tiene 
longitud pequeña. 


El criterio de Lebesgue, el cual se examina a continuación, hace más precisas 
estas ideas. Pero antes es conveniente contar con la noción de oscilación de una 
función. 
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C.2 Definición Sea f. : A > R una función acotada. Si S CA c R, la oscilación 
de fen S se define como 


WES) = spil- FON: xy ES}. 6) 
5 Es inmediato ver que también puede. escribirse 


WF; S)=sup{f(x)- f): x,y ES} 
=sup{f(x):xeS}—inf{f(x): xe S}. 


También es trivial que si $ c T c A, entonces 
OS MISS) SW (S;T)<2- sup f(x): x € Aj. 
\ Si r > 0, recordar que la vecindad-r de c e A es el conjunto 
Víc):=4xe A: |x-el<r). 
C.3 Definición Sice 4, la oscilación de fen c se define por 
wfe) = inf UFV (0): 1 >0)= lim WLV (o). (4) | 


Puesto que r > W(f; V,(c)) es una función creciente para r > 0, este límite por la | 
derecha existe y es igual al ínfimo indicado. l 
| 
i 


C.4 Lema Sif:A — R está acotada y c € A, entonces f es continua en € si y 
sólo si la oscilación w(f; c) = 0. 


Demostración. (=>) Sifes continua en c, dada £> 0 existe ô> 0 tal que six e V,£c), 
entonces | f(x) — f(c)| < e/2. Por lo tanto, si x, y e V,(c), se tiene |f() — fO) < €, 
de donde 0 < w( f; c) < WS; V,(c)) < £. Puesto que £> 0 es arbitraria, esto implica 


que w( f; c) =0. 
(E) SiW(f; c)=0 y £> 0, entonces existe s > 0 con W(f; V,¿(c)) < e. Por tanto, 
si |x — c| < s, entonces | f(x) — f(c)| < €, y f es continua en c. Q.E.D. 


Se presentan a continuación los detalles de la demostración del criterio de inte- 
erabilidad de Lebesgue. Se recuerda primero la enunciación del teorema. 


Criterio de integrabilidad de Lebesgue Una función acotada f: [a, b] — R es 
Riemann integrable si y sólo si es continua casi en todas partes en [a, b]. 


Demostración. (=) Sea e > 0 que está dada y, para toda k e N, sea Hy := {x € 
[a, b] : W(f; x) > 1/24). Se demostrará que H; está contenido en la unión de un 
número finito de intervalos que tienen longitud total < £/24. 

E E ; Dar k nk) ok 
Por el criterio de Riemann, existe una partición F, = EARE |} tal que si mí 


(o bien MË) es el ínfimo (o bien el supremo) de fen el intervalo [xf_,,xf), entonces 
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ník) 


Y E mi) xt) < 8/4. 


i=l 
Sixe HN (x$ x"), existe r > 0 tal que V,(x) c (xfx), de donde 
1/2 <w(f) SWV 0) < ME mé. 


Si una sumatoria sobre aquellas i con HN (x!,,x*) + O se denota por 2”, entonces 


n(k) 


(12) y (at BANH Mal -xt ,)<€/4, 


de donde se sigue que 


> CH -x )<S e/2*. 


Puesto que HH, difiere de la unión de los conjuntos H, N (xf — x£) por a lo sumo un 
número finito de los puntos de partición, se concluye que H, está contenido en la 
unión de un número finito de intervalos de discontinuidad con longitud total < e/2£. 

Por último, puesto que D:= {x € [a, b]: wW(f;x)>0) = U ra, se sigue que 
el conjunto D de los puntos de discontinuidad de fe Ra, b] es un conjunto nulo. 

(ES) Sea | f@| < M para x e [a, b] y suponer que el conjunto D de los puntos de 
discontinuidad de f es un conjunto nulo. Entonces, dada € > 0, existe un conjunto 
contable [J,J, de intervalos abiertos con D c UZ, Ji y Era Jp < e/2M. 
Siguiendo a R. A. Gordon, se definirá una medida sobre [a, b] que resultará de uti- 
lidad. 


i) Sit g D, entonces f es continua en £ y existe Ô(f) > 0 tal que six € Veð 
entonces | f(x) — (| < e/2, de donde 


0<M, —m, :=sup{ f(x): x EV y, (0) mL FG): x EV gy O} SE 


li) Si te D, se elige Ó(t) > 0 tal que Vs) © Jy para alguna k. Para estos valores 
de £, se tiene 0 < M, — m, S 2M. 


Por tanto, se ha definido una medida ô sobre [a, b]. Si P= ERREARI es 
una partición fina-ô de [a, b], se separan los índices i en los dos conjuntos dis- 
juntos 


S :=(1:t 6D} y S,:=(i:t,€D). 


Si Pes fina-ó, se tiene [x-i Xx] € Vaa to, de donde se sigue que M; — m; < M, ~ 
m. Por consiguiente, si ¿€ S,, entonces M; — m; < e, en tanto que si i € Sy se tiene 
M; — m; S 2M. Sin embargo, la colección de intervalos [x;_¡, x;] con i e Sy está 
contenida en la unión de los intervalos (.J,+ cuya longitud total es < £/2M. Por lo 
tanto, 
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Y mn, mx, =X) 


i=l 


= Y M, =m), =) + Y M, =m, =3, 1) 


ieS, ¡eS y 
E < ò Elx, -x ;)+ > 2M(x, =x) 
o ies, ieS 


<e(b-a)+2M -(e/2M)< e(b-a+1). 


Puesto que £ > 0 es arbitraria, se concluye que fe Rl[a, b]. 
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QE.D. 


Se darán aquí las demostraciones de los teoremas 7.4.3, 7.4.6 y 7.4.8. No se repe- 
tirá la enunciación de estos resultados, y se usará la notación introducida en la sec- 
ción 7.4 y se hará referencia a las ecuaciones numeradas en ella. Se verá que se 
hace uso de algunos resultados importantes de los capítulos 5 y 6 en estas demos- 
traciones. 


Demostración del teorema 7.4.3. Si k= 1,2, >, n, sea a := a +(k-— 1)h y sea 
que y : [0, A] — R esté definida por 


po =H) farm food 


para że [0, A]. Adviértase que (0) = 0 y que (por el teorema 7.3.6) 
pO =H fa) + fa, +01+h1f (a, +t) fa, +t) 
=H f(a, )- fa, +01+21f (a, +t). 
Por consiguiente, Ø{0) = 0 y 
0 0=-5f la, +0+3f la, +t)tttf” la, +1) 
=4tf" (a, +t). 

Ahora sea que 4, B estén definidos por 

A=mfif(x):xela,blj),  B:=supif"():xela,bl 


de modo que se tiene 341 < pi(t) < 43t para t € [0, A], k=1,2,*> +, n. Al integrar 
y aplicar el teorema 7.3.1, se obtiene (ya que (0) = 0) que AË < pi (0) < 7 BÉ para 
te [0,h1, k=1,2,:* >, n. Al integrar de nuevo y tomar t = h, se obtiene (ya que 
P(0) = 0) que 


3 3 
LAN <Q, (hE Bh 
para k= 1,2, *- *, n. Si se suman estas desigualdades y se observa que 


EDT- finas, 
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b 
se concluye que Ahn <T(f)- f f(x)dx < + Bh’n. Puesto que h = (b — a)/n, se 
tiene 


ŁAlb-a)h? ST- f Sd ¿80-01 


Puesto que f” es continua en [a, b], de las definiciones de 4 y B y del teorema del 
valor intermedio de Bolzano 5.3.7 se sigue que existe un punto c en [a, b] tal que 
la ecuación (4) de la sección 7.4 se cumple. Q.E.D. 


Demostración del teorema 7.4.6. Si k= 1,2, +, n, sea c} := a + (k- 2)h y sea 
que y : [0, 44] > R esté definida por 


y O= [fugas fez 


cpt 


parate [0, 4h]. Adviértase que y¿(0) = 0 y que como 


Ck 


wo= Usa [7 od- fea, 


se tiene 


y= flet- fc, =D 6D-2ftc,) 
=[f(c, +1)+ fc, -01-2f(c,). 


Por consiguiente, yý (0) =0 y 


y= fc, +04 Pc, tE 
= fc, +t)- fe- t). 
Por el teorema del valor medio 6.2.4, existe un punto cy, z con [cy — cy, ¡| < t tal que 
WE (Ò = 21f (cy, à). Si se hacen A y B como en la demostración del teorema 7.4.3, 
se tiene 214 < Y; (À < 21B para t e [0, h/2], k= 1, 2, : ++, n. Se sigue como antes 
que 
3 3 
4At <y, (1)<. Bt 
para toda t€ [0, +4], k= 1, 2, + * -, n. Si se hace £= 5h, se obtiene 
3 3 
Ak <y, (2h)< B. 


Al sumar estas desigualdades y observar que 


Y va (21)> S IOMA, 


ES 
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se concluye que 
b A 
LAlén Ej foOd—M, ($)SLBH'n. 


Si se usa el hecho de que hi = (b ~ a)/n y se aplica el teorema del valor intermedio 
de Bolzano 5.3.7 a f” en [a, b], se concluye que existe un punto ye [a, b] tal que 
(7) de la sección 7.4 se cumple. Q.E.D. 


Demostración del teorema 7.4.8. Sik=0,1,2,**>, la = 1, sea cp :=a + Qk+ 1)% 
y sea que œ : [0, A] — R esté definida por 


OJO =H DHAS) flet SA Io. 
pan) 
Evidentemente, (0) = 0 y 
po = He, -t)+ fc, +11-¿[ fc, -1)-2 f(c,)+ fc, +01, 
por lo que pí(0) = 0 y 
P= e=0 Me ADE == feti], 
por lo que (0) =0 y 
pD =t fc, +t)- fc, 11. 

Por dónsiguiente, del teorema del valor medio 6.2.4 se sigue que existe y, , con 
lc; — Y l S t tal que P = 22 FONW, 1). Si se hace que A y B estén definidos por 
A=ifif%0:xelablh y B:=supif"(x):xe[la,b]), 

entonces se tiene 


ZAP SEOBE 


para fe [0, 4], k=0, 1, 5, in — 1. Así, después de tres integraciones, esta 
desigualdad pasa a ser 
l-z Tps 
— Ar < t) < — Bt 
90 Pon 90 
para toda te [0, A], k=0, 1,5 {n — 1. Si se hace ż = h, se obtiene 


> 1 5 1 5 
— Ah" <Q, (h) <— Bh 
90 P, A) 90 


para k=0, 1, 4n — 1. Si se suman estas in desigualdades y se observa que 


tn- 


Tas- Proa, 


k=0 
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se concluye que 


1 sa b 1 sn 
— AF =S — dx < — BP =. 
50 ASS) J rod m 


Puesto que 4 = (b — a)/n, del teorema del valor intermedio de Bolzano 5.3.7 (apli- 
cado a f®) se sigue que existe un punto c e [a, b] tal que la relación (10) de la 
sección 7.4 se cumple. Q.E.D: 


En este apéndice se presenta un ejemplo de una función continua que no tiene 
7 derivada en ningún punto y de una curva continua en R? cuyo codominio contiene 
| el cuadrado unitario completo de R?. En ambas demostraciones se usa el criterio 
M de Weierstrass 9.4.6. 


Una función continua que no es derivable en ninguna parte .. 


El ejemplo que se presenta es una modificación del que construyó B. L. van der 
Waerden en 1930. Sea que f, : R — R esté definida por fQ0) := dist(x, Z) = 
ínfílx— k| : ke Z}, por lo que fọ es una función continua con forma de “diente de 
sierra” que consta de rectas con pendiente +1 en los intervalos [X/2, (k + 19/21, 
ke Z. Para toda m € N, sea f (00) := (1/47) fp(4x), por lo que f, también es una 
función continua con forma de diente de sierra cuya gráfica consta de rectas con 
pendiente +1 y con 0 < fp œ) < 1⁄2 - 4). (Véase la figura E.1.) 


Figura E.1 Gráficas de fp, f y f- 


o 


Se define ahora g : R > R por g(x) := È zo fn). El criterio M de Weierstrass 
implica que la serie es uniformemente convergente en R; en consecuencia, g es 
continua en R. Se demostrará a continuación que g no es derivable en ningún 
punto de R. 

Sea x e R. Para toda n e N, sea h, := +1/4" + 1, donde el signo se elige de tal 
modo que tanto 4%x como 4”(x + h,,) estén en el mismo intervalo [4/2, (k + 1)/2]. 
Puesto que fọ tiene pendiente +1 en este intervalo, entonces 
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~- Eh) $4) £ (4x4 Rh) 1L4”x) 
A? h 4h 


n 


=+1. 


De hecho, si m < n, entonces la gráfica de fp también tiene pendiente +1 en el 
intervalo entre x y x + h,,, y por tanto 


ASAS 
mo h 


n 


=3+1 para m<n. 


Por otra parte, si m > n, entonces 4” (x + h,) — 4”x = +4"! es un entero, y como 
Jo tiene periodo igual a 1, se sigue que 


f {x+h )- f {x)=0. 


m 


Por consiguiente, se tiene 


g(x+h )- g(x) ht- J, œ) 
A >, 7 


m=0 


de donde el cociente diferencial (g(x + h,,) — gQ)/h, es un entero impar si n es par 
y es un entero par si n es impar. Por lo tanto, el límite 


lim E+D=800) 
h>0 h 


no existe, por lo que g no es derivable en el punto arbitrario x e R. 


Una curva que llena el espacio 


Se presenta ahora un ejemplo de una curva que llena el espacio que fue construido 
por I. J. Schoenberg en 1936, Sea y : R — R la función par continua con periodo 2 
dada por 


0 para 0<1<13, 
p(1):=33t-1 para 1/3<1<22, 
1 para 2/3<1<1l. 


(Véase la figura E.2.) Para £ e [0, 1], se definen las funciones 


a 32k Pu 
o y 0 
k=0 


k=0 


Puesto que 0 < p(x) € 1 y es continua, el criterio M de Weierstrass implica que f 
y g son continuas en [0, 1]; además, 0 < f(A < 1 y 0 < g(t) < 1. Se demostrará a 
continuación que un punto arbitrario (xp, yọ) en [0, 1] x [O, 1] es la imagen bajo 
(f, g) de algún punto tọ e [0, 1]. De hecho, sea que xp y yọ tengan los desarrollos 
binarios (= base 2): 


a 
+... y AA kaa iniy 
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donde toda a, es igual a 0 o a 1. Se demostrará que xo = f (to) Y Yo = £(tp), donde 
fọ tiene el desarrollo ternario (= base 3) 


-X 2a P 2a, , 2a, E 2a, 
ge E 3 32 33 34 


w 
w |= 
wjn 


Figura E.2 Gráfica de Q. 


Primero, se observa que la fórmula anterior produce un número en [0, 1]. Se observa 
asimismo que si aù = 0, entonces 0 < ty < 1/3, de tal modo que (tp) =0, y si ay=1, 
entonces 2/3 < tọ < 1, de tal modo que p(tp) = 1; por lo tanto, en ambos casos 
(ap) = ap. Del mismo modo, se ve que para toda n e N existe m, € N tal que 


E 2a 2a i 
I'i =2m, +44, 
3 3? 


de donde, por el hecho de que ọ tiene periodo 2, se sigue p(3"tp) = a„. Por último, 
se concluye que 
031) a 
FJ) D ze 2 = X> 


2k+1 
3 


© o3 t) i 
soss, yen -$ zen = Yo: 
k=0 


Por lo tanto, xy = f (to) Y Yo = £(to), como se afirmó. 
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Lector: no consulte las presentes sugerencias a menos que se encuentre atorado. 
Sin embargo, después de dedicar considerable esfuerzo a un problema, en oca- 
siones una pequeña sugerencia es lo único que se necesita. En muchos de los 
ejercicios se piden demostraciones y por lo general no hay un enfoque único que 
sea el correcto, así es que aun cuando el lector haya seguido un razonamiento 
totalmente diferente, éste puede ser correcto. Muy pocas de las siguientes suge- 
rencias ofrecen gran detalle y algunas de ellas podrán parecer absolutamente 
crípticas al principio. Se ofrecen mayores detalles para el material de los pri- 
meros capítulos. 


Sección 1.1 


1. 


Demostrar que si 4 € B, entonces 4 = A N B. Demostrar después que si 4=4N B, 
entonces 4 c B. 


. Demostrar que si x € £ \ (B N C), entonces x € (4 \ B) U (41 C). Demostrar después que 


siy € (4 \ B} U (4 \ ©), entonces y € 4 \ (B N C). Puesto que los conjuntos 41(B N C) 
y 4 \ (B N C) contienen los mismos elementos, son iguales. 


. 2) 4i N4 = {6, 12, 18, 24, ::-)=(6k:ke N)=A 


b) UA, =N ly N 4, =0. 


. No. Por ejemplo, tanto (0, 1) como (0, —1) pertenecen a C. 


9. a) f(E) =[2, 3], entonces A(E) = g(£(E)) = 8 ([2, 31) = [4, 9]. 


13. 


15. 
19. 


20. 


b) g1(G) = [-2, 2], entonces UG) = [-4, 0]. 

Si x e UG) O f -1(H), entonces x e F7UG) y x e £7U4), por lo que f(x) € Gy 
fŒ) e H. Entonces f(x) e G N H, y en consecuencia x e FG N H). Con esto se 
demuestra que FG) Nf (H) c FUGNA). 

Una posibilidad es f(x) := (x — a) / (b — a). 

Sig) = g (f(x), entonces f(x1) = f(x2), por lo que xı = x2, lo cual implica que 
g o fes inyectiva. Si w e C, existe y e B tal que g(y) = w y existe x e A tal que f(x) =y. 
Entonces g(f(<)) = w, de donde g o f es suprayectiva. Por tanto, g o fes una biyección. 


a) Sif(x) = f@2), entonces e(f(x1)) = g(f(,)), lo cual implica que x; = x,, ya que 
g o fes inyectiva. Por tanto, f es inyectiva. 46 
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Sección 1.2 


1. 


18. 


Adviértase que 1 / (1 -2)=1/(1 + 1). Además, k/(k+ 1)+1/ l0 + 1X(k + 2)] = 
(+1) / (+2). 


2. LHk+ DP +(k+ 19 = Gk DE+2)P. 

4. I- K + Qk + 1? = A+ 13 (+ 1). 

6. 

8. 5H — 4(k+1)-1=5-5E-4k-5=(5*-4k- 1) +4(5*— 1). 
13. 
16. 


(k+ DP + 5(k+ 1) = (17 + 5k) + 3k(k + 1) + 6 y k(k+ 1) siempre es par. 


Si k< 2%, entonces k + 1 < 2% + 1 < 2% + 2% = 2(25) = 2/41, 


La desigualdad se cumple para n = 1 y n 2 5, pero es falsa para n = 2, 3, 4. 


Vk+1/Vk+1=(Vkvk+1+D/vk+1>(k+ D/Vk+1=vVkE+ 1 


Sección 1.3 


1. 
Zi 


10. 


11. 


12. 


Usar el ejercicio 1.1.19 (= ejercicio 19 de la sección 1.1). 


Inciso b) Sea funa biyección de N„ en 4 y sea C = ((k)) para alguna ke N,- Definir. 
gen N,, - 1 por g(1) :=f(1) para i= 1, +, k-1y20):=f(+1)parai=k,*:m-—1. 
Entonces g es una biyección de N,, _¡ en 41 C. ; 


.a) Hay 6=3 2- 1 inyecciones diferentes de S en T. 


b) Hay 3 suprayecciones que mapean a en 1, y hay otras 3 suprayecciones que mapean 
aen2. ; 


. Si T) es enumerable, tomar T, =N. Si fes una biyección de T} en T, y si g es una biyec- 


ción de T, en N, entonces (por el ejercicio 1.1.19) g o fes una biyección de 7; en N, 
por lo que T} es enumerable. 


SiS NT=0yf:N > S, g : N > T son biyecciones en S y T, respectivamente, sea 


h(n) :=f((n + 1/2) si n es impar y h(a): = g(n/2} si n es par. 
a) P({1,2}) = (0, {1}, (2), {1, 2}} tiene 2? = 4 elementos. 
c) PL 2, 3, 4)) tiene 24 = 16 elementos. 


Sea que Sy +1 (= (X1, * "0 Xo Xp + 1) = Sn U {Xp + 1} tenga n + 1 elementos. Entonces un 
subconjunto de S,, , ¡ O (i) contiene a x, , ¡ O (ii) no contiene a x, + ¡ Hay en total 
2” +2” =2- 2” =2"*! subconjuntos de S, + 1 


Para toda m € N, la colección de todos los subconjuntos de N,, es finita. Adviértase que 
FN) =U za PON): 


Sección 2.1 


1. 
2. 


3. 


a) Justificar los pasos en: b=0+b=(=a+a)+b=-a+(a+b)=-a+0=-a 
c) Aplicar el inciso a) a la ecuación a + (-Da=a(1+(-D)=a-0= 0. 

a) “(a+b)= Da + b) = Cha + EDO = Ea) + (—b). 

c) Advertir que (—aX—~(1/a)) = a(l/a) = 1. 


a) 3/2 b) 0,2 
c) 22 d 1,-2 
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6. 
7. 


10. 


13. 
15. 


16. 


19. 
20. 
21. 


22. 
24, 


25. 


26. 


Advertir que si q e Z y si 3q? es par, entonces q? es par, por lo que q es par. 


Si p e N, entonces hay tres posibilidades: para alguna m e N U {0}, (1) p = 3m, (11) 
p=3m+1,0 (111) p=3m+2. 


a) Sic=d, entonces 2.1.7b implica que a + c < b + d. Si c < d, entonces a + c < b + 
c<b+d, 


Si a 0, entonces 2.1.8a implica que a? > 0; puesto que b? > 0, se sigue que a? + b? > 0, 


a) Si0<a<b, entonces 2.1.7c implica que 0 < a? < ab < b?, Entonces por el ejem- 
plo 2.1.13a se infiere que a = Va? < Vab < Vb? =b. 


a) (x:x>4ox<-1). b) (x:1<x<20-2<x<-1). 
c) f(x: -1<x<00x>l). d) (x:x<0ox>1l). 
La desigualdad es equivalente a 0 < a? — 2ab + b? = (a — b’. 


a) Usar 2.1.7c. 


a) Sea S:= {ne N:0<nm<1). Si S es no vacío, la propiedad del buen orden de N 
implica que existe un elemento mínimo m en S. Sin embargo, 0 < m < 1 implica 
que 0 < m? < m, y como m? también está en S, esto es una contradicción del hecho 
de que 7m es el elemento mínimo de S. 


a) Seax:=c-—1>0 y aplicar la desigualdad de Bernoulli 2.1.13c. 


a) Sim >n, entonces k:=m-=ne N y é 2 c> 1, lo cual implica que e” > c”. 
Recíprocamente, la hipótesis de que c” > c” y m <n llevan a una contradicción. 


Sea b := cl" y demostrar que b > 1. El ejercicio 24a implica que c!” = b” > b” = ¿Um 
si y sólo si m > n. 


Se hace m e Ñ y se usa la inducción matemática para demostrar que a” +” = a”a” y 


(ar? = a™ para toda n e N. Entonces, para n e N dada, se demuestra que las igualda- 
des son válidas para toda m e N. 


Sección 2.2 


1. 


a) Sia>0, entonces la] = a = V'a?; si a < 0, entonces la] = -a = Va?. 
b) Basta demostrar que |1/b] = 1/|b| para b + 0 (¿por qué?). Considerar los casos b > 0 
yb<0. 


. Six <y <z, entonces |x — y| + |y — z| = (y ~ x) + (z — y) =z - x = |z — x|. Para estable- 


cer el reciproco, demostrar que es imposible tener y < x y y > z. Por ejemplo, si y < x < 
z, de lo que se demostró y de la relación dada se sigue que |x — y| = 0, de donde y = x 
que es una contradicción. 


.a) -2 <x<9/2 b) -2<x<2. 

.x=40x=~3. 

. a) x<0 b) -32<x<1/2. 

. {x : —3 < x < —5/2 o 3/2 <x < 2}. 

e {x:1<x<4}. 

.a) {œ,y):y=tx}. c) Las hipérbolas y =2/x y y = —2/x. 


. a) Siy 20, entonces —y < x < y y se obtiene la región en el semiplano superior que 


está en o entre las rectas y = x y y = —x. 
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16. 
17. 


Sugerencias para ejercicios seleccionados 


a) Suponer que a < b. 


Sia < b < c, entonces medía, b, c} = b = min{b, c, c} = minímáxfa, bj, máx {b, ej, 
máx{c, a}}. Los otros casos son similares. 


Sección 2.3 


1. 


11. 


Puesto que 0 < x para toda x e $4, entonces u = 0 es una cota inferior de S¡. Si v > 0, enton- 
ces v no es una cota inferior de S4 porque v/2 e Sı y v/2 <v. Por lo tanto, inf S} =0: 


. Puesto que 1/n < 1 para toda n e N, entonces 1 es una cota superior de $3. 
. sup S4¿=2 e inf S4 = 1/2. 


. Sea u e S una cota superior de $. Si v es otra cota superior de S, entonces u < v. En 


consecuencia, u = sup $. 


. Sea u := sup A, v := sup B y w := sup{u, v}. Entonces w es una cota superior de A Ù 


B, porque six € A, entonces x < u < w, y si x € B, entonces x < v < w. Si z es cualquier 
cota superior de 4 U B, entonces z es una cota superior de 4 y de B, por lo que u<z y 
v <z. En consecuencia, w < z. Por lo tanto, w = sup(4 U B). 


Considerar dos casos: u 2 s* y u < s*. 


Sección 2.4 


1. 


7, 


11. 


13. 


Puesto que 1 — 1/7 < 1 para toda n e N, 1 es una cota superior. Para demostrar que 1 
es el supremo, debe probarse que para toda €> 0 existe n e N tal que 1 — 1/n>1-=e€ 
que es equivalente a 1/n < e. Aplicar la propiedad de Arquímedes 2.4.3 o 2.4.5. 


. inf S=-—1 y sup S=1. 


. a) Seau := sup Sy a > 0. Entonces x < u para toda x e S, de donde ax < au para toda 


x € S, de donde se sigue que au es una cota superior de as. Si v es otra cota supe- 
rior de as, entonces ax < v para toda x e S, de donde x < v/a para toda x e S, con 
lo que se demuestra que v/a es una cota superior de S, y en consecuencia u < v/a, 
de donde se concluye que au < v. Por lo tanto, au = sup{aS}. 


. Sea u := sup f(X). Entonces f(x) < u para toda x € X, por lo que a + f(x) < a + u para 


toda x e X, de donde sup{a + f(x) : x € X} <a+u. Siw < a+ u, entonces w — a <u, 
por lo que existe x,, e X con w — a < f(x„), de donde w < a + f(x), y en consecuencia 
w no es una cota superior de {a + f(x) :x € X}. 


Si u := sup f(X) y v := sup g(¥), entonces f(x) < u y g(x) < v para toda x e X, de donde 
fœ) + g(x) <u +v para toda x € X. 


.a) fŒ) = 1 paraxe xX. 


b) g(y)=0 para y e Y. 


Sea S := {A(x, y):x € X, y e Y). Se tiene A(x, y) € F(x) para toda x e X, y e Y, por lo 
que sup S S sup{ F(x) : x € X}. Si w < sup{F(x) : x e X}, entonces existe xy e X con 
w < F(xp) = supíh(xp, y) : y € Y}, de donde existe yọ e Y con w < h(xp, yo). Por tanto, 
w no es una cota superior de $, y en consecuencia w < sup S. Puesto que esto: sé 
cumple para cualquier w tal que w < supíF(x) : x e X}, se concluye así que supíF(x) : 
xe xX} < sups. 


Advertir que n < 2” (de donde 1/2” < 1/n) para toda n e N. 
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14. Sea $; := {s e R : 0 <s, s? <3}. Demostrar que Sy es un conjunto no vacío y acotado 
por 3 y hacer y := sup S3. Siy? < 3 y 1/n< (3 a que y + l/n e 
53. Siy?> 3 y 1/m < (y? — 3)/2y, demostrar que y — 1/m e S3“Por lo tanto, y? = 3. 


17. Six<0 < y, entonces se puede tomar r=0, Si x < y < 0, se aplica 2.4.8 para obtener 
un número racional entre —y y ~x. 


Sección 2.5 


2. $ tiene una cota superior b y una cota inferior a si y sólo si S está contenido en el inter- 
valo [a, b]. 


i 4. Debido a que z no es ni una cota inferior ni una cota superior de $. 


5. Siz e R, entonces z no es una cota inferior de $, por lo que existe x, e S tal que x, < z. 
Del mismo modo, existe y, e S tal que z $ y,. 


8. Six > 0, entonces existe n € N con 1/n < x, por lo que x € J,. Si y < 0, entonces y € J. 


10. Sea y := ínfíb,, : n e N}; se afirma que a, < Y para toda n. Sea n e N; se demostrará 
que a,, es una cota inferior del conjunto {b} : k e N}. Se consideran dos casos. j) Si 
n < k, entonces como J, > Ip se tiene a, € a < bj. jj) Si k < n, entonces como ¿y > p» 
se tiene a, S b, € bj. Por lo tanto, a, < bz para toda k e N, por lo que a,, es una cota 
inferior de {b} : ke N} y en consecuencia a, < n. En particular, con esto se demues- 


tra que N e [a,,, bp] para toda n, por lo que ne N/,,. 
12. 3=(.011000 ++), = (010111 ++ -). 5=(0111000 ++)» =(O110111 += >). 


13. a) 3= (0101). b) 3=(010101 -- ),, el bloque 01 se repite. 
16. 1/7 =.142 857 : : -, el bloque se repite. 2/19 =.105 263 157 894 736 842 : : -, el bloque 
se repite. 


17. 1.25 137: +: 137: + -= 31253/24975, 35.14653 * + : 653 - : *=3511139/99900, 


Sección 3.1 


1. a) 0,2,0,2,0 c) 1/2, 1/6, 1/12, 1/20, 1/30 
37a) 1,4,13, 40,121 ` c) 1,2,3, 5,4. 


5; a) Se tiene 0 < n/(n2 + 1) < n/n? = 1/n. Dada £> 0, sea K(£) > 1/2. 
c) Se tiene |(3n + 1)/Qn + 5) — 3/2| = 13/(4n + 10) < 13/4n. Dada e > 0, sea Ke > 


13/4e. 
6.a) 1 vyn +7<1 vn b) [2n/(1 +2) -2|=4/(n +2) < 4/n 
e) valn+1)<1/vn . d) (=n? + D| < Un 
9. 0<Vx,<es0<x,<e. A 


11. |1/n— Vr +1) = 1/n(n + 1) < 1/2 < 1/n. 


13. Sea b := 1/(1 + a) donde a > 0. Puesto que (1 + a)" > 3n(n — 1)a?, se tiene que 
0 < nb” < n/[¿n(n — Da?] < 2/[(n — 1)a?]. Por tanto, lim(nb”) = 0. 


15. Si n > 3, entonces 0 < n?/n! < n/(n — 2)(n — 1) < 1⁄7 — 3). 
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Sección 3.2 


1. 
3. 
6. 


a) lím(x,)=1 c) x, 2 n/2, por lo que la sucesión diverge. 
Y=(X+Y)-X. . 
a) 4 b) 0 o 1 d) 0. 

. En (3) el exponente k está fijo, pero en (1 + 1/1)" el exponente varía. 


. imn) = 0 y lim(V/m,,) =3. 
bd, 


.a 1 b) 1. 

.a) La b) L=bN c) L=1/b d) L=8/9. 
. a) Converge a 0 c) Converge a 0. 

-3 0) b) (n). 


. Sí. (¿Por qué?) 
. Por el ejercicio 2.2.16, uin = 3 (Xy + Yn + Pp — Jl). 


. Usar los ejercicios 2.2.16b, 2.2.17 y el ejercicio precedente. 


Sección 3.3 


1. 
2. 


(Œn) es una sucesión acotada decreciente. El límite es 4. 


El límite es 1. 3. El límite es 2. 4. El límite es 2. 
. (Yn) es creciente. El límite es y =5(1 + V1 + 4p). 


+ Œp) es creciente. 
+ (s,) es decreciente y (1,) es creciente. Asimismo, f, € Xy < S„ paran e N. 


. Advertir que y, = 11 + 1) + Mn +2) + + + 1/28 < ln +1) + ln +1) ++ 


Wa+1)=n(n+1)<1. 


.a) e be c) e d) le. 

. Advertir que si n > 2, entonces 0 < s, — V2<52-2. 

. Advertir que 0 < s, — V5 < (s2 — 5/V5 < (s? — 5/2. 

. e,=2.25,  e4=2.441 406,  eg=2.565785, e16 =2.637 928. 
. es} =2.691 588,  ejgg =2.704814, e1009 = 2.716 924. 


Sección 3.4 


1. 
3. 
7. 
8. 


12. 


Por ejemplo, x>,-1 := 27 — 1 y x7, := 1/2n. 


L=3(1+vV5). 
a) e b) el cy e dy e. 
a) 1 b) e2 


Se elige nı > 1 de modo que lx, | > 1, después se elige m >n; de modo que br, 1 > 2, y; 
en general, se elige n; > n}; de modo que Pen, >k. 
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13. (2, 1) = (El, 1/3, —1/5, < >). 


14. Se elige nı 2 1 de modo que Xy, ZS — 1, después se elige 7 > 11, de modo que xp, > s ~ 
1/2, y, en general, se elige 1, > 1; 1 de modo que Xy? 5 1/k. 


Sección 3.5 


1. Por ejemplo, (1). 


3. a) Obsérvese que ((-1)” — (1) +1 = 2 para toda n e N. 
i c) Tomar m = 2n, de donde x,, — X, = Xp — Xp = ln 2n — ln n = ln 2 para toda n. 


5. lím( Vn + 1 — vn) = 0. Pero, si m = 4n, entonces V4n — Vn = vn para toda n. 


8. Sea u := sup{x, : ne N}. Si €> 0, sea H tal que u ~ € < xy < u. Si m > n > H, enton- 
CES U — E < xy € Xm < u, por lo que |x,,, — Xp] < €. 
10. lim œ) = (1/3)x; + (2/3)x2. 
12. El límite es V2 — 1. 


13. El límite es 1 + v2. 


14. Con cuatro iteraciones se obtiene r = 0.201 64 con cinco cifras decimales. 


Sección 3.6 


1. Si (x, : n e N} no está acotado por arriba, se elige n;,] > 1; tal que Xn, Z kpara ke N. 
3. Advertir que |x, — 0| < e si y sólo si 1/x, > 1/£. 

4. a) [Vn >a] o [n> a] c) vn- 12 vn/2 cuando n > 2. 

8. 


a) n< (n? +2)!2, 
c) Puesto que n < (n? + 1)!2, entonces n!2 < (n? + 1)12/n12, 


9. a) Puesto que x,/y,, —> oo, existe K} tal que si n > K,, entonces x, > y, Ahora se apli- 
ca el teorema 3.6.4a. 


Sección 3.7 


1. Las sumas parciales >> b, son una subsucesión de las sumas parciales de 2 a,,. 
3. a) Puesto que 1/(n + 1)(n + 2) = 1/(n + 1) — 1/(n + 2), la serie es telescópica. 


6. a) La sucesión (cos n) no converge a 0. 
b) Puesto que |(cos n)/n?] < 1/n?, la convergencia de Y (cos 1)/n? se sigue del ejem- 
plo 3.7.6c y del teorema 3.7.7. 


7. La sucesión “par” (s2,) es decreciente, la sucesión “impar” (s7y,1) es creciente y —1 < 
Sh < 0. Asimismo, 0 < S2y — S2n41 = 1/V42n + 1. 


9. 2) 1/1? es convergente, pero >) 1/n no lo es. 
11. Demostrar que by > ay/k para k e N, de donde b} +°: +b, 2 a/(1+:::+1/n). 


12. Evidentemente, 2a(4) < a(3) + a(4) y 2a(8) < a(5) +- - + a(8), etc. Asimismo, a(2) + 
a(3) <2a(2) y a(4) +: --+a(7) <2%a(2?), etc. La desigualdad enunciada se sigue por adi- 
ción. Se aplica entonces el criterio de comparación 3.7.7. 
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14. a) Los términos son decrecientes y 2”/2” In(2”) = 1/(n in 2). Puesto que 2 1/n diver: 
ge, también lo hace > 1/(n ln n). 


15. a) Los términos son decrecientes y 2/2” (In 27) = (1/n) - (1/In 2). Ahora se usa él 
hecho de que >> (1/n*) converge cuando c > 1. 


Sección 4.1 


1. a-c) Si |x- 1|< 1, entonces |x + 1| < 3 de modo que |x? — 1| < 3|x — 1]. Por lo tanto, 
lx— 1| < 1/6 asegura que |x? — 1| < 1/2, etc. 
d) Si|x—1|< 1, entonces |x3 — 1| < 7|x— 11. 


2. a) Puesto que |V% — 2] = |x — 4| / (Vx +2) < 5|x— 4], entonces |x — 4| < 1 implica que 
se tiene [Vx — 2| < 3. 
b) Si |lx-4|<2x 10%? = .02, entonces |v% — 2| < .01. 


5. Si 0 < x < a, entonces 0 < x.+ c < a + c < 2a, de modo que |x? — 62] = |x + elix el < 
2alx — c|. Dada £> 0, tomar ô := £/2a. 


8. Si c * 0, demostrar que Vx — ve] < (1/Vc)|x — cl, por lo que puede tomarse ô := eve, 
Si c = 0, puede tomarse ô := e?. 


9. a) Siļx-2|< 1/2 demostrar que |1/(1 — x) + 1 = [(x — 2/(x — 1)| < 2lx — 2]. Por tanto, 
puede tomarse ô := inf{ 1/2, £/2}. l 
c) Six #0, entonces |x?/|x] — 0| = |x|. Se toma ô := £. 


10. a) Si |lx—2|< 1, entonces |x? + 4x — 12] = |x + 6llx — 2| < 9ļx — 2]. Puede tomarse ô := 
ínf{1, £/9}. 
b) Sijx+1|< 1/4, entonces |(x + 5)(3x + 2) — 4| = 7|x + 1//2x + 3| < 14|x + 1|, y puede ' 
tomarse ô := ínf{ 1/4, e/14). 


11. a) Seax, :=1/n. c) Sea x, := Un y y, :=—1/n. 
13. b) Si f(x) := sgn(x), entonces lim(f (0)? = 1, pero lím FG) no existe. 
14. a) Puesto que |f(x) — 0| < |x|, se tiene lím FG) =0. 


b) Siczx0 es irracional, sea (x,) una sucesión de números irracionales que converge 
a c; entonces f(c) = c + 0 = lim (f(x,)). ¿Qué ocurre si c es irracional? 


16. La restricción de sgn a [0, 1] tiene límite en 0. 


Sección 4.2 


.a) 10 b) -3 c) 112 d) 1/2. 
a) 1 b 4. c) 2 d) 1/2. 
. Se multiplica el numerador y el denominador por V1 + 2x + v1 + 3x. 


. Considerar x, := 1/27n y cos(1/x,) = 1. Usar el teorema de compresión. 4.2.7. 


D e W » a 


. Si lx] < 1, ke N, entonces |x*] = |x]* < 1, de donde 2 < x¥ +? < 2, 


11. a) No hay límite b 0 
c) No hay límite d) 0. 
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Sección 4.3 


2. 
3. 


13. 


Sea f(x) := sen(1/x) para x < 0 y f(x) := 0 para x > 0. 


Dada œ > 0, si 0 < x < 1/07, entonces Vx < 1/0, y por consiguiente f(x) > œ. 


.2a) Siga>lyl< x< ala — 1), entonces Y < x/(x — 1), de donde se tiene que 


lí x= = 
Eve 1) = œo. 


c) Puesto que (x + 2)/Vx > 2/Vx, el límite es oo. 
e) Six > 0, entonces 1/Vx < vx + 1/x, por lo que el límite por la derecha es oo. 
g) 1 hb) -l. 


. Adviértase que | f(x) — L| < e para x > K si y sólo si |f(1/z) — L| < € para 0 < z < 1/K. 


. Existe 0 > 0 tal que xfx) — £| < 1 siempre que x > œ. En consecuencia, |f(x)] < 


(L| + 1)/x para x > œ. 


. No. Si Aœ) := f(x) — gx), entonces limh(x) = 0 y se tiene que f(x)/g(x) = 1 + 


haye) => 1. 


Suponer que |f(x) — L| < € para x > K, y suponer que g(y) > K para y > H. Entonces 
[Fo g(y) — L| < e para y > H. 


Sección 5.1 


4, 


a) Continua si x + 0, +1, +2, =- b) Continua si x + 1, +2, >> 
c) Continua si sen x =+ 0, 1 d) Continua si x + 0, +1, 1/2, +++. 
. Sea £ :=f(c)/2 y sea 9 > 0 tal que si |x — c| < Ó, entonces | f(x) — f(c)| < e, lo que impli- 


ca que f(x) > f(e) - £ = f(e)/2 > 0. 


. Puesto que fes continua en x, se tiene f(x) = lim(f(x,)) = 0. Por tanto, x € S. 
10. 
13. 


Adviértase que [lx] — [e]| < lx = cl. 


Puesto que |g(x) — 6| < sup([2x — 6], lx — 3|} = 2lx — 3], g es continua en x=3.Sicx3, 
sea (x,) una sucesión de números racionales que converge a c y sea (y„) una sucesión 
de números irracionales que converge a c. Entonces lím(g(x,,)) + lim(g0»,)). 


Sección 5.2 


1. 
2. 
4. 
7. 
12. 


13. 


a) Continua en R ; c) Continua para x + Q. 
Usar 5.2.1a y la inducción matemática; o usar 5.2.8 con g(x) := x”. 
Continua en todo número no entero. 

Sea f(x) := 1 si x es racional y f(x) := —1 si x es irracional. 


Demostrar primero que f (0) = 0 y f(=x) = —f (x) para toda x e R; después advertir que 
fŒ- xo) =f Œ) -f (xo). Por consiguiente, fes continua en el punto xy si y sólo si es con- 
tinua en 0. Por tanto, si f es continua en xọ, entonces es continua en 0 y en consecuen- 
cia en todas partes. 


Demostrar primero que f (0) = 0 y (por inducción matemática) que f(x) = cx para x e N, 
y en consecuencia también para x e Z. Demostrar después que f(x) = cx para x e Q. 
Por último, si x £ Q, sea x = lím(r,„) para alguna sucesión en Q. 
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15. Si fœ) > gx); entonces ambas expresiones dan como resultado Ax) = f0); y siJ()< 
g(x), entonces A(x) = g(x) en ambos casos. 


Sección 5.3 
1. Aplicar el teorema de acotabilidad 5.3.2 a 1/f o bien el teorema del máximo-mínimo 
5.3.4 para concluir que inf (1) > 0. 


3. Elegir una sucesión (x,) tal que |£(%, + DI < E/E € O'I]. Aplicar el teorema de 
Bolzano-Weierstrass para obtener una subsucesión convergente. 


4. Suponer que p es de grado n impar y que el coeficiente a, de x” es positivo. Por 4.3.16; 
Ém p(x)=00 y lím p(x)=-00. 
5. En los intervalos [1.035, 1.040] y [-7.026, -7.025]. 
7. En el intervalo [0.7390, 0.7391]. 
8. En el intervalo [1.4687, 1.4765]. 
9.a) 1 b) 6. 
10. 1/2” < 10% implica que n > (5 In 10YIn 2 = 16.61. Tomar n = 17. 


11. Si f(w) < 0, entonces del teorema 4.2.9 se sigue que existe una vecindad-9 V¿(w) tal 
que f(x) < 0 para toda x e Vg(w). 


14. Aplicar el teorema 4.2.9 a B- fŒ). 


15. SiO <a < b < œ, entonces f((a, b)) = (a?, b?), si oo < a < b < 0, entonces f((a, b)) = 
(62, a°). Si a < 0 < b, entonces f((a, b)) no es un intervalo abierto, pero es igual a 
[0, c), donde c := sup{a?, b?}. Las imágenes de intervalos cerrados se tratan de mane- 
ra similar. 

16. Por ejemplo, si a < 0 < b y c := ínf(1/(a? + 1), 1/(b? + 1)}, entonces g((a, b)) = (c, 1]. 
Si 0 < a < b, entonces g((a, b)) = (1⁄2 + 1), 1/(a? + 1)). Asimismo, g([-1, 1]) = 
[1/2, 1]. Si a < b, entonces h((a, b)) = (a?, b3) y A((a, bI) = (a?, b3]. 

17. Sí. Usar el teorema de densidad 2.4.8. 


19. Considerar g(x) := 1/x para x e J := (0, 1). 


Sección 5.4 
1. Puesto que 1/x — 1/u = (u — x)/xu, se sigue que |1/x — 1/u| < (l/a?)|x — ul para x, u e 
[a, 00). 


3. a) Seax, :=n+1l/n, u, := n. 
b) Sea x, := 1/2nx, u, := 1/Qn7 + 1/2). 


6. Si M es una cota tanto de f como de g en 4, demostrar que |fe) — faea) < 
MIC) -f| + Mig(x) — g(u)| para toda x, u € A. 
8. Dada £> 0, existe ô > 0 tal que |y — v| < Ofimplica que |f(y) — f(w)] < e. Elegir ahora 
ô, > 0 de modo que |x — u| < ô, implica que [g(x) — g(u)| < ô 
11. Si lg(x) — g(0)| < Klx — 0] para toda x e [0, 1], entonces Vx < Kx para x e [0, 1]. Pero 
si x, := 1/n?, entonces K debe satisfacer que n < K para toda n e N, lo que es im- 
posible. 
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14. Puesto que f está acotada en [0, p], se sigue que está acotada en R. Puesto que fes con- 
tinua en J := [-1, p + 1], es uniformemente continua en J. Demostrar ahora que esto 
implica que fes uniformemente continua en R. 


Sección 5.5 


1. a) Los intervalos-ô son [- 3, 4, G 3] y B $1. 
b) El tercer intervalo-Ó no contiene a [i, 1]. 


a) Sí b) Sí. 


No. El primer intervalo- es [—75,75] y no contiene a [0, ¿]. 


. b) Site G, 1) entonces [+— SÀ, t+ Al = i+} +31] cG, 1. 


pe pR 


. Podrían tenerse dos subintervalos que tienen a c como etiqueta con uno de ellos no con- 
tenido en el intervalo-0 alrededor de c. 


7. Si P = (Ca, xıl, tı), e (i c], ti), fe, X1 tki) E: (Eo bl, tn) es fina-0*, 


entonces P’ := {([a, x11, t1) + * > (z1 el, t} es una partición fina- de [a, c] y 
P” =4(Lo, xel te) * * * > (Exp Dl 1) es una partición fina-9” de [c, b]. 

9. La hipótesis de que f está acotada localmente implica entonces una medida ô. Si 
{xi xi, £) PL, es una partición fina-Ó de [a, b] y M; está acotado para |f| en Di- 1, Xil 
sea M :=supíM,:i=1,*::,1). 


Sección 5.6 i 


1. Sixe [a, b], entonces f(a) < f(x). 


4. Si 0 < f(x1) <f(2,) y 0 < g(x1) < g@2), entonces feg) <e) Sfogo). 

6. Si fes continua en c, entonces lím(F(x,,)) = f(c), ya que c = lim(x,). Recíprocamente, 
puesto que 0 < je) S fp) -f Œ2n+1), Se sigue que jy(c) = 0, de modo que fes conti- 
nua en c. 


7. Aplicar los ejercicios 2.4.4, 2.4.5 y el principio de los ínfimos iterados (análogo al 
resultado del ejercicio 2.4.11). 
8. Sea xı € / tal que y =f(x,) y X2 e T tal que y = g(x2). Si x, < x], entonces y = g(y,) < 
FG) <f (1) = y, que es una contradicción. 
11. Adviértase que f7! es continua en todo punto de su dominio [0, 1] U (2, 3]. 
14. Sea y := x!” y z := x"4 de tal modo que y” = x = z4, de donde (por el ejercicio 2.1.26) 
y"P = xP = z®, Puesto que np = mq, demostrar que (x1/?y2 = (x1/0)P y x= xP, 
Considerar ahora el caso en que m, p € Z. 


15. Usar el ejercicio precedente y el ejercicio 2.1.26. 


Sección 6.1 


La œ= limO+ Ax" J/h=lim(3x +3xh+h)=3x%, 


HEN Axthdx y 1 1 
E e ar 
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4. Adviértase que |/(x)/x| < |x| para x e R. 


5.a) = -xA +12? b) gO = @- 1/5 -2x +x? 
o) K) = macos tsen xy d) KO = 2x seô). 


6. La función f” es continua para n > 2 y es derivable para n > 3. 


8. a) f(0)=2 para x > 0; f'(x) = 0 para-1<x<0 y f(x) = -2 para x<-1, 
c) HG) = 2]x]| para toda x e R. 


10. Si x + 0, entonces g'(x) = 2x sen(1/x?) — (2/x) cos(1/x?). Además, 
2 (0) = lím h sen(1/h2) = 0. Considerar x, := 1/42n7. 

11.2) F6)=2/0x+3) b) e = 6D 
0) KO) = 1x d) KO = ELE). 

14. 1/K (0) = 1/2, KC) = 1/5, y KEI) = 1/5. 

16. D[arctan y] = 1/D[tan x] = 1/sec? x = 1/(1 + y?). 


Sección 6.2 
1. a) Creciente en [3/2, 00), decreciente en (—oo, 3/2] 
c) Creciente en (oo, —1] y [1, 00). 


2. a) Minimo relativo en x = 1; máximo relativo en x =-—1 
c) Máximo relativo en x = 2/3. 


3. a) Minimos relativos en x = +1; máximos relativos en x = 0, +4 
c) Mínimos relativos en x = —2, 3; máximo relativo en x = 2. 


6. Si x < y entonces existe c en (x, y) tal que |sen x — sen y] = [cos cl| y — xl. 
9. f(x) = x*(2 + sen(1/x)) > 0 para x % 0, por lo que f tiene un mínimo absoluto en x = 0. 
Demostrar que f'(1/2n7) < 0 para n > 2 y f'(2/(4n + 1)7) > 0 para n > 1. 
10. g(0) = lím(1 + 2x sen(1/x)) = 1 + 0 = 1, y si x + 0, entonces g'(x) = 1 + 4x sen(1/x) — 


2 cos(1/x). Demostrar ahora que g(1/2n7) < 0 y que se tiene g'(2/(4n + 1)7) > 0 para 
neN. 


14. Aplicar el teorema de Darboux 6.2.12. 
17. Aplicar el teorema del valor medio a la función g — f en [0, x]. 


20. a), b) Aplicar el teorema del valor medio. 
c) Aplicar el teorema de Darboux a los resultados de los incisos a) y b). 


Sección 6.3 


1. 4= Bm f(x) 126) =0. 

4. Adviértase que f'(0) = 0, pero que f'(x) no existe si x + 0. 

6. a) 1 b 1 c) 0 d) 13. 
7. a) 1 b) œ c) 0 d) 0. 
8. 


a) 0 b) 0 e) 0 d) 0. 
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9. 
10. 


a) 1 b) 1 o) e d) 0. 
a) 1 b) 1 o 1 d) 0. 


| Sección 6.4 


L 
4. 


JO) = (17'a? sen ax y F0) = (1D) a?" cos ax para n e N. 


Aplicar el teorema de Taylor a f(x) := V1 + x en xp := 0 y advertir que Ri(x) < 0 y 
R(x) > 0 para x > 0. 


. 1.095 < V1.2 < 1.1 y 1.375 < V2 < 1.5. 

. Rx(0.2) < 0.0005 y RX(1) < 0.0625. 

. Conn=4, In 1.5 = 0.40; con n = 7, ln 1.5 = 0.405. 

. Aplicar el teorema de Taylor a fen xy = c para demostrar que f(x) > f(c) + f'(x- o). 
. Puesto que f(2) < 0 y f(2.2) > 0, hay un cero o (2.0, 2.2]. El valor de x4 es apro- 


ximadamente 2.094 551 5. 


. 1, = 1.452 626 88 y r, = —1.164 035 14, 21. r= 1.324 717 96. 
. ri = 1.158 594 34 y r, = 3.146 193 22. 23. r,=0.5 y r = 0.809 016 99. 
. r = 0.739 085 13. 


Sección 7.1 


1. 
.a) 00.14+12.1+22.2=0+1+8=9 


10. 
12. 


13. 
15. 


16. 


13. 


a) IPili=2  b) IPal=2 © [Pali=14 ® IPdl=2. 


b) 37 c) 13 d) 33. 


.a) Siue [x x;], entonces x; , € u de modo que c4 < t; $ x; S Xj-1 + |IPI| de donde 


cr — [ÊI] < x1 < u. También u < x; de tal modo que x; — ||P|| < Xx;-1 < t; < c2, de 
donde u < x; < c, + ||P]. 


g no está acotada. Tomar etiquetas racionales. 


Sea P, la partición de [0, 1] en n partes iguales. Si P, es esta partición con etiquetas 
racionales, entonces S(f; PJ) = = 1, mientras que si Ò, es esta partición con etique- 
tas irracionales, entonces S( f; Ò) = 0. 


Seguir un razonamiento como el del ejemplo 7.1.3d. 


Si |È] < ô; := £/4@, entonces la unión de los subintervalos en P con etiquetas en [c, d] 
contiene el intervalo [c + $,, d — ôs] y está contenida en [c — Ó,, d + ô]. Por lo tanto, 
a(d — c — 26.) < S(p; P) < a(d — c +26,), de donde |S(p; P) — a(d — c)| < 2016, < £. 


b) De hecho, (2 + xixi + x21) C xa) = aa. 
c) Los términos en S(Q; Q) son telescópicos. 


Sea P = (([x,1, xi, t) y1 una partición etiquetada de [a, b] y sea O= {lix to 
x; +c], 4 + c)j 1, de tal modo que Q es una partición etiquetada de [a to, b+cly 
1911 = IIP]. Además, S(g; O) = SG; P), por lo que [Ses O) — [271 =1S0% P)= [Pf] <é 
cuando ||Q|| < ôe 
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Sección 7.2 


19. 


21. 
22. 


. Si todas las etiquetas son racionales, entonces S(h; P) > 1, mientras que si todas son 


irracionales, entonces S(h; P)=0. 


e Sea P, la partición de [0, 1] en n subintervalos iguales con t; = 1/n y O, con los mis- 


mos subintervalos etiquetados por puntos irracionales. 


< Si cy, * * *, C, son los valores n que asume (, entonces lc c;) es la unión de 


una colección finita (Jj, + >> } de subintervalos disjuntos de (a, bl. Puede escribir- 
F, 


ES j 
sep==21 Dial Oy 


Jir, 


. No necesariamente. 


. Si f(c) > 0 para alguna c e (a, b), existe 9 > 0 tal que fo) > 3/(c) para |x — c| < $, 


Entonces fe f2 q f2 (28) 5f(c) > 0. Si c es un punto terminal, se aplica un razona- 
miento similar. 


. Usar el teorema de Bolzano 5.3.7. 


. De hecho, |g(x)| < 1 y es continua en todo intervalo [c, 1] donde 0 < c < 1. Se aplica el 


ejercicio precedente. 


. Sea f(x) := 1/x para x e (0, 1] y f(0) := 0. 
. Sean m := inf f(x) y M := sup f. Por el teorema 7.1.4c, se tiene m(b — a) < ffs 


M(b — a). Por el teorema de Bolzano 5.3.7, existe c € [a, b] tal que f(c) =( E "PL — a). 


a) Sea È, una sucesión de particiones etiquetadas de [0, a] con [|P,I| > 0 y sea È? 
la partición “simétrica” correspondiente de [-a, a]. Demostrar que S(% Pr) = 
SF P) > 2 fêr. 


Adviértase que x => f(x?) es una función continua par. 


Sea x; := (1/2) para i = 0, 1, - ++, n. Entonces se tiene que (7/27) Y% f (cos x) = 
(1/21) Vi f (sen xp. 


Sección 7.3 


. Suponer que E := {a = co < c] <:**<C,, = b} contiene los puntos de [a, b] donde la 


derivada F'(x) o no existe o no es val a f(x). Entonces fe Rlc; _ ,, c y Seci TFs 
F (e) = F(c;1). El ejercicio 7.2.14 y el corolario 7.2.10 implican que fe Ra, b] y que 


Ja F= Efi (Fle) - Fle; 1)) =F(b) — Fla). 


.E=0, 3. Sea E :=(-1, 1}. Six € E, (o) = g). 
. De hecho, B’(x) = |x| para toda x. 6. Fo=Fo- ff. 
. Sea h la función de Thomae. No hay ninguna función H : [0, 1] >R tal que F(x) = 


h(x) para x en algún intervalo abierto no degenerativo; en caso contrario, sería una con- 
tradicción del teorema de Darboux 6.2.12 en este intervalo. 


. a) Gl) = FŒ) -Fo b) HŒ) = F(b) - Fœ), c) Sx) = F(sen x) — FG). 
. Usar el teorema 7.3.6 y la regla de la cadena 6.1.6. 

1. 
13. 


a) F)=214 b Poa A 
¿0 =/06+0)-f0-0). 
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16. 


18. 


19. 


20. 


\ i . 21. 


22. 


a) Tomar gf) = 1 + para obtener } (232 — 1). 


b) Tomar (A = 1 + P para obtener $. 


c) Tomar (Ò = 1 + Vt para obtener + (332 — 232), 

d) Tomar p(t) = t!? para obtener 2(sen 2 — sen 1). 

a) Tomar x= p(1)= 112, de modo que t = yx) = x? para obtener 4(1 — In(5/3). 

b) Tomar x = oA = (+ + 1312, de tal modo que t = y(x) = x? — 1 para poder obtener 
in(3 + 2 V2) — In 3. 

c) Tomar x= p(t) = 112 para obtener 2(3/2 + In 3/2). 

d) Tomar x = p(t) = 112 para obtener arctan 1 — arctan(1/2). 


En los incisos a)-c) Y(0) no existe. En el inciso a), integrar en [c, 4] y sea c > 0+. En 
el inciso c), el integrando es par, por lo que la integral es igual a 2 f A+A! dt. 


b) U, Z, está contenida en U, gJ% por lo que la suma de las longitudes de estos inter- 
valos es <)>, €/2" = £. 


a) Se aplica el teorema del producto 7.3.16. 
b) Se tiene FUA fo fest fE Pf e. 
c) Seat —=00 en b) 

d) Si fê /2%0, seat=(f? gf f?) enb). 


Adviértase que sgn o h es la función de Dirichlet, que no es Riemann integrable. 


Sección 7.4 


12. 


13. 


14. 
16. 
18. 
20. 


1. Usar (4) conn=4,a=1,b=2,h=1/4. Aquí 1/4<f"(c) < 2, de donde T4 = 0,697 02. 
3. T4 = 0.782 79. 

4. 
5 
6 


El índice n debe satisfacer 2/127? < 1076; en consecuencia, n > 1000/ V6 = 408.25. 


. S4 = 0.785 39. 


. El índice n debe satisfacer 96/180n* < 1076; en consecuencia, n > 28. 


La integral es igual al área de una cuarta parte del círculo unitario. Las derivadas de A 
no están acotadas en [0, 1]. Puesto que h”(x) < 0, la desigualdad es T,(h) < 7/4 < M,(h). 
Véase el ejercicio 8. 


Interpretar K como un área. Ahora demostrar que k” Œœ) = (1 — 22 y que hO) = 
-3(1 + 420 — 12) 72, Con ocho cifras decimales, m= 3.141 592 65. 


Aproximadamente 3.653 484 49, 15. Aproximadamente 4.821 159 32, 
Aproximadamente 0.835 648 85. 17. Aproximadamente 1.851 937 05. 
1. 19. Aproximadamente 1.198 140 23. 


Aproximadamente 0.904 524 24. 


Sección 8.1 


1. 
3. 
5. 
7. 


Adviértase que 0 < $,(1) < x/n > 0 cuando n > 00. 
Si x > 0, entonces | f(x) — 1; < 1/(nx). 
Six > 0, entonces | A| < 1/(1x) > 0. 


Six > 0, entonces 0 <e*< 1. 
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. Si x> 0, entonces 0 < 120% =x4(e "Y" > 0, ya que 0 < e™ <1. 

. Six € Z, el límite es igual a 1. Six ¢ Z, el límite es igual a 0. 

. Sixe [0, a], entonces |f œ| < a/n. Sin embargo, f(n) = 1/2. 

. Six e [0, b], entonces | f,(x)] < b”. Sin embargo, f,(27!”) = 1/3. 

. Six € [a, œ), entonces | fF) < 1/(1a). Sin embargo, f,(1/n) =} sen 1 > 0. 

. El máximo de f, en [0, oo) está en x = 1/7, por lo que || fallto, oo) = (ne). 

. Si n es suficientemente grande, || fylja, oo) = 2a7/e". Sin embargo, || fillo, oo) = 4/e?. 


. Sea M una cota de (f(x) y ERES) en 4, de donde también |f@)| < M. Por la desigual- 


dad del triángulo se obtiene |/, 098,0) -SFOC < MURE) -SO + (860) -= 200) 
para x € 4. 


Sección 8.2 


1. 
4. 


8 


11. 
13. 
15. 
20. 


La función límite es f(x) :=0 para 0 < x < 1, f(1) := 1/2 y f(x) := 1 para 1 <x <2. 


Si €> 0 está dada, sea K tal que si n > K, entonces || f, — f || < £/2. Entonces |f,(x,) — 
FANS Sal) =A El + Cn) SE) E El2 + fær) =f 0). Puesto que fes continua 
(por el teorema 8.2.2) y x,, — xq, entonces | f(x,,) — f(xp)] < e/2 para n > K’, por lo que 
(En) -S Œ0)| < € para n > máxíK, K'}. 


. Aquí f(0) = 1 y f(x) = 0 para x e (0, 1]. La convergencia no es uniforme en [0, 1]. 


. Dada € := 1, existe K > 0 tal que si n 2 K y x € 4, entonces |£,(x) — £G0)]| < 1, por lo que 


AlS kE) + 1 para toda x e A. Sea M := máxtllfilla, >>> lácallo lla + 1}. 


. £(1UVn) = Vn/2. 
10. 


Aquí (g,,) converge uniformemente a la función cero. La sucesión (g?,) no converge uni- 
formemente. 


Usar el teorema fundamental 7.3.1 y el teorema 8.2.4. 
Si a > 0, entonces || fl, n € 1/(1a) y se aplica el teorema 8.2.4. 
Aquí ll8llo, 11 € 1 para toda n. Después se aplica el teorema 8.2.5. 


Sea fp (x) := x” en [0, 1). 


Sección 8.3 


1. 


Sea A := x > 0 y sea que m > oo en (5). Para la estimación superior de e, tomar x = 1 
y n=3 a fin de obtener |e — 23] < 1/12, de donde e < 24. 


. Adviértase que si n > 9, entonces 2/(n + 1)! < 6 x 107 < 5 x 107%, En consecuencia, 


e=2.71828. 


. Evidentemente, E, (x) < e* para x > 0. Para obtener la otra desigualdad, aplicar el teo- 


rema de Taylor 6.4.1 a [0, a]. 


. Adviértase que 0 < #/(1 + £) < # para t € [0, x]. 
. ln 1.1 = 0.0953 y In 1.4 = 0.3365. Tomar n > 19 999. 
. In 2 = 0.6931. 
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e 


10. 
11. 
12. 
15. 
17. 


EKO) =límIZO + Un) -LOV = lim KO + 1/7 = LlíimO + 1/ny) = L(e) = 1. 
c) OV) = E(aLay)) = EAL) + oL(y)) = E(oL(x)) : ELO) =x% . y”. 

b) QAE = EBLAS) = E(BaLGo) = x, y se procede del mismo modo para xÊ% 
Usar 8.3.14 y 8.3.9vii. i 


De hecho, se tiene log, x = (ln )/(n a) = [Un /Qa by] + [An bY(n a)] sia#+1,b#1. 
Después se toma a = 10, b = e. 


Sección 8.4 


1. 


Si n > 2|x], entonces |cos x — C CO] < (16/15)1x[2"/(2m)!, de donde cos(0.2) = 0.980 067, 
cos 1 = 0,549 302. Del mismo modo, sen(0.2) = 0.198 669 y sen 1 = 0.841 471. 


. Se integra dos veces 8.4,8x en [0, x]. Adviértase que el polinomio de la izquierda tiene 


un cero en el intervalo [1.56, 1.57], por lo que 1.56 < 7/2. 


. El ejercicio 8.4.4 establece que C4(x) < cos x < Cx(x) para toda x e R. Al integrar varias 


veces, se obtiene S4(x) < sen x < Ss(x) para toda x > 0. Demostrar que 543.05) > 0 y 
Ss(3.15) < 0. (Este procedimiento puede hacerse más riguroso.) 


. Sil] <A y m>n> 24, entonces [c,,(x) — cp (0) < (16/15)42"/(2n)!, de donde la conver- 


gencia de (c,,) a c es uniforme en todo intervalo [-4, 4]. 


. Del)? — (s&)}?] = 0 para toda x e R. Para la unicidad, seguir el razonamiento de 


8.4.4. 


. Sea g(x) := f(0)e(x) + f (0)s(x) para x € R, de tal modo que g(x)= gœ), g(0) =/(0) y 


g'(0) =f (0). Por lo tanto, A(x) := fœ) — gx) tiene la propiedad de que k” (x) = h(x) para 
toda x e R y 4(0) = 0, kK'’(0) = 0. Por tanto, g(x) = f(x) para toda x e R, por lo que 


FO) =f +f Os). 
- Si p(x) := c(~x), demostrar que Y (x) = øx) y p(0) = 1, p(0) = 0, por lo que gx) = 


c(x) para toda x e R. Por lo tanto, c es par. 


Sección 9.1 


1. 


11. 
13. 


Sea s, la n-ésima suma parcial de >> a,, sea t, la n-ésima suma parcial de a] y 
suponer que a, > 0 para n > P. Sim > n > P, demostrar que tp — ly = Sy — Sy. Aplicar 
después el criterio de Cauchy. 


. Tomar términos positivos hasta que la suma parcial exceda 1, entonces tomar términos 


negativos hasta que la suma parcial sea menor que 1, entonces tomar términos positi- 
vos hasta que la suma parcial exceda 2, y así sucesivamente. 


. SÍ 
. Sin > 2, entonces s, = —ln 2 — ln n + In(n + 1). Sí. 


. Se tiene $), — Sp 2 4), = 3 (2na) Y San41 ~ Sn 2 +(2n + 1)a7y,1. Por consiguiente, 


lím(na,,) = 0. 
De hecho, si |n%a,| < M para toda n, entonces la, | < MIr?. 


a) Racionalizar para obtener >> x„, donde x,, := [Va(va + 1+vVmT? y adviértase que 
Xp = Yp := 1/Qn). Aplicar después el criterio de comparación de límites 3.7.8. 
b) Racionalizar y comparar con X 1/n92, 
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14. 
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Si È a, es absolutamente convergente, las sumas parciales de © la,) están acotadas, 
digamos por M. Evidentemente, el valor absoluto de las sumas parciales de cualquier 
subserie de a, también está acotado por M. 

Reciprocamente, si toda subserie de 22 a, es convergente, entonces las subseries que 
consisten en los términos estrictamente positivos (y estrictamente negativos) són abso: 
lutamente convergentes, de donde se sigue que È a, es absolutamente convergente, 


Sección 9.2 


1. 


13. 


14, 
16. 


13. 


a) Convergente; comparar con È 1/n?. 
c) Divergente; adviértase que 21% > 1. 


. a) Divergente; aplicar 9.2.1 con b,, := Un. 


c) Convergente; utilizar 9.2.4 y adviértase que (n/(n + 1)" => le < 1. 


. 2) (Inn? <n para n grande, por la regla de LHôpital. 


c) Convergente; adviértase que (In 13% > n? para n grande. 
e) Divergente; aplicar 9.2.6 o el ejercicio 3.7.12. 


. a) Convergente b) Divergente c) Divergente 


d) Convergente; adviértase que (In n) exp(=n12) < n exp(-n!2) < 1/n? para n gran- 
de, por la regla de L Hôpital. 
e) Divergente f) Divergente 


. 2) Aplicar el criterio de la integral 9.2.6. 
. a) b) Convergentes c) Divergente d) Convergente. 
- Si m> n2 K, entonces |S —Sy| S neil + + Kl < r” +1 — r). Ahora se hace m => oo. 


12. 


a) Una estimación muy aproximada del residuo está dada por s — s4 < f E dx= 1/5. 
Del mismo modo, s — sjo < 1/11 y s—s, < 1/(n + 1), por lo que bastan 999 térmi- 
nos para obtener s — sgg9 < 1/1000. 

d) Sin 24, entonces X,,,1/x, < 5/8 por lo que (por el ejercicio 10) |s — sa] < 5/12. Si 
n 2 10, entonces x,,,1/x, < 11/20, de modo que |s — sj] < (10/2101(11/9) < 0.012. 
Si n = 14, entonces |s — 514] < 0.000 99. 


b) Aquí ERa < [AA dx =2/V/n, de modo que |s — sio] < 0.663 y |s — sp] < 0.001 
cuando n > 4 x 106, 

c) Sin24, entonces |s — s„| < (0.694)x,,, de modo que |s — s4| < 0.065, Si n > 10, enton- 
ces |s — s„| < (0.628)x,,, de modo que |s — sip! < 0.000 023. 


Adviértase que (s3,) no está acotada. 


Adviértase que, para un entero con 7 dígitos, hay 9 maneras de escoger el primer digi- 
to y 10 maneras de escoger cada uno de los n — 1 dígitos restantes. Hay un valor de my 
del 1 al 9, hay un valor del 10 al 19, uno del 20 al 29, etcétera. 


Aquí lim(a(1 — x,,_1/x,)) = (c — a — b) + 1, de tal modo que la serie es convergente si 
c >a +b y es divergente si c < a + b. 


Sección 9.3 


1. 


a) Absolutamente convergente , b) Condicionalmente convergente 
c) Divergente d) Condicionalmente convergente. 
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11. 


15. 


. Demostrar por inducción matemática que s3 < S4 < 36 <“ ° < 35 <83 < S1. En conse- 


cuencia, el límite está entre s,, y Sp+1> de modo que |s — Spl < 5,41 — Sy] = Zapi- 


. Utilizar el criterio de Dirichlet con (y,,) := (+1, —1, —1, +1, +1, 1, —1, +: >). O bien, 


agrupar los términos por pares (después del primero) y usar el criterio para series alter- 
nadas. i 


. Si f(x) := Un x)¥/x1, entonces f'(x) < 0 para x suficientemente grande. La regla de 


L Hôpital establece que los términos de la serie alternada tienden a 0. 


. a) Convergente b) Divergente c) Divergente d) Divergente. 


El criterio de Dirichlet no se aplica (al menos directamente), ya que las sumas parcia- 
les de la serie generada por (1, —1, —1, 1, 1, 1, * + +) no están acotados. 


a) Utilizar el criterio de Abel con x, := 1/n. 

b) Utilizar la desigualdad de Cauchy con x, := VA, Y, := 1/n para poder obtener 
Y Va, /n< (Lay RE 1n2y2, con lo cual se establece la convergencia. 

d) Sea a, := [n(ln n)?]*, que converge por el criterio de la integral. Sin embargo, 
bis [v7 In n}, que diverge. 


Sección 9.4 


1. 


16. 


19. 


20. 


a) Tomar M, := 1/n? en el criterio M de Weierstrass. 

c) Puesto que |sen y| < ly], la serie converge para toda x. Pero no es uniformemente 
convergente en R. Si a > 0, la serie es uniformemente convergente para |x| < a. 

d) SiO0 <x < 1, la serie es divergente. Si 1 < x < co, la serie es convergente. Es uni- 
formemente convergente en [a, co) para a > 1. Sin embargo, no es uniformemente 
convergente en (1, co). 


. Si p = œ, entonces la sucesión (|a,|**) no está acotada. En consecuencia, si xy) > 0, 


entonces hay un número infinito de k e N con lay] > 1/lxpl, por lo que Jaxl > 1. Por 
tanto, la serie no es convergente cuando xp + 0. 


. Suponer que L := lím(ja,|/|a, + 1) existe y que 0 < L < oo. Del criterio del cociente se 


sigue que >> a,x” converge para |x| < L y diverge para |x| > L. El teorema de Cauchy- 
Hadamard implica que L = R. 


.a) R= b) R=00 c) R=1l/e 


d) 1 e) R=4 A R=1 


. Usar lím(n!”) = 1. 
. Por el teorema de unicidad 9.4.13, a„ = (-1)a,, para toda z. 
| Sin e N, existe un polinomio P, tal que f(x) = e1*P,(1/x) para x = 0. 


. Sea g(x) := 0 para x > 0 y sea g(x) := el” para x < 0. Demostrar que g“)(0) = 0 para 


toda n. 


Sustituir —y por x en el ejercicio 15 e integrar de y = 0 a y = x para |x| < 1, lo cual se 
justifica por el teorema 9.4.11. 
Se? di= Y, 1Y nn + 1) para x€ R. 


a 1:3:5--(2n-1) 


Aplicar el ejercicio 14 y [FP (sen x)” dx = 
plicar el ejercicio 14 y fọ“ (sen x) » 2.4.6--27 
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Sección 10.1 


1. 


16. 


17. 


19. 


20. 


a) Puesto que ft; — Ó(t;) < x;_1 y x; S t; + Xt;), entonces 0 < x; — x,_1 < 284). 
b) Aplicar el inciso a) a cada subintervalo. 


. b) Considerar la partición etiquetada (([0, 1], 1), ({1, 2], 1); ([2, 31, 3), (B, 41, 3). 


. a) Si È = {xap x] 4)}41 y 1, es una etiqueta de los dos subintervalos [xy]; x4] y 


[Xp Xx 1], debe tenerse t, = x}. Se reemplazan estos dos subintervalos por el subin- 
tervalo [x;_1, X41] con la etiqueta t} preservando la propiedad de finura-ó. 

b). No. 

c) Sit, € (Xi Xp, entonces se reemplaza [x,1, xy] por los dos intervalos [xy.4, td y 
[t,, x4] con la etiqueta 1, preservando la propiedad de finura-8 


< Six < 1 < x; y si t; es la etiqueta de [x;_., xq], entonces no puede tenerse 1 > 1, ya 


que entonces t; — At) =} (t; + 1) > 1. Del mismo modo, no puede tenerse t, < 1, ya que 
entonces ty + (ty) =3 (tz + 1) < 1. Por lo tanto, t= 1. 


. a) Sea XÀ := >3mín( |! — 1), le - 2], lt- 31) sitx* 1,2, 3 y Ó(1) := 1 para £= 1, 2, 3. 


b) Sea & (f) := min{ AA, 9(1)), donde $ es como en el inciso a). 


a) FL) = (2/3 + 2x2, 


b) F) = QA 3 21 = x)2, 

c) F3(0) = Q/3x(n x — 2/3) para x e (0, 1] y F3(0) := 0. 
d) Fax) := 2x1(In x — 2) para x e (0, 1] y F4(0) := 0. 

e) Fs(x) :=-vV1 — x? + arcsen x. 

f) Fx) := arcsen(x — 1). 


. No es necesario que la partición etiquetada Ê, sea fina-9,, ya que el valor de $(z) puede 


ser mucho más pequeño que ó.(x;). 


. Si f fuera integrable, entonces fS So S= 1/2 +1/⁄3 +: +1/(n+ 1). 


. Se enumeran los números racionales diferentes de cero como ry = m;/n, y se define 


O mn) = En!) y 8x) := 1 en caso contrario. 


. La función M no es continua en [-2, 2]. 
+. L es continua y £j(x) = 1,(x) para x % 0, por lo que se aplica el teorema 10.1.9. 


. Se tiene C¡(x) = (3/2)x12cos(1/x) + x"Mgen(1/x) para x > 0. Puesto que el primer tér- 


mino en C] tiene una extensión continua a [O, 1], es integrable. 


Se tiene C3(x) = cos(1/x) + (1/x)sen(1/x) para x > 0. Por el análogo del ejercicio 7.2.12, 
el primer término pertenece a R[O, 1]. 


a) Tomar (ù := Ê + t — 2 de modo que E¿= Opara obtener 6. 

b) Tomar p(t) := vt de modo que Ep = (0) para obtener 2(2 + In 3). 

c) Tomar p(t) := vt — 1 de modo que E= (1) para obtener 2 arctan 2. 
d) Tomar p(1) := arcsen £ de modo que Eq = {1} para obtener ¿T. 


a) De hecho, f(x) := F*(x) = cos(x/x) + (1/x)sen(/x) para x > 0. Se hace £(0) := 0, 
F'(0) := 0. Adviértase que fes continua en (0, 1]. 

b) Flap =0 y F(b} = ED. Aplicar el teorema 10.1.9. 

c) Si|fl e R*[0, 1], entonces la 1/k < a EVA < da |f| paran e N. 


De hecho, sen(f(0) = (=D) *= mx) en [ap by] de modo que m(x) f) = |m f) para 
x € [0, 1]. Puesto que las restricciones de m y |m| a cada intervalo [c, 1] para 0<c<1 
son funciones escalonadas, pertenecen a R[c, 1]. Por el ejercicio 7.2.11, m y |m] perte- 
necen a R[0, 1] y f} m= ER; COVIQL+1D) y fo im] = EZ IKK + 1). 
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2i. 


22. 


23. 


24. 


De hecho, px) = D'(x) = jeos(æ/x)| + (a/x)sen(z/x) - sgn(cos(7/x)) para x e E por el 
ejemplo 6.1.7c. Evidentemente, p no está acotada cerca de 0. Six e [ap by], entonces 


px) = |cos(7Íx)| + (10/x)|sen(7/x)|, de modo que f, el = (by) — (a) = 1/k, de donde 


lol € R=[O, 1]. 


Aquí y(x) = F= 2xlcos(17/x) + 7 sen(a/x)| - sen(cos(7/x)) para x € (0) U E; por el 
ejemplo 6.1.7b. Puesto que ywestá acotada, se aplica el ejercicio 7.2.11. No puede apli- 
carse el teorema 7.3.1 para evaluar f E y porque E no es finito, pero el teorema 10.1.9 
se aplica y Ye RÍO, 1]. El corolario 7.3.15 implica que |y} e RIO, 1]. 


Si p 2 0, entonces mp < fp) € Mp, donde m y M denotan el infimo y el supremo de f 
en [a, b], de modo que m Pp < fp < M fp. Si Pp = 0, el resultado es trivial; en 
caso contrario, la conclusión se sigue del teorema del valor intermedio de Bolzano 
5.3.7. 


Por el teorema de multiplicación 10.1.14, fg e R*[a, b]. Si g es creciente, entonces 
BAS S fg S g) f por lo que gla) ff faf 3< 86) faf. Sea KO) :=8(a) S+ 80) fo, 


por lo que Ķ es continua y asume todos los valores entre K(b) y K(a). 


Sección 10.2 


2. 


10. 


11. 


13. 


16. 


18. 
19. 
20. 


a) Si G(x) := 3x! para x e [0, 1], entonces fig= G(1) - G(c) > G1) =3. 
b) Se tiene se (1/x) dx = In c, que no tiene límite en R cuando c > 0. 


. Aquí fg (1 —x3 12 dx=2 - 2(1 —c)!? > 2 cuando c > 1-. 


. Debido a la continuidad, g, e R*[c, 1] para toda c e (0, 1). Si w(x) := x7!2, entonces 


l| < @(x) para toda x e [0, 1]. La “versión izquierda” del ejercicio precedente 
implica que g; e R*[0, 1] y la desigualdad anterior y el criterio de comparación 10.2.4 
implican que gı e £[0, 1]. 


. a) La función está acotada en [0, 1] (usar la regla de L-Hópital) y es continua en (0, 1). 


c) Sixe (0, +], el integrando está dominado por [(In $) In x|. Six e [ +4, 1), el integran- 
do está dominado por [(n 3)In(1 — x)|. 


. a) Convergente b) Divergente c) Divergente 
d) Convergente e) Convergente f) Divergente. 
Por el teorema de multiplicación 10.1.4, fg e R*[a, b]. Puesto que [/()gG0]| < BIJ, 


entonces fg € Lla, b] y |If gll < BISI- 

a) Sea f(x) := (—1)} 27k para x € [c1 cx) y J(1) := 0, donde las c, son como en el 
ejemplo 10.2.2a. Entonces f* := máx{ f, 0} £ R*[0, 1]. 

b) Usar la primera fórmula de la demostración del teorema 10.2.7. 

Jj) S1fQ)= g(x) para toda x e [a, b], entonces dist( f, g) = Le |f—gl=0. 

HD dis(£ )=/21/=e = ¿le -f1 = distlg, f). 

JO dist(£ 1) = [IAS fV- l+ fa 8- Al = dist; g) + dist(g, h). 

Si (/,) converge a fen L[a, b], dada £> 0 existe K(e/2) tal que si m, n > K(e/2), enton- 


ces ll -FI E2 y IlJa 11 < E2. Por lo tanto, fp =al fo — Jl + UNI all < E2 + 
€/2 = e. Por tanto, puede tomarse H(€) := K(€/2). 


Si m > n, entonces ||g,, — 2, [| < 1/n + 1/m —> 0. Puede tomarse g := sgn. 
No. 


Puede tomarse k como la función 0. 
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Sección 10.3- 


1. Sea b 2 máx{a, 1/5(00)). Si È es una partición fina-ô de [a, b], demostrar que P es una 
subpartición fina-8 de [a, 00). 

3. Sif'e Lla, 00), aplicar el ejercicio precedente a |f|. Recíprocamente, si f, E |f| < € para 
q >p 2 K(8), entonces | ff- [Pf] < Ja < e por lo que lim, f f} y lim, f7 |f| existen; 
por lo tanto, f, |f| € R*[a, 00) y por consiguiente fe Lla, 00). 


5. Sif, g e Lia, 00), entonces f, |f|, g y lg] pertenecen a R*[a, co), por lo que el ejemplo 
10.3.3a implica que f+ g y |f| + lgl pertenecen a R*[a, 00) y que SZA + |e) = 
SE + fa lgl Puesto que |f*+ gl < [fl + lg), se sigue que fZ |f + gl < fY IfI + 
Sel < PEL + J Zle de donde ||f+ ell < Ifl] + lell 

6. De hecho, JF (1/x) dx = ln y, que no tiene límite cuando y— oo. O bien, usar el ejerci- 
cio 2 y el hecho de que Je (1/x) dx = ln 2 > 0 para toda p È 1. 

8. Si y > 0, entonces f t cos x dx = sen y, que no tiene límite cuando y — o0. 

9. a) Se tiene [Je dx = (1/8) — e) > Us. 

b) Sea G(x) :=—(1/s)e™™ para x e [0, 00), por lo que G es continua en [0, 00) y G(x) > 0 
cuando x —> oo. Por el teorema fundamental 10.3.5, se tiene f 02 = —G(0) = l/s. 
12. a) Six= e, entonces (ln x)/x > l/x. 
b) Integrar por partes en [1, y] y hacer después y > oo. 
13. a) [sen x] > 1/42 > 1/2 y l/x > 1/(n + 1)7 para x e (nm + 1/4, nm + 37/4). 
b) Si y> (n+1)7, entonces SEDl > (1/90/11 + 1/2 +--+ 1/n+1)). 
15. Sea u = p(x) = x?. Aplicar después el ejercicio 14. 
16. a) Convergente b) Divergente c) Divergente 
d) Convergente e) Divergente f) Convergente. 
17. a) Si f(x) := sen x, entonces f £ R*[0, oo). En el ejercicio 14, tomar h(x) == 
sen x y px) := 1/vx. 
e) Tomar f(x) := 17sen x y oœ) := (x + 1)/x. l 
18. a) f(x) := sen x está en R*[0, y], y Fœ) := Sfo sen £ dt = 1 — cos x está acotada en“ 
[0, 00), y p(x) := 1/x decrece monótonamente a 0. 
c) F(x) := fg cos t dí = sen x está acotada en [0, 00) y p(x) := 712 decrece monóto- 
namente a 0. 
19. Sea u = p(x) = x2. 
20. a) Siy > 0, entonces e? dx=1-eY> 1 de modo que e * e R*[0, 00). Del mismo 
modo, el = e* e R*(=ao, 0]. 
c) 0< e < er para |x| > 1, por lo que e™ e R*[0, 00). Es lo mismo en (=oo, 0]. 


Sección 10,4 


1. a) Convergea0enx=0,a 1 en (0, 1]. No uniforme. Acotada por 1. Creciente. 


Límite = 1. 
c) Converge a 1 en [0, 1), a 3 en x = 1. No uniforme. Acotada por 1. Creciente, 
Límite = 1. 


2. a) Converge a Vx en [0, 1]. Uniforme. Acotada por 1. Creciente. Límite = 2/3. 
c) Converge a 4 en x= 1, a 0 en (1, 2]. No uniforme. Acotada por 1. Decreciente. 
Limite = 0. i 
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3. 


10. 


12. 


13. 


14. 


15. 


a) Converge a 1 enx=0,a0 en (0, 1]. No uniforme. Acotada por 1. Decreciente. 
Límite = 0. 

c) Converge a 0. No uniforme. Acotada por 1/e. No monótona. Límite = 0. 

e) Converge a 0. No uniforme. Acotada por 1//2e. No monótona. Límite = 0. 


a) El teorema de convergencia dominada se aplica. 

b) fix) > 0 para x € [0, 1), pero (:(1)) no está acotada. No hay una función domi- 
nante que sea obvia. Integrar por partes y usar el inciso a). El resultado indica que 
no se aplica el teorema de convergencia dominada. 


. Suponer que (f(c)) converge para alguna c e [a, b]. Por el teorema fundamental, 


J) — Jke) = fè fi Por el teorema de convergencia dominada, [21 > f? g, de donde 
(fi) converge para toda x e [a, b]. Adviértase que si fx) := (=1)*, entonces (£4x)) no 
converge para ninguna x e [a, b]. 


. De hecho, g(x) := sup( f(x) : ke N} es igual a 1/£ en (k— 1, k], por lo que fog= 1+ 


4+: +1 En consecuencia, g £ R*[0, 00). 


a) Sia> 0, entonces |(e™™sen x)/x| < e% para t € Ja := (a, 00). Sit; € Ja y ty > tọ € 
Ja entonces el razonamiento usado en 10.4.6d establece que E es continua en to. 
Asimismo, si f4, > 1, entonces |(e™%* sen x)/x| < e* y el teorema de convergencia 
dominada implica que E(t} > 0. Por tanto, E(t) > 0 cuando £ > oo. 

b) Se sigue como en 10.4.6e que E'(tp) == Je sen x dx = —1/( + 1). 

c) Por 10.1.9, E(s) - ED = FE ®© dt =- f (2 + 1y! dt = arctan t — arctan s para 
s, t > 0. Pero E(s) > 0 y arctan s > 1/2 cuando s > 00. 

d) No se sabe que E sea continua cuando £ — 0+. 


Hacer x e J. Como en 10.4.6e, si £, fọ e [a, b], entonces existe 1, entre £ y fọ tal que 
J x) -flo x) = t- to) Wi, x). Por lo tanto, a(x) < [f(E x) — f (ty DVE — to) € ox) 
cuando t + fo. Seguir el mismo razonamiento que antes y usar el teorema de convergen- 
cia dominada 10.4.5. 


a) Si (s¿) es una sucesión de funciones escalonadas que converge a f casi en todas par- 
tes y (f) es una sucesión de funciones escalonadas que converge a g casi en todas 
partes, el teorema 10.4.9a y el ejercicio 2.2.16 implican que (máx(s;, tł) es una 
sucesión de funciones escalonadas que converge a máx(f, g} casi en todas partes. 
Ocurre lo mismo para mín(f g}. 


a) Puesto que f, e Ma, b] está acotada, pertenece a R*[a, b]. El teorema de conver- 
gencia dominada implica que fe R*[a, b]. El teorema de medibilidad 10.4.11 
implica entonces que fe M[a, b]. 

b) Puesto que £ > arctan f es continua, el teorema 10.4.9b implica que fẹ := arctan o 
gy € M[a, b]. Además, |f| < 47 para x e [a, b]. 

c) Si g, > g casi en todas partes, de la continuidad de arctan se sigue que f(k) > f 
casi en todas partes. Los incisos a) y b) implican que fe M[a, b] y el teorema 
10.4.9b aplicado a ọ = tan implica que g = tan o fe Mia, b]. 


a) Puesto que 1p está acotado, está en R*[a, b] si y sólo si está en M[a, b]. 

c) 1 E= 1-1 E 

d) izur) = máx(1¿(0), 1x} y lz n 00) = mnf x), 1x}. Además, HF = 
EAF. l 

e) Si (E}) es una sucesión creciente en M[a, b], entonces (1 E, ) es una sucesión cre- 
ciente en M[a, b] con 1z(x) = lím 1 E, (x) y puede aplicarse el teorema 10.4.9c. Del 
mismo modo, (1 F) es una sucesión decreciente en M]a, b] y 1/(x) = lím 1r (x). 

f) Sea A, := Uk Ep de modo que (4,,) es una sucesión creciente en Ma, b] con Use: 
A, = E, por lo que se aplica el inciso e). Del mismo modo, si B, := Pe Fp enton- 
ces (B,,) es una sucesión decreciente en M[a, b] con NKE; B, =F. 
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a) m(0)= f 0=0y0< 1g <1 implica que 0 < mE) = f 1g <b- a. 

b) Puesto que 1e, q) es una función escalonada, entonces m([c, d]) = d — c. 

c) Puesto que 1p = 1- 1p, se tiene m(E”) = 2q — 1z) = (b — a) - m(E). 

d) Adviértase que lgy + lgnrF= lg+ ip 

H Si (£;) es creciente en M[a, b] a E, entonces (1 Es) es creciente en M[a, b] a 17. El 
teorema de convergencia monótona 10.4.4 se aplica. 

g) Si (C} es disjunta por pares y si E, := U_¡ Cp para n e N, entonces m(E,,) = 
m(C1) +: > +m(C,). Puesto que UZ C= Uña] Ey y (Ep) son crecientes, el inci- 
so f) implica que MU; CH = lim, mE) = lim, fa MCR = Di MC. 


Sección 11.1 


1. 


19. 


21. 


23. 


24. 


Si |x — u| <infíx, 1 — x}, entonces u < x + (1 — x) = 1 y u >x — x = 0, por lo que 0 < 
u<l. 


. Puesto que la unión de dos conjuntos abiertos es abierta, entonces Gi U-**UG¿U 


G = (GU: +: U GA U Gy es un conjunto abierto. 


. El complemento de N es la unión (oo, 1) U (1, 2) U : : : de intervalos abiertos. 


. El corolario 2.4.9 implica que toda vecindad de x en Q contiene un punto que no está 


en Q. 


. x es un punto frontera de A <= toda vecindad V de x contiene puntos de A y contiene 


puntos de C(a) & x es un punto frontera de C(a). 


< Los conjuntos F y C(F) tienen los mismos puntos frontera. Por lo tanto, F contiene 


todos sus puntos frontera <> C(F) no contiene ninguno de sus puntos frontera S C(F) 
es abierto. 


. x€ A? & x pertenece a un conjunto abierto V CA SO x es un punto interior de 4. 


. Puesto que 47 es la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a Æ, 


entonces por 11.1.5a es un conjunto cerrado que contiene a 4. Puesto que C(47) es 
abierto, entonces z € C(47) = z tiene una vecindad V.¿(z) en C(47) E z no es ni un 
punto interior ni un punto frontera de A. 


Si G Z ĝ es abierto y x e G, entonces existe € > 0 tal que Vax) c G, de donde se sigue 
que a := x — e está en Á,. 

Si a, < y < x, entonces como a, := ínf A, existe a” e A, tal que a, < a” < y. Por lo tanto, 
0, x]c(a,x] EG yye€ G. 

Sixe F y ne N, el intervalo /,, en F, que contiene a x tiene longitud 1/3". Sea y,, un 
punto terminal de /,, con y, # x. Entonces y,, e F (¿por qué?) y y, > x. 


Como en el ejercicio precedente, tomar z,, como el punto medio de /,,. Entonces z,, ¢ F 
(¿por qué?) y z, > x. 


Sección 11.2 


1. 
3, 
5. 


Sea G, := (1 + 1/n, 3) para n e N. 
Sea G, := (1/2n, 2) paran e N. 


Si G; es una cubierta abierta de K] y si G, es una cubierta abierta de K}, entonces 
G1 U G, es una cubierta abierta de K] U K). 
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7. Sea K, := [0, 1] para n e N. 


10. Puesto que K + 0 está acotado, se sigue que inf K existe en R. Si K, := {ke K: k< 
(inf K) + 1/n), entonces K,, es cerrado y está acotado; por consiguiente, es compacto. 
Por el ejercicio precedente, Q K, + 0, pero si xy e N K, entonces xy e K y es inme- 
diato ver que xy = ínf K. [De manera alternativa, usar el teorema 11.2.6.] 


12. Sea 0.+ K c R compacto y sea c e R. Si ne N, entonces existe x, e K tal que 
supíle — xl : x € K} — ln < |e — x|. Después se aplica el teorema de Bolzano- 
Welerstrass. 


15. Sea F} := {n:n e NiyF>:=(n+1/n:ne N,n>2 2). 


Sección 11.3 
1. a) Sia<b<0, entonces f- (I) = 0. Si a < 0 < b, entonces £-U1) = (Vb, vb). Si 
0 <a < b, entonces f! (7) = (=Vb, Va) (va, Vb). 
3.7 U6)=/U[0, 9) =[1,1+2=(0,1+2%nL 
4. Sea G := (1/2, 3/2). Sea F := [-1/2, 1/21. i 
8. Sea fla función discontinua de Dirichlet. 


9. Primero se observa que si A CR y x € R, entonces se tiene que x e fR) S fœ) € 
RU Sfx) £ A & x g f4) xe RIFA); por lo tanto, FR) = RY 4). Se 
usa después el hecho de que un conjunto F c R es cerrado si y sólo si RW es abierto, 
junto con el corolario 11.3.3. 


Sección 11.4 


1. Si P; := (x; y¡) para i = 1, 2, 3, entonces d¡(P,, P2) < (lx, — x3l + [x3 — 21) + (y1 = 73| + 
ly3 — yal) = dı(P1, P3) + d¡(P3, P2). Por tanto, d) satisface la desigualdad del triángulo. 


2. Puesto que |/(x) — g0)] < |F — AGO] + JA — go] < do £ A) + dolh, g) para toda 
x € [0, 1], se sigue que dyl f, g) < df h) + dolh, e) y da satisface la desigualdad 
del triángulo. 


3. Se tiene s + t si y sólo si d(s, £) = 1. Si s 4 £, el valor de d(s, u) + d(u, £) o es 1 o es 2, 
dependiendo de si u es igual a s o a £, o a ninguno de los dos. 


4. Puesto que d.(P,,, P) = sup{ lx, — xl, Yn — yl), Si d Py, P) > 0, entonces se sigue que 
lx, = x| > 0 y ly, — y| > 0, de donde x, > x y Y, > y. Recíprocamente, si x, —>x y 
Yn > y, entonces |x, — x| => 0 y ly, — y] > 0, de donde d.¿(P,,, P) > 0. 


6. Si la sucesión (x,,) en $ converge a x con respecto al métrico discreto d, entonces 
Ax, x) > 0, lo que implica que x, = x para toda n suficientemente grande. El recípro- 
co es trivial, 


7. Demostrar que un conjunto que consiste en un solo punto es abierto. Entonces se sigue 
que todo conjunto es un conjunto abierto, por lo que todo conjunto es también un con- 
junto cerrado. (¿Por qué?) 


10. Sea G CS, abierto en (S2, d>) y sea x e f7UG) de modo que f(x) e G. Entonces exis- 
te una vecindad-€ Va(f(x0)) c G. Puesto que fes continua en x, existe una vecindad- 
Va(x) tal que AV5Co0) < Va( J0). Puesto que x e fG) es arbitraria, se concluye que 
FG) es abierta en (S4, d). La demostración del recíproco es similar. 
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11. Sea G = (G¿) una cubierta de f(S) € R por conjuntos abiertos en R. De 11.4.11 
se sigue que cada conjunto f7U(G¿) es abierto en (S, d). Por lo tanto, la colección 
{f UG )) es una cubierta abierta de S. Puesto que (S, d) es compacto, una subcolec- 
ción finita {f (Ga) 0: ,f Ga) cubre S, de donde se sigue que los conjuntos 
{Ga Ae Gay) deben formar una subcubierta finita de G para f(S). Puesto que G 
es una cubierta abierta arbitraria de f(S), se concluye que £(S) es compacto. 
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Otra obra de interés publicada por Editorial Limusa: 


INTRODUCCIÓN AL RAZONAMIENTO 
MATEMÁTICO 


Solow 


` Al contrario de lo que esperan muchos profesores, la ha- 


bilidad para hacer demostraciones no se adquiere por 
ósmosis, se desarrolla. Para poder analizar, interpretar y 
hacer demostraciones el estudiante no tiene más alternativa 


| que aprenderlo por sí mismo. 


Introducción al razonamiento: matemático es una guía 
prácticamente obligada para cualquiera que desee iniciar 
con el pie derecho una carrera en matemática o en alguna 
de las disciplinas relacionadas, como ingeniería, compu- 


tación, física, economía, actuaría, etcétera. 


Esta guía le ayudará a dominar las técnicas básicas que 
se usan en todas las demostraciones. Este libro es un 


-apoyo muy útil en los cursos de Análisis Matemático. 


